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ANNALI 

DI MATEMATICA 

PURA ED APPLICATA 



propkibta' d'una haribka di poligoni derivati 



NOTA 
DI R. RUBINI. 



Sin dal 1854 il chiar: prof: Padula nel voi. V degli AnnaUdi Scienze Materna- 
tkhe e Finche (pag. 286) enouEiò alquanti teoremi intorno a una maniera di po- 
lìgoni derivati da un poligono dato: noi, per semplice esercizio, cercammo dimostrarli, 
senza pretendere di pubblicare le nostre dimostrazioni. Riandando ora sul medesimo 
argomento, ci siamo avveduti dell'analogia di quei teoremi con altri che si riferiscono 
a poligoni altrimenti derivati; e, variando la fórma di derivavione, siamo giunti ad 
altre proprietà. Ciò ha dato luogo alla presente nota. 

Abbiansi in un piano un poligono P una retta R e un punto A : sia M* un ver- 
tice qualunque dd poligono, da esso si conduca una parallela ad R» e su quella pa- 
rallela si tagli una porzione Mj^Nj^ proporzionale alla distanza AM* tra il punto A e 
il vertice Mj^. Prendendo le distanze M^^Ni^ sempre da un medesimo lato, i punti N* 
saranno i vertici d'un nuovo poligono P , che diremo derivato dal poligono P , il 
quale chiameremo derivante-, mentre diremo direttrice la retta R, e centro di deri" 
WKÙone il punto A. 

Posto ciò, rispetto a un qualunque sistema di assi ortogonali dinotiamo con 

^k 9 Vk 1^ coordinate del vertice M* ; 

ti f Ut le coordinate del vertice N* corrispondente di M^ ; 

a, |3 le coordinate del centro A; 
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poniamo OM* = rf* ; OA =» ^, essendo l'orìgine delle coordinale. 
Sia inoltre 

(1) y = Aa;-f-fi 

l'equazione della direttrice : quella della retu che passa pe'vertici corrispondenti M 
N* sarà *• 

(2) V==^-f-f^*; 
e sarà inoltre 

^^^ ^ sen 9 

essendo tang ^ «s X. 

Similmente 

(4) Aff = («* - «)V (y, - «•= dì 4- d»^ 2 ««, - 2%,; 

e dinotando con r una cosunte, che, per romogeneìlà, supporremo essere una retta 
avremo per la soprascritta legge di derivazione 

(5) rMA = Afi!. 

Per brevità di linguaggio chiameremo ragione di derìvawme la costante r. 
Ora in virtù di queste equazioni (3), (4) e (5), deduciamo ; 

\ 

11^ = «^ — - (dj H- a» ^ 2««» — 2py^) , 
tt* =» tr* - j (d\ + à^- 2«r, - 2py,), 
avendo messo per semplicità 

^ ' CO89 X senf 

e però l'equazione (1) della direttrice può essere scritta ancora cosi : 

(8) V = ^ « -f- f* • 

Finalmente dinotando con S la superGcie del poligono derivante P , e con S' 
quello del poligono derivato P, avremo: 

(9) S = :± ig^ (y,^^ - y*-,) «» = :p i^" (0?,^, - «»«,)y* ; 



(10) S'« db i V (ti*^, - u,^;)U } 
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aTYertendo che fi r^ppreaenU il munero dei lati dd poUgono, e che pel valore k^^ì 
rindiee eorrispondente lero devesi maUie in »; e per l( = ii il eorrìspondeiite in- 
diee II + 1 devesi mutare in 1. 

$. II. 

Ponendo in (10) in luogo delle » e t i corrispondenti valori tratti dalla (6), e 
tenendo presenti la (9) e le seguenti fonnole : 

j^ (|f*+« — V*-i) = ^ («*+« - «*-«) = ; 

%(d:^, — àL,)y, ^(y,^r - y*.X i 

si troverà : 

in cui per sola semplicità è messo 

(12) =?§{«.,- dt,ì y* - mj g (dj^, - dl,)x, - n. 

S ni. 

Per un dato poligono e un dato sistema di assi, le quantità Sy m, n son date: 
ora se nella formola (il), oltre alla S, si suppone rimaner costanti anche a eò, e 
quindi la ragione r e la direzione ^ della direttrice, allora la differenza S' — S rimarrà 
costante per tutti quei centri di derivazione, che soddisfanno airequazione 

- -f- f- =s cost. 
a b 

nia questa è una retta normale alla direttrice, quindi abbiamo il seguente 

TsoasHA I. — Per uno stesso poligono derivante, una stessa ragione di deriva- 
mine^ e una medesima direttrice^ la differenza tra la superficie del poligono derivato 
e qatUa dd derivante rimane costante, mentre il centro di derivatone descrive una 
retta normale aUa dirMrice* 

Seno k(alffl) e A"(ot",|3") due diversi centri di derivazione, S', S" le superficie 
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de'corrispoDdenti poligooi derivati da on medenino poligono di saperfide S, eoo ana 
medesima diretlriee e ana stessa ragione di derivazione; secondo la formola (ll)yayrano: 

9 quindi, sottrando e tenendo presenti le (7), si trae : 

(13, s'-s"= 2s(':iif:+g::^)=<"'-")'^^+/p^-^>''^s; 

ma il numeratore di quest' ultima frazione é la proiezione ortogonale di A' A" solla 
direttrice, quindi si ha il seguente 

CoEOLLAEio. — Qualunque sia la direttrice, la differenza d^le superficie di due 
poligoni, derivati da un medesimo poligono con due diversi centri e con una mede^ 
sima ragione^ sta alla superficie del poligono derivante , come la proiezione déla 
distanza de'centri di derivoiione suUa direttrice sta aUa metà dMt ragione di 
derivatione. 

S. IV. 

La stessa formola (11) ci mostra che sarà S'= S, indipendentemente da a e ò, 
purché a e |3 soddisfacciano l'equazione 



'"' f-i---A'~M)' 



la quale essendo — un coefficiente arbitrario rappresenta un ponto di coordinate 

. m /> *• 

<*'> «•=«• ^« = 48' 

quindi ne consegue il seguente 

Tboeeha II. — Qualunque sieno il poligono derivante, la direttrice e la ragione 
di deriva%ione, vi è sempre un centro di derivaiione Ao , rispetto al quale U pdUr- 
gono derivato è equivalente al derivante. 

Questo centro lo diremo di derivazione jper equivalensut. 

Applicando le formole (15) al caso d*un triangolo, prendendo per asse del x un 
lato qoalunqae del triangolo, e per orìgine il punto di mezzo di questo lato si tro- 
va, secondo la forinola (12), tu =^ 0, e quindi «ossO; laonde 

GoaoLLAEio I. — In ogni triangola U centro di derivatone per equivalenza i 
lo stesso cetuiro del circolo circoscritto. 
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Se il poligono derivante è iscrìttibile in on cirooloy prendendo il centro per orì- 
gine delle coordinate, le d^ risaltano tutte ugnali al raggio, e quindi, secondo le for- 
mole (12) m » 0, n «s 0, e per conseguenxa anoora «^» |3o =» 0; dunque 

GoaoLuaio IL — Se U poUg<mo dmvanie è ùeriuMle m tm ctroob, il eeniro 
di derìvaniane pa\ equivalensa è lo nesto centro dd dreolo direotcntto. 

Introducendo nella (11) le «^, ^o » ® rimettendo per a e ò i loro valori (7), s'ottiene 



(16) 



S'— g (« — ».)^ y -f- (P — fe)8en y ^ 



\^ 



quindi 

GoaoLLAaio DI. — La differenza tra Varea dd poligono derivato e qadla dd 
derivante eia a questa seoondaf come la proiexione ddla distoma fra U corrispon- 
dente centro di derivoMone e qudlo di derivazione per equivalenza sulla direttrice, 
sta alla metà ddla ragione di derivazione. 

La (16) dà S'= S , se 

(17) (a - ajcos ? H- ((3 - PJsen (p = 0, 

Inoltre, essendo 

. ' = — (« - «o)«cn <p + — pjcos (p , 

. d(S'-.S) ^ 

sarà -i-— «= 0, se 

df 

(18) (« — ajaen (p — (P — (SJcos (p = 0, 

e però da coleste formole (17) e (18) ne deduciamo il seguente 

CoaoLLAiio rV. — Rispetto a un centro di derivazione A, U poligono derivato 

risulterà equivalente al derivante , se la direttrice è perpendicolare alla congiun- 

gente questo centro con quello di derivazione per equivalenza-, e la differenza tra 

le aree de'detti poligoni sarà massima, se la direttrice è parallda alla medesima 

congiungente. 

Rimanendo gli stessi tutti gli altri elementi , sia f ' un nuovo angolo tale che 

f'=s 90® -f- f , e sia S" la superficie del corrispondente poligono derivato; avremo, 

secondo la formola (16) 



(19) 



S"— S ^ — («— «Jsen y -f- (p — I3o)co8 y g 



¥»• 



e quindi, quadrando la (16) e quest'equazione, e addizionando i risultamenti, otter- 
remo: 

(20) (S'- S)'+ (S"- S)'= [ (« - «.)• H- (p - p. )•] ^ == COSI.; 

tom. V. n: t. 4 
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laonde 

Corollario V. — Derivando da un medesimo poligono^ di superficie S, con 
un medesimo centro e una stessa ragione di derivazione, ma con due direttrici dif- 
ferenti^ due poligoni di superficie S', S"» la somma de'quadrati (S'— S)^ (S"-— S)' 
sarà costante, qualunque sieno le due direttrici. 

Consideriamo ora tre poligoni derivanli, le cui risp^tive superficie sieno S, S', S"; 
secondo le formole (15), avremo : 

(^1) *o= 4s' *^«~ 4S' *^*~4S^' *^°""4S^' "•"'W ^^""W 

essendo le «o » ^'^ ; ol\ , p^\ ; m\ n; ni!', n" quanlilà analoghe alle «o » /^o > ^9 n; 
e sarà il determinanle 

2(dr mn'S") = 16 SS'S".2 (rt 1 «'o (3"o). 
Ma supponendo 

(22) m=:m' -h m", n = n' -h n", S = S''-|- S", 

si ha 2( db mn'S") = 0, quindi anche JK =tl«'o Po")=0. Or quesla è la condi- 
zione perchè i tre punti (eto^M' ^«'o»|3'q)> {^"o>^"o) si^no in linea retta, quindi abbia- 
mo il teorema qui appresso : 

Teorema III. — Dividendo, mercè una diagonale, un dato poligono P in due 
cdtri poligoni V, P", i tre corrispondenti centri di derivazione per equivalenza stanno 
per dritto. 

Dà cotesto teorema combinato col corollario I. del. % prec. risulta il seguente 

Corollario L — Il centro di derivazione per equivalenta d' un quadrigono è 
l*interse%ione delle due perpendicolari innalzate suUe due diagonali dai loro punti 
di mezzo. 

Corollario II. — In generale un poligono di un numero impari di lati si può 
scomporre sempre per mezzo d*una diagonale in un triangolo e in un'altro poligono 
di n — 1 lati^ e siccome si possono per un medesimo vertice condurre due diagona- 
li che operino una simile scomposizione, e lo stesso può farsi a qualunque altro vertice^ 
cosi s'hanno in tutto 2n di tali scomposizioni; però» siccome, una medesima diagonale 
passa per due vertici, cosi il detto numero dev'esser ridotto a metà, e però il totale 
numero di scomposizioni veramente distinte è soltanto n. Quando poi il poligono è 
d'Un numero pari n di lati, si può sempre scomporre per mezzo d'una diagonale che 

passa per due vertici opposti in due altri poligoni dello stesso numero ^ + ^ '^^i» 

a 

si ch« si hanno in questo caso n scomposizioni di questa natura ; ma osservando an- 
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cbe qui che i due vertici posti agli estremi d*una medesima diagonale danno la stes- 
sa soluzione, cosi le scomposizioni veramente distinte saranno nel caso attuale soltanto -• 

Posto ciò, nel caso d'un poligono d*un numero impari di lati, il centro di deri- 
vazione per equivalenza è Tintersezione di n rette, cbe sono le congiungenti degli ana- 
loghi centri delle due porzioni, in cui può essere scomposto nel modo sopraindicato; 
e quando il poligono è d'un numero pari di lati le rette che passano pel detto cen- 
tro sono solamente ^* 

Secondo le formole (21) e (22) si ha 

a'oS'4-«"oS" = «oS; 

quindi supponendo per un momento che la retta che passa pe'tre centri A^ , A'o > A"o 
sia l'asse della x, e l'orìgine sia il centro Aq del dato poligono, sarà a^ss 0, e l'equa- 
zione ultima dà 

«'o S' -f. a\ S" = 0; S': S" : : a\ : — «'„ 

e però indipendentemente dal segno si conchiude il seguente 

Corollario IH. — Le due porzùmt, in che rimane diviso un dato poligono pet 
me%M d'una diagonale, stanno tra loro nella ragione inversa delle distanze de' ri- 
spettivi centri di derivazione per equivalenza dall'analogo centro del poligono dato. 

S. VI. 

Congiugnendo l'origine co'd uè vertici consecutivi Mj^, M^^^^, le coordinate /iit,f^.| , 
9*.*^ i»del centro del circolo circoscritto al triangolo OMì^Mì^^^ saranno date dalle 
formole seguenti : 

/Qo\ „ _ i <^ì Vk^i - VkdUi ^ __ i dì x,^, - x,dl^, 

(23) p,^,^,^^—--——, q^^^^^ ^ ^ . -————- 

Ora le formole (15), tenendo presenti i lignificati di m ed n espressi nelle (12), 
e quello di S dato dalla (9), possono essere scritte eziandio al modo qui appressa: 



*» '^ 2 ^ ' Po = 2 k^ ' 

e però sostituendo i precedenti valori (23), in queste ultime formole, e ponendo 
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<"' «-Thè^K'-s)] 



Or paragonando cotesta formola con la (11) si fa chiaro in che stia la concor- 
danza la differenza nell'enunziato dei leoremi del Prof. Paoula e dei nostri. 

Il centro A^, determinato dalle forinole (15), è identico nelle due derivazioni, se 
non che nella derivazione (P) il detto centro da^poligam ierivaH nuOi^ mentre nella 
derivazione (R) li dà equivalenti al poligono derivante, 

lì cor: III, teor: II. si modifica, nella prima derivazione, al modo seguente : l'area 
M poUgono derivato^ ritpetto a un punto A, sta a quella del poUgono derivante 
come la prmeiwne di AA^ ddia direttrice sta alla metà deUa ragione di derivaùone* 

E però paragonando il detto cor: III. con quest'ultimo del Padula ne deduciamo 
la proposizione seguente : se da un medesimo poligono di superficie S e eon una 
stessa direttrice, una medesima ragione, e uno stesso centro di derivaxione si der^ 
vano due poUgonif l'uno S^ , secondo la deriva/none (P), Vakro SI secondo la derir 
vaxione (R) la differenza S' — S <=> S,. 

Le formole (26) poi mostrano facilmente il seguente corollario che ha luogo nella 
derivazione (P); cioè, quando il poligono derivante e iscrittibUe, il derivato di area 
nuUa ha i suoi vertici collocati in una retta normale aUa direttrice. 

In effetti, prendendo per asse della x una parallela alla direttrice, con che X = 0, 
& B3 OD ; e prendendo per origine il centro del circolo che è centro della derivazione 

nulla quelle formole riduconsi a t^^ e= J--, u^ = tft^ essendo p il raggio del circolo. 

Similmente in questa derivazione (P) i vertici di un quadrigono derivato da un 
altro quadrigonOt rispetto a un qualunque centro di derivazione A, sono allocati su 
due parallele, quando la direttrice è normale ad AAo . 

Imperocché, analogamente al corollario III. $.11. la superficie del quadrigono in 

questo caso è nulla; ma essa è dinotata da 

(tt — h) (tt, ~ «4) - («« - «3) (^ - h) = <>» 

e questa equazione mostra la verità dell'enunziato. 

Lasciamo da parte ogni altro confronto, e rimandiamo al citato voi. V degli annali 
di S. F. e M. per quelle osservazioni che riguardino l'uso del teorema IV. ( S* V.). 

S. Vili. 

Se nel poligono derivante supponiamo un vertice variabile, mentre i rimanenti re- 
stan fissi il centro di derivazione Aq (nulla o per equivalenza) andrà anch'esso variando di 
posizione ; e si può cercare il luogo che descrìve, mentre il vertice variabile, che sup* 
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poniamo sia («, , y,) si muove anch'esso sopra una data linea 

(28) «p(», , y,) = 0. 

È chiaro che per risolvere questo problema bisognerà trovare le coordinale di Aq , 
che dinoteremo con t ed u , in funzione di Xj , y, , e quindi combinare tali espressioni 
di t ed tf con la (28) per eliminarne Xi,y,.Ora per aversi le espressioni dìtedu 
in funzione di x^ , y^ può farsi in due modi, sia partendo dalle formole (15), sia fa- 
cendo uso del cor: III, §. IV: noi ci atterremo a questa seconda maniera. 

Pertanto avendo supposto il vertice M,(a;, , y^) variabile, il triangolo M, M, M, 
sarà variabile, mentre il rimanente poligono M^Ma ... M« sarà costante. Prendasi per ori- 
gine delle coordinate il vertice M^, per asse della x la retta M, M«, e si dinotino 
con 8 l'area del poligono fisso MaM3....M«, con a, |3 le coordinate del suo centro di 
derivazione Aq ; e con a la distanza, o diagonale M, M« . 

Il centro di derivazione Ao del triangolo variabile M, M, M« essendo il centro del 
circolo circoscritto (cor: I, teor. Il, §. Ili) le sue cordinate saranno 

2^' — 2^; — ' 

e comechè la distanza di questo centro dal centro variabile (t, u) deve stare a quella 
del centro (a, |3) al medesimo centro ((, u) nella inversa ragione della superficie \ ay^ 
del triangolo a quella della superficie s del poligono M, Ma .... M«; e siccome inol- 
tre tutti e ire questi centri stanno per dritto (teor. Ili, %. IV.) cosi le coordinate 
t, ed tf saranno espresse come segue 

a*y, db Aa$ 

^■" 2fly. dzAs' 
(29) < 

' \, g(y? -H a^f - 0^.) =fe 4<3s 

2ay, =±3 4s 

Posto ciò supponiamo, il vertice (x, , y,) muoversi sopra una retta y ==: Xx + fx : 
requazione (28) sarà in tal caso- 

(30) y, = >«.-*- f*; 

sicché bisognerà eliminare x^ , y, fra le (29) e (30), il che s'ottiene agevolmente ; 
imperocché la prima (29) messovi in luogo di y, il suo valore (30) , e risolutala ri- 
spetto ad X, , dà 

_ afila — 2t) =t: As(a — t) 

""'"* al(a -- 20 ' 

e la seeonda (29) con la medesima sosUiotione e risoluzione, dà: 
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a(ì 4- >*)»» -H fl[2X (f* - tt) — a]«, H- a|^(f* — 2tt) rS= 4«(13 — u) = 0, 

e sostituendo in quest'ultima equazione il precedente valore di x^ si giugne ad una 
equazione alla quale si può dare la forma seguente : 

( (1 -+- >•) [aii(a - 20 :±: 4«(« —t)]' ) 

(30) , 1=0, 

^ ' |-^(a— 20[(>aft"— aV— 4^)(a~20:±:4«(a--2Xfx)(«--0-H4X«(2«-a)tt] 1 

che rappresenta un*iperbola di cui un asintoto ha per equazione ( = •; a, ed è per- 
ciò la retta normale alla diagonale M, M« e passa sul punto di mezzo di questa dia- 
gonale; quindi si ha il seguente 

Teobema.. — Essendo doto un poligono di cui un vertice si muova lungo una 
retta, mentre gii altri rimangono fissi, il centro di derivazione Ao descrive unUperbola, 

Osservazioni. — L'equazione (30), allorché a ={a,il che ha luogo quando la 
porzione fissa del poligono è iscritlibile in un circolo, diviene della forma 

1(1 4. i*){aii 4- 2«)"— aX[Xafx»— aV — (213 -h 2V — a)2»] } (a - 20*== 0, 

e quindi rappresenta una retta f = | a, che è la bisegante normalmente la diagonale 
M, M. ; quindi l'iperbola del teorema precedente, è in questo caso, una retta. 

£d è pure una retta parallela a quella ora trovata , quando il vertice mobile 
scorre sopra una parallela alla diagonale M, M. com'è agevole il verificare ; imperoc- 
ché basta porre nella (30) X = 0, e si ha subito 

af*(a — 2t) -h 4s(« — t) = 0. 
IX. 

Passiamo ora a un'altra maniera di derivazione, supponendo dato un'poligono de- 
rivante, un centro A, e una ragione a di derivazione; indi congiunto il vertice M^^ 
col centro A, e menata per M;^ la perpendicolare ad AM^^ , si tagli su questa una por- 
zione M^ Njt = a. kMk ; e facendo la medesima costruzione per ogni vertice del poligono 
dato» e prendendo i semmenti Mjt N^^ sempre nel medesimo senso, s'avrà un nuovo 
poligono derivato dal dato. 

Ritenute le medesime denominazioni precedenti, l'equazione della retta condotta 
pel vertice ìiLk( x^ , y^) perpendicolarmente ad AMj^ sarà 

e inoltre 

AM, = v/(«. — «)• -t- (y — P)' , 

M « _ (t. - ».)V(». - «)' + (y. - ^)' _ _ (t«.-»M».-«)'4-(y.— 
* * ». — 13 «, — « 



16 ANNALI DI BIATEMATIGA 

qaindi, secondo le condizioni del problema 

(31) Ìi:^«=._«LjzJti_=«, 

da cui si trae 

t, =«, -ha(y, — P) ; u, =:jf, — a(», — «); 

e messi questi valori nella (10), e rìducendo in virtù delle prime formole del J. II e della 
(9), avremo 

(32) S' « (1 -f- <f)S. 

Cotesto risultamento, che ci mostra essere la superficie dd poligono derivato pro- 
porzionale a qudla del derivante, qualunque sia il centro di derivazione^ ci sembra 
molto importante per la valutazione delle superficie terminate da quelle curve che si 
deducono, secondo l'indicata derivazione da altre curve, di cui si conosce la quadra- 
tura. Cosi se la curva derivante è un circolo di raggio r, e il centro di derivazione 
è lo stesso centro del circolo, si trova agevolmente che la curva derivata é un'altro 

circolo concentrico al dato, e di raggio r^l -f- a* ; il che conduce ad un'espressione 
per la superficie di questo secondo circolo, la quale conferma la formola (32). 

Nel caso più generale che il centro di derivazione non fosse il centro stesso del 
circolo derivante, ma un punto di coordinate a,|3, l'equazione della curva derivata è 
la seguente del 6? grado 

z^^. I [«•+«'"-+-0(l3H-f)+2(«(+Pu4-i^)(a*|3-u)]«| . .. .^ ., .^. 
(33) J .,,.! = 4(l-l-cr)r*(flEtt— p/)*, 

I -H[(t»-htt»-+-c») («-hO-*-2(«t+Ptt-hi^) (a*«-/)]M 

in cui 

(34) e» = (1 - ay - aV + 13*). 

Allorché « e» |3 ss 0. la (33) si scinde nelle tre seguenti equazioni 

t»-h«" = 0, f + tt*— (1-H«')r'=0, t*-h tt*— (1 4- aV= 0, 

la prima delle quali dà lo stesso centro del circolo, ed è estranea alla questione; le 
altre due coincidono in dare il sopraindicato circolo concentrico al derivante. 

Secondo la formola (32) dopo n sussecutive derivazioni, restando la stessa la 
ragine a, la superficie S'"^ del poligono derivato diviene (1 -4- a*)* volte quella del 
dato; e se a =3 1, risulta S*"* = 2".S. 

Se i vertici del poligono dato si trovano allocati in una retta R, allora S=sO , 
secondo la (32) anche S'= : in questo caso i vertici del poligono derivato pur 
essi si trovano in una seconda retta R'; imperocché dovunque si prendano tre punti 
sulla retta R, s'avrà sempre un triangolo derivato nullo, e quindi tre punti corri- 
spondenti posti anch'essi per dritto. Da ciò deduciamo il seguente 
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TiouMA I. — & MUomo ad tm pmlo fHohmque A si fa molare mimi retta B» 
la quale meaiUn urna retta fisea R » e (fa dasean fanio d'ineaiUro C si mefd al 
eorrispoadenie raggio AG la normale CC» a. AG, sem/re nd medesimo senso; U 
ku)go di G sarà una seconda retta R'. 

Aniiy polendo prendere le indicate normali in on senso e nell'opposlo, rialto a 
eiasenn raggio^ cosi si ha «na seeonda retta analoga alla R'. 

Ora è dutro ebe la normale CG inviluppa ma parabola, che ha per fooeo A, 
per asse la perpendicolare menata da questo ponto snUa retta R» e questa retta per 
tangente al yertiee; quindi si può stabilire il teorema qui appresso. 

Tsonuu U.-^ Sedai fkoco d'nna parabola si menano le perpendicolari alle fm- 
genii,e sa dascnna tangente, a partire dal piede, si tagliano, no*dme sentii dne 
pondoni eguali e àasenna proportionale àOa Umgheua déBa rispenssaperpondsoo- 
lare; il luogo geometrico dcgU estremi di gudle ponùmi è U sistema di due retta 
simmetricasnenta disposta rispetta all'asse della parabola. 

{Sarà continuata). 



Tom. ▼. N! 1. 
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SOPM UN TBOftEMAk K GBeMRTftlA DBSCBlTTIVAi 1 SUA AVPLICAZIOM 
AL nACtlAKENTO DEC GONTORIfO DSCL'ÓfltRA DI ALCUNI COIFI 

NOTA 

DEL PROF. GIUSEPPE BRUNO. 



Sìa A^ uni linea piana qualunque ed una retta od asse contenuto nel piano 
di essa curvai Sia A! la posizione che ha preso la curva A quando q,ueata si é (atta 
muovere nel suo piano in guisa che tutti i suoi punti abbiano descrìtto rette per- 
pendicolari airO aventi una lunghezza comune qualunque a. Si immagini ora un'al- 
tra linea qualunque piana mobile in modo che^ mentre essa si mantiene sempre si- 
mile a se stessa e similmente disposta ed il suo piano sempre perpendicolare all'asse 
O9 i punti in cui quest'asse faioontra i piani delle successive posizioni dì detta linea 
mobile sieno centri omologhi di similitudine delle ora nominate posizioni. La gran- 
dezza di questa linea mobile varii successivamente prima in modo che nelle sue varie 
posizioni la detta linea mobile incontri la linea A, poi talmente che nel suo moto 
sempre s'appoggi sulla linea A'; i luoghi geometrici cosi generati dalla linea mobile 
sono due superficie che chiameremo S ed S'. Se per l'asse si conduca un piano 
qualunque, questo taglia le superficie S ed S' secondo due linee B e B' delle quali 
la seconda B' non è altro che la prima B trasportata nel suo piano in modo che 
tutti i suoi punti abbiano percorso rette perpendicolari all'asse di lunghezza comune 

( tale che il rapporto - sia uguale al rapporto dei raggi secondo cui una qualun- 
que delle posizioni della linea mobile è tagliata dai piani della direttrice A e B« 

Da quest'osservazione che è una conseguenza immediata della similitudine di for- 
ma e posizione che la linea mobile sempre conserva si deduce che se si prende un 
punto qualunque M sulla superficie S, e per esso si conduce una perpendicolare p 
alFasse la quale (prolungata se fa d'uopo ) incontri la superficie S' in BP, i piani 
tangenti ad S ed S' in M ed M' sono fra di loro paralleli. 

Infatti conducendo per p due piani uno dei quali passa per Taltro vi sia per- 
pendicolare» questi piani taglieranno le due superficie S ed S' ciascuno secondo due 
linee le quali passano pei punti M ed M' ed hanno in questi punti le tangenti ri- 
spettivamente parallele. 

Se perciò ad una S' delle due superficie S edS'si voglia condurre un piano tan- 
gente parallelo ad un piano dato, e l'altra superficie S sia di forma tanto più sem- 
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plice -che ad essa riesca più agevole il condurre un piano tangente pa)rallelo al dato 
si polri far servire la costruzione di quest*altima alla determinatone del chiesto piano 
tangente ad S'. Sia infatti P il piano tangente ad S parallelo al piano dato, e sia 
M il suo punto di contatto. Per M si conduca una pei^ndicolare p all'asse la 
quale incontri in fif la supérGcie S': il piano condotto per M' parallelamento a P 
sarà il piano domandato. E se sulla superficie S fosse segnata una linea qualunque 
C, e si domandasse di tracciare sulla superficie S' una linea G tale che nei punti 
di essa i piani tangenti ad S' fossero rispettivamente paralleli ai piani tangenti ad 
S nei punti di G basterehbe per ciascun punto M della linea G ripetere Toperaiione 
superiormento indicata, e si determinerehbe cosi sulla superficie S' altrettanti punti come 
M' la cui successione costituirebbe la domandata linea G. 

Le considerazioni sopra esposto ricevono un'applicazione del tracciamento geome- 
trico del contorno G' dell'ombra della superficie S' quando si suppongono i raggi di 
luce tutti paralleli fra loro e ad una retta data L e si conosca indtre il contorno C 
dell'ombra della superficie S illuminata anch'essa dai raggi paralleli ad L. Infatti le 
G e C' sono le linee di contatto delle superficie S ed S' con superficie cilindriche ad 
esse circoscritte avanti le loro generatrici parallele ad L» epperò i piani tangenti ad S' 
nei punti di C' sono rispettivamente paralleli ai piani tangenti ad S lungo la G , e 
quindi per quello che s'è detto poc'anzi conosciuta G facihnento si determina G'. Anzi 
più generalmente se s* immagina conosciuta sulla superficie S la linea F tale che i 
suoi diversi punti sieno con uguale intensità illuminati, ossia tale (poiché Tintensità 
dell'illuminazione in un punto di una superficie data, se i raggi luminosi procedono 
da un punto unico infinitamente lontano , è proporzionale al seno dell' angolo fatto 
dalla direzione dei raggi luminosi col piano tangente in quel punto alla superficie 
data) che in ogni suo punto il piano Ungente ad 3 faccia un angelo costante e dato 
con L e si domandi di segnare sopra S' la linea F' di cui i varii punti sieno illu- 
minati in misura uguale fra loro, ed uguale a quella con cui sono illuminati i punti 
della F su di S, la determinazione di F' per mezzo di F si farà ancora nello stesso 
modo con cui si è detto più in su dedursi la linea G' dalla G. Modificando alcun 
poco i ragionamenti fin qui fatti si potrebbero estenderne le conclusioni al caso in 
cui la direttrice A di S, e quindi anche la direttrice A' di S' non fossero linee piane, 
come pure sarebbe facile il dimostrare analiticamente le dette conclusióni a cui slamo 
giunti con considerazioni puramente geometriche. Ma passiamo invece ad arrecare 
esempi di questioni non infrequenti la coi soluzione é una facile applicazione delle 
proposizioni ora dimostrate. 

Se la linea A sia una circonferenza di circolo avente il suo centro sull'asse , 
e la linea mobile sia ancor essa una circonferenza circolare il cui centro percorra 
Tasse 0, le superficie S ed S' saranno rispettivamente una sfera ed un anello, e sic- 
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come solla sfera tsnto il oontorno dell'ombra propria quanto le linee agnalmenle il- 
laminate sono circonferenze di circoli aventi i loro centri sol diametro della sfera che 
é parallelo alla direzione della luce, ed i cui raggi si determinano con costruzioni 
molto semplici, facilmente pure si possano segnare, ed il contomo dell* ombra pro- 
pria della superGcie dell'anello, e delle linee della superficie stessa, i cui punti sono 
illuminati con una stessa intensità data qualunque. 

La linea mobile sia ancora una circonferenza, il cui centro sempre si trovi sul- 
l'asse G, e la linea A sia una sezione eonica qualunque uno dei cui assi giaccia se- 
condo la stessa retta 0, la superficie S sarà una superficie di rivoluzione di 2? or- 
dine la cui linea di contatto con un cilindro circoscritto avente le generatrici paral- 
lele ad una retta data L si sa determinare, poiché essa è l'intersezione della super- 
ficie stessa col piano diametrale di essa che è conjugato delle corde parallele ad L, 
e quindi si sanno costruire le proiezioni di delta curva di contatto, giacché queste 
proiezioni sono sezioni coniche delle quali si determina facilmente un sistema di dia- 
metri conjugati. Non sarà perciò né lungo né malagevole il descrivere la linea di 
contatto dell'ombra propria della superficie di rivoluzione generata da una data se- 
zione conica che rota intorno ad una retta qualunque contenuta nel suo piano e pa- 
rallela ad un suo asse. 

La figura annessa é relativa al caso in cui la direttrice della superficie sia un 
olisse, e la generatrice mobile sia puranco elisse di cui il centro nelle successive po- 
sizioni che occupa essa generatrice sempre si trovi sopra una retta data contenuta 
nel piano e parallela ad un asse della elisse direttrice. Si è supposto di piii (uni- 
camente però per fissar meglio le idee, e perché la figura avesse una miglior dispo- 
sizione) che i punti in cui la generatrice nelle sue successive posizioni taglia la di- 
rettrice sieno vertici dell'elissi generatrici. 

I piani di projezione furono presi, al solito, ortogonali fra loro, e quello di essi 
che dicesi comunemente verticale fu scelto parallelo alPelisse direttrice, e l'orizzontale 
perpendicolare alia retta dei centri della generatrice nelle sue posizioni successive. La 
elisse direttrice si projelta verticalmente in A' B' C D' in vera grandezza con un asse 
MG perpendicolare alla linea di terra, ed orizzontalmente secondo DB parallela alla 
linea di terra stessa. 

La linea luogo dei centri delle generatrici è projeltata orizzontalmente in g sul 
prolungamento di DB e verticalmente in c'^a'. La generatrice nelle sue varie posi- 
zioni si projetta sul piano verticale secondo rette parallele alla linea di terra , ed 
orizzontalmente secondo elissi simili, concentriche in g^ ed aventi ciascuna un asse 
omologo parallelo alla linea di terra. Nella figura sono segnate le projezioni 

. . . j DFD.F, GìG.i j B H B. H. ( GìGJ 

^*^ (dD', A' A', JB'B', (C'C, 
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delle quattro posiiioni cbe ha la generatrice quando incontra la direttrice in alcuno 
dei suoi vertici. La superficie é cosi projettata orizxontalmente nella corona compresa 
fra le due eUissi DFD,F, e BHB^H. e yerticalmente nella figura XVC CfilJL\ ; ed 
ha una forma annoiare. I raggi di luce sono supposti paralleli alla retta che si pro- 
jetta orisaontalmente in L verticalmente in h\ e si vuole segnare il contomo dell' 
ombra propria tanto sulla parte esteriore che sulla interiore dell'ora descritta super- 
ficie annulare. Per questo fine inunagino trasportata orizaontalmente l'elisse direttrice 
deUa superficie annulare nel suo piano fintantoché il suo asse verticale che prima. 

projettavasi in | . ,^, venga a coincidere colla retta ad esso asse parallella | , . , 

ossia colla retta dei centri delFelisse mobile. In tal posizione Telisse direttrice si prò- 
jetterà orìaontalmente secondo la retta bd parallela alla linea di terra , e vertical- 
mente secondo l'elisse a*Vc^Ì> Si concepisca ora un'elisse la quale restando sempre si- 
mile e simihoaente disposta alla generatrice della superficie annulare, come questa muo- 
vasi mantenendo il suo centro sulla retta | *^ , » il suo piano perpendicolare alla retta 

stessa, e ì cui due assi varino di grandexza talmente che il suo perimetro in ogni 

Ihd 
., ,^ , • Il luogo geometrico di tutte 

le posizioni di questa disse mobile é un elissoìde a tre assi del quale la proiezione 
verticale è Telisse dìic^i e la orizzontale un'elisse bldf che ha il centro in g^ un 
asse bd parallelo alla linea di terra ed uguale all' asse orizzontale b' di dell' elisse 
(iV<lÌj e l'altro asse /f di grandezza determinata dalla condizione che l'elisse 6ldf sia 
simile all'elisse BHB,Hx e similmente disposta. Gli assi del delto elissoide saranno 
cosi uno parallelo alla linea di terra, e gK altri due perpendicolari uno al piano oriz- 
zontale l'altro al piano verticale di projezione : essi si projettano rispettivamente in 

,,^ I ' j 1 // * ^' centro poi dell'elissoide è projeltato orizzontalmente in ^, verti- 
calmente in g\ Si immagini quest'elissoide illuminato da raggi paralleli alla retta j . , ; 

il contorno della sua ombra si sa essere una sezione fatta nella superficie dell'ellis- 
soide da un piano che passa pel centro di questa superficie, e progettarsi perciò sui 
due piani di projezione secondo due elissi concentriche alle dissi projezioni dell'elis- 
soide. 

Se si conducono due piani verticali tangenti airdissoide e paralleli alla direzione 
ddla luce , essi avranno per traccia orizzontale le rette parallele ad L tangenti nei 
punti 3 e 7 all'elisse Ufd : i punti 3 e 7 apparterranno perciò alla projezione oriz- 
zontale del contomo dell'ombra dell'elissoide : gli accennati punti di contatto trovao- 
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dori sulla sesione prinoipale delFeliissoide che è parallela al piano orizsontale di pro^ 
jezione si projetleranno sulle db' nei ponti 3' e 7' i quali ponti perciò saranno solla 
projezione verticale del cercato contomo dell'ombra dell' elissotde. Le tangenti in 8 
ed in 7 all'elisse IMf sono pure tangenti all'elisse projezione orizzontale del contomo 
dell'ombra, poiché questa projezione dell'ombra che abbiamo dimostrato dover passare 
per 3 e per 7 deve essere iscritta nell'elisse ìMf projezione delPelissoide : epperò la 
projezione orizzontale del contorno dell'ombra ha per on soo diametro la retta 37, 
ed il coniugato di questo diametro giace nella direzione della retta L ossia secondo 
hk. Per determinare la grandezza di questo secondo diametro s'immagini tagliato Te* 
lissoide col piano verticale la cui traccia orizzontale è hk. La sezione sarà un elisse 
projettata orizzontalmente in hk^ e verticalmente secondo un elisse di cui un asse è 
aV l'altro h'k t essendo hi e k' ì punti in cui le perpendicolari alla linea di terra 
condotte per fe e per ^ incontrano d!b\ Se alla sunnominata elisse sezione dell'ellis- 
soide si conducono due tangenti parallele alla direzione della luce i punti di con- 
tatto, che sono punti del contorno dell'ombra dell' elissoide si projetteranno orizzon- 
talmente sopra hkj epperciò le projezioni orizzontali dei detti punti di contatto sa- 
ranno le estremità dei diametro dell' elisse projezione orizzontale dell' ombra che è 
coniugato di 37. 

Ora il punto dell'accennata elisse sezione dell* elissoide in cui la tangente è pa- 
rallela alla retta { * r si projetta verticalmente nel punto in cui la projezione verti- 
cale della ridetta sezione è toccata da una retta parallela alla projezione verticale 
della direzione della luce, ossia nel punto in cui l'elisse che ha per assi a'c\ liU ha la 
sua tangente parallela ad L'. È nota una costruzione con cui questi punti di contatto si 
determinano anche senza costruire l'elisse)' sieno dunque 1' e 5' questi punti di con- 
tatto, essi saranno altri due punti della projezione verticale del contorno dell'ombra 
dell'elissoide. Per 1' e 5' si conducano le perpendicolari alla linea di terra fino ad 
incontrare ^ in 1 e 5 : nelle due rette 37 e 15 si avranno due diametri coniu- 
gati della ridetta projezione orizzontale del contorno dell'ombra dell' elissoide che si 
potrà perciò facilmente segnare, e sarà l'elisse 12345678. La elisse projezione ver- 
ticale dello stesso contorno dell'ombra dell'elissoide si potrebbe deHerminare con un 
procedimento analogo, cercando cioè la grandezza del diametro di essa parallelo ad 
L', del quale è coniugato il diametro 8'4' che unisce i punti 8' e 4' in cui la tan- 
gente all'elisse a*VdÌ è parallela ad L': Ma vi si arriva più speditamente osservando 
che 3'7' ed r5' sono anche due diametri coniugati della projezione verticale del con- 
torno dell'ombra, perchè essi sono le projezioni verticali di due diametri dell' elisse 
contorno dell'ombra che si projettano orizzontalmente secondo i diametri 37, 15 della 
sua projezione orizzontale, i qiddi sono tra loro coniugati. Sopra i diametri 3'7' ed 
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ed i'S' eoosidenUl come ooniagali si eostniisca duoqae Teluse i'i'3'4'5'&7'8'y questa 
sarà la projezione Yeriicale del eoniorno dell*ombra dell'elissoide. La figura stessa in- 
dica abbastanza senza più insistere come si determinino i pnnti più elevato e più 
depresso» e gli altri pnnti particolari dell'accennato contorno: passeremo dunque senz' 
altro a dedurne la projezione del contomo dell'ombra della superficie annulare. 

E cominciando dal contorno delPombra sulla superficie esteriore dell'anello: se si 
tirino da 9 ai diversi punti dell'ellisse iSdiSGTS delle rette, e sul prolungamento 
di ciascuna di esse come gS ni porti da 5 in r una lunghezza uguale a gi^ ì punti 
determinati come r saranno sulla curva mnpqmu projezione orizzontale del contomo 
dell'ombra della parie esteriore della superficie annulare la quale projezione sarà per- 
ciò determinala : condotto poi per 5' una parallela e per r una perpendicolare alla 
linea di terra finché s'incontrino in K, r^ sarà un punto della projezione verticale dello 
stesso contorno d'ombra, la qual proiezione si potrà dunque determinare e sarà 

m' «' jp' g' r' / 1* II'. 

Se poi ta lunghezza gi si porla ancora sulla jjr 5 ma non a partire dal punto S 
ma sibbene dal punto 1 in p, questo punto p apparterrà alla projezione orizzontale 
ft V ir X P V ^ V del contomo dell'ombra defia parte interna della superficie annu- 
lare. Se finalmente per i' si tira una parallela alla linea di terra e per p una per- 
pendicolare alla Enei stessa, il punto p d'incontro delle rette tirate sarà sulla proje- 
zione verticale dei eontomo dell* ombra della parte interna della superficie deH' an- 
nefio. Unendo tutti i punti determinati come f si avrà intera Fora nominata proje- 
«one ndit linea f»! V ir' x' p' ' ^' v^- 
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ETDDES SUR LES COURBES A' DOUBLÉ COURBURE 
TRACÉBS SUR UNE SURFACES ALG^BRIQUE D'UN ORDRE QUELCONQUE. 

PAR E. DE JONQUIÈRES. 



1. Dans une coimnonication ìmportanle, fatte à racadémie le 2 Décemibre 1861 (*), 
au sujet dea oourbes à doublé courbure qu*oii peut tracer sur Thyperboloì'de à une 
nappe, M^ Chasles, aprés avoir présente quelques réflezions sur les causes qui ont 
pu retarder les progrés de la théorie des courbes à doublé courbure en general f 
8*exprimait en ces termes : 

« On est dono induit à penser que la manière d'étudier les courbes à doublé 
» courbure devrait étre telle, qu*elle devint, oomme cas particulier, celle en usage 
pour les courbes planes. Il semble qu'on pourra satisfaire k cette condition si , au 
lieu de considérer les courbes gauches dans fespace indéfini, on les étudie par fa- 
milles, sur telle ou telle surface déterminée : la surface piane ne sera plus qu'un cas 
particulier de la question, et les procédés employés sur les surfaces oourbes devien- 
dront ceux que les géomèlres pratiquent sur le pian ». 

2. Le présent Mémoire, inspiré par ces justes réflexions, et par la leclure des 
oOHununications faites à TAcadémie, dans ces demiers temps par ìf. Chasles, a pour 
but de répondre, dans une certaine mesure, au programmo trace par Tillustre geo- 
metre. Je m'occuperai ici des courbes à doublé courbure tracées sur une surface al- 
gébrìque d'ordre queloonque, et qui sont les inlersectiones complètes de cette surface 
pard'autres surfaces algébriques. Les resultata auxquelsjeparviendraine seront donc, 
en general, démontrés que pour les courbes gauches qui satisferont à cette eondition, 
courbes comprises par conséquent parmi celles dans le degré est exprimé par un 
nombre non premier. 

Nùtaikms. — DéfinUUms — - Propriétés générales. 

3. La surface algébrìque dòunée du degré n, et n'ayant que les singularitès qui 
lui sont propres, sur laquelle on aura à considérer des oourbes à doublé courbure, 
sera représentée par S*; les surfaces. sécantes le seront par S"*, S'', S% ... etc. Les 
courbes gauches résultantes seront désignées par la lettre G, affectée d'un expoaant 
égal au degré de la courbe. Ainsi G"*" designo la oourbe gauche, intersection com- 
plète des surfaces S*, S"*; et son degré n m exprime qu'un pian quelconque la ren- 
contro en nm points. 



(*) J*ti ea comiiiMiice de ce mémoire le tO aoùt ISSI. 
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4. Troia sarfaces S*» S"*» S'', qui n'ont pus de courbe oommune» se ooupent gé- 
néralement en nmp poinU. I>odc deux courbes gauches G*^, G"^, tracées sur une 
méme S*, se coupent en nmp poinls. Si m=pf le nombre des poinls dlnlersecUon 
est nn?. Dans ce cas, il passe, par ces nm* points, une infinite de courbes gauches 
G"**, qu'on peul regarder comme étant les intersections de S* par Ics surfaces d'un 
faisceau (S**), dont la courbe commune G"*' coupé S* aux nm* points dont il s*agit. 
Ges nm* points forment la base du faisceau (G***), ils en sont les points fondamen- 
iaux. Par chaque poinl de S"» autre que les points de la base du faisceau , il ne 
passe qu*une courbe G*"* du faisceau. Cotte importante propriété suffU pour definir 
le faisceau. 

5. Quand les surfaces sécantes forment un réseau, il en est de méme des cour- 
bes gauches qu*elles interceptent sur S*; il n*en passe qu'une par deux points donnés, 
propriété qui suffit pour caractérises le réseau et le definir. 

6. Si la surface S* nMtait pas donnée, il faudrait, pour déterminer une courbe 
gauche G"* (n> m), 

. /(n -4- l)(n H- 2)(tt -4- 3) — 6 {n -- m -i- ì)(n — m -+- 2)(n — m+ 3)\ 
^ =i 6 6 ) 

points donnés, ainsi que l'a démontré M. Jacobi, dans le tome XY du Journal de 
Creile (p. 299). mais quand la surface S* est donnée, la courbe G"*. nedépendant 
plus que de la surface S"*, est déterminé par un moindre nombre de points. Car, si 

Fon désigne le nombre précèdent par A, et celui ci: I ~ i 

par B, Tinégalité A >> B, revient, en faisant n = m -^^ i, ^ cette autre; 

3mt (2m -+- » -h 4) > zero, 

que est vraie toules les fois qu*on n*à pas n =m. 

Quand n'^m^ on peut prendre sur S* tous les points nécessaires à la déter- 
minations de la courbe G""*, on, en d*autres termes, de la surface S". Si n = m, 
tous les points nécessaires à la détermination de G'**, dont le nombre en alors égal 
à celui que donne la formule précédente, peuvent étre pris sur S*; mais il faut en 
preodre un de plus, hors de cette surface, pour detérminer Tune des S** qui pas- 
senty en nombre infini, par la ' courbe. Enfin , dans le cas de n"^ m ^ parmi les 

(n 4- i)(n -4- 2)(n 4- 3) 
6 * = ^ 

points nécessaires à la détermination d*une surface du degré n, on n*en peut pren- 
der arbitrairement que A au plus sur S**. Car, si Fon en prenait seulement A+l» 
la surface S" se décomposerait en deux autres, savoir la suvface S"*, qui est donnée, 
Tom. V. N? 1. 4 
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et la surface 8*"^, du degré {n--m)f qui est délerminóc par des 

C ^ A — 1 =- (>t — wt 4- l)(n — m -h 2)(n — m + 3 ) _ 
"^ 6 

poinls realants. 

7. Lea ligoes les plus simples qu*on ait a coosidérer 8ur une surface S*, sont 
iea aeetions ou courbes planes de celle surfacQ. EUea oorrespondent aux lignea droi- 
les sur le pian, el, si Ton convieni que les plaos de ces aeclions devronl (sauf d'au- 
Ires délerminalìons spécifiées) passer loujours par un méme poinl 0, choisi d'ailleurs 
arbilrairemenl dàns Tespace, on peul dire que deux poinls suffisenl poir délerminer 
une courbe piane C*, sur la surface cornine sur le pian. 

8. Une section piane de S* peul loucher une courbe gauche G""* en un poinl, 
on en deux poinls dislincls, ou en deux poinls conséculifs. Dans ce dernier cas, elle 
prend le nom de pian osculateur de la courbe qui devienl osculaleur slalionnaire, 
s*il est osculateur en deux poinls; dans les deux aulres, elle correspond aux tangen- 
lea simples et aux tangentes doubles des courbes planes. 

Outre ces singularilés qui exislent, en general sur une courbe gauche quelconque, 
ces courbes peuvenl étre données de poinls doubles ou multiples, de tangentes recti- 
lignes doubles ou d*inflexion, de plans osculateurs doubles. 

Par exemple, si les deux surfaces S**, S"*, se touchent en un point , ce poitU 
est un point doublé de leur courbe d*iniersecHon. 

Remarque, Le nombre des poinls doubles (ou de rebroussemenl, indislinctemenl), 
doni une courbe gauche G""* peul élre donnée, est limile comme il Test dans les cour- 
bes planes: 11 s'agii de fixer celle limite. Supposons n>>fii, et poeons 

( m4-l)(m-|" 2)(m>f-3) . . 

Soit ausai d^signé par x le nombre maximum des poinls doubles soni G** peul étre 
donnée, celle coorbe etani d'aiUears une courbe generale dans son degré, c*est--à-dirQ 
une courbe non décomposée. 

On peut faire passer une inOnilé de surfaces du degré m par A— 1 poinls quel- 
conquea de la courbe G'"* (4). Prenons, pour cea poinls , les x poinls doubles de 
G'*'", (A — a? — 1) aulres poinls simples de celle courbe, et un autre point quel- 
conque de l'éspace, pour y faire passer une surface ]^'". Les trois surfaces S", S"*, ]^'* 
auront en commun, par équivalence 2x + A — x — is=sd;+A~i poinls simples. 
Or le nombre doit étre égal à nm*. I>onc on a a? » nm^ + 1 — A, aa plus; et 
Ielle est la limite cherchée. 

Si n =mf la surface £* ^^ P®^^ ^^^ assajettiè à passer que par A — ^2 pointa 
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quekonques de la coorbe gauche G"*"> si Ton Teat qne celie snrface ne contienile 
pas tonte la conrbe ; la limite est donc alors a? »= n' + 2 — A, an pina. 

Et comme les poinls doubles de G""* proviennent des pointa de contact des anr- 
faces généralrices S**, S"* qn'on suppose n'avoir pas de conrfocs doubles, on conclul, 
de ce qui précède. Ics Ihéorèmes suivants: 

1! Une courbe gauche G""* ne peut avoir plus de {nm* -h 1 — A) pirints dou- 
bles, « n > m; ni plus de (n' H- 2 — A), si n = m. 

2? Deux surfaces S", S"*, ne peuvent se toucher qu'en (unf-h 1 — A) pointSf 
au plus, si n'^m-, et^ si n = m, elles ne peuveni se toucher qu*en (n'4-2— A) 
poitUs au plus, 

M. G. Salmon, dans son inléressanl mémoire on the dassification of curves of 
doublé curvature^ $. 16, fixe aussi une, limite au nombre x. Mais celte limite, de- 
duile de considérations différentes, est moina basse qne celle qne je donne ici. 

Dans le cas où la courbe G""* se decompose en courbes de degrés motndres, le 
nombre de ses poinls doubles peni étre plus grand, ainsi qne cela arrivo également 
pour les courbes planes. Je m'occuperai de ce cas particulier, ainsi qne des autres 
propriétés de ces courbes gauches décomposées, dans un antre mémoire, à canse de 
l'élendue et de l'imporlance speciale du snjel. 

9. Les faisceaux de courbes gauches jouissent des deux propriétés fondamenta- 
Ics suivantes, savoir : 

1? Les courbes gauches d'un faisceau corréspondent anharmoniquement aux tan- 
gentes qui leur sont menées en un des points fondamentaux du faisceau. 

2? Deux faisceaux {G"'*), G^'*^^ dont les courbes se c or ré sp o n dent ariharmoni' 
quement, engendrenty par les intersectùms mutuelles des courbes correspondantes, une 
courbe G*^"*'^^^ qui passe par les bases des deux faisceaux^ c'est-à-dire par n(m*-f-|i*) 
points déterminés. 

Ces deux théorémes résullenl directement des propriétés analognes des faisceaux 
de snrfaces. On a aussi le suivant : 

10. Les courbes correspondantes de trois faisce&ux proieetifs de couHpes gauches 
sur S*, se coupent en n(mp -h pr + rm) points, 

11. On peul appeler sene de courbes ganchesy d*ordre nm et d'indice M , un 
groupe de courbes tracés sur S" telles, quMl en passe M par un point quelconque 
de S". 

La considération des séries domie Ken aux théorémes sniranls : 

1? Si les courbes de deux séries^ d'o^res et d'inHees nm, H e^ np, P, fv- 

speeiivement; se corréspondent une à une, les courbes cofresponàSamtes se coupent 

sur une courbe gauche du degré n(mP -h pM) au plus, 

2? Si les eomrbes ie irois séries, d'oréres et tinMces mn, M; np, P; nr, R, 
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mped ive m eni f u eonttpowdetU une à une^ ìet eourbeg ea r rap omdamies $e eampaUf 

troii à troU, en D(Mpr + Prm + Rmp) ptnmU om phu sUméM sur S*. 

tHf CONTACT DM8 C0UMMM8 QÀUCMMS. 

12. Le théoréme soiTanl, qo*OD déinootre sans diifieolté, esl foodamental poar 
rétode des propriétés des coarbes gaocbes: 

Théoréme. Le Ueu d'un point, dont les plans foUùree^ rdatifs à fuaire tur- 
faces dwmées, passeni par un mime pomi (variable ayec le premier), esl urne mr- 
face 2(«+^i-M-4)^ ^ ^^ (m -h m 4- p -+- r — 4). 

13. Si les surfaces S^, S** soni du méme degré, od poarra énoncer le théoréme 
ainsi: 

Le Ueu d'un poini tdy que ses plans polaires, rdalift à deux surfaces S**, S", 
se coupent suivant une droite sUuée dans le méme pian que la droUe d' interse- 
ction des plans poUwres du méme poini, rdatifs à deux surfaces S/y S/> esi une 
surface du degré (mn- n -f- 2 p — 4). 

14. Si fon coDsidére la faisceau (S^), qoe délerminent les deoz sorfaces S/, S/, 
on saìl que les plans polaires d'un méme poìnt, relatife à loales les sorfaces du fai- 
sceau, passent par une méme droite; et il y a toujours, dans le faisceau, une cer^ 
taine surface, pour laquelle le pian polaire dont il s*agil, passe par cetle droite et 
a une direction delerminée. Donc on peut dire que: 

La surface 2 ^*"*'*'**''^*^ est le Ueu d'un pointy doni les plans polaires rda- 
iifs à deux surfaces fixes S*, S** et à l'une des surfaces du faisceau (S^), passeni 
tùus les trois par une méme droite. 

15« Les points de renconlre de la surface ]^ avec la courbe gauche G***, Iracée 
sur S", sont donc tels, que chacun d*eux a pour pian polaire , relatif à V une des 
S^, un pian passanl par la tangente en ce point a la courbe gauche. Or ce pian est 
tangent à cette S''; donc le point dont i^ s'agit est un point de contact de G"** avec 
la S'' ; Donc , dans un faisceau de surfaces du degré p , il existe , en general , 
mn (m 4- n + 2 p — 4) surfaces qui touchent une courbe gauche G"**. 

16. Et, comme ces surfaces délerminent, sur S*, un faisceau de courbes gau- 
ches G"''; 

Dans un faisceau de courbes gauches C*^, tracées sur S"^ il y a, en general, 
nm (n + m + 2 /i — 4) courbes, dont chacune touche, en un poini, une courbe G*", 
iracée sur la méme surface* 

17. Ce théoréme donne lieu à plusieurs corollaires; nous n'en citerons que deux, 
savoir: 

1? Si on fait m«l dans la formule précédente. Farmi les courbes d'un fai- 
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9ceau (G'O* il y en a, en general, nin-h^ p — 3), doni cfcaeufie touche une te- 
ction piane de la surface S*. 

Ce nombre est diminué de deux unilés , si la seelion passe par un des poinis 
fondamentaux du faisceau. 

18. 2? Si on fait p =^ i dans la formale da n® (15) on roit qae , Par «tir 
droite, on peut mener mn(m + n — 2) plans tangenis à une courbe G"*"; ou poar 
coDserver ane analogie plas complète, dans les termes, avec ce qai se passe sur le pian. 

Par un point de S*, on peni mener mn(m'h n — 2) courbes planes tangen- 
tes à C""; ces coarbes devant selon la convention établie plas haat (7), passer par 
un méme point 0. 

Ce nombre est diminué de deux unilés , si le point de S* est un point de la 
courbe G"**; il est moindre de quatre unités, si le point est, en outre, lui méme 
un point de G*"*. 

Si la courbe a d points doubles et r points de robroussement, le nombre de se- 
ctìons tangenles est [n m (n 4- m — 2) — 2 d — 3 r]. 

19. D*après ce qu'on a demontré ci-dessus (13), la surface 2<"-*^''-«>, dont les 
points de rencontre avec G"^ sont les points conctat des plans tangents à cette cottrbe, issus 
d*une droite a 0, est le lieu d*un point, dont les plans polaires, relatifs aux deux surfaces 
S*, S**, se coupenl suivant une droite qui rencontre a 0, en d'autres termes, quand un 
point se meut sur la droite aO, ses surfaces premières polaires, relatives a S" et S"*, se 
coupent sur une courbe gauche G*"~*^ '""^'^ dont le lieu est la surface 2 <«+*-*>, 

Or, il est aisé devoir que la méme définition peut s*appliquer, dans la tbéorie 
des courbes planes, a la courbes planes, à la courbe pokUre premiere d*un point Oy 
relative à une courbe C"*. 

On peut donc , par une exlension fort légilime , appeler t^ourbe gauche pdaire 
de la droite a , sur S* , relative à la courbe gauche G""", la courbe r*<*'**'"~** , 
suivant laquelle la dite surface coupé S". 

Cette courbe passe par les poinis de contact des seclions planes tangenles a G*"* 
menées par a 0, et par les poinis doubles de G""*, si celle courbe en possedè Bref, 
sans entrer dans une énuméralion faslidieuse, elle jouit de loules les propriétés de 
son homonyme, relatives au conciaci des seclions planes de la courbe G*"*. 

20. Ce qui élablil enlre ces deux courbes une différence nolable, c'est que les 
polaires gauches successives d'une méme droile, au lieu d^aller en décroissanl, quanl 
à leur degré, vonl au conlraire en augmenlanl, de la manière sui vanle: n(n — 2 + m)a 
n[2 (il — 2) 4- m]; n[3(tt — 2) -|- m], et ainsi de suite. Pour qu*elles aillenl en di- 
mihuant , il faut que n =» 1, c'est a dire qu'il s* agisse de courbes planes. Il est 
pourtant un cas remarquable, où leur degré reste slationnaire, o*est celui on n «= 2; 
la polaire est alors, comme la courbe gauche G***, du degré 2m. Il s^ensuit que lea 
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pointer où eUe renconlre C^» forment la base d'un faisceaa de courbes du méme 
ordre (4). Donc, quand une courbe à' orare pair est tracée sur une surface du se- 
comd degré, les poims de coniaci des plans tangents qu* on peui lui mener , par 
une droite quelconque, forment la base d* un faisceau du mime ordre; Ihéoréme 
énoncé par M. Ghasles dans le mémoire précilé $ 23. 

Les surfaces da second ordre jonissenl seules, comme on Toit, de celle proprìélé. 

21 . Les eourbes gauches polaires doDnenl lieu auz deax ihéoréme suivanls» qui 
SODI susoepUbles d'applicaltons uliles» sayoir: 

1! Les eourbes gauches polaires d'une méme droite, reUuives a toutes les coup- 
bes d*un faisceau (G"*"), forment eHes-mémes un faisceau, et correspondeni anhar- 
moniquement à ces eourbes, 

2? les eourbes gauches polaires, relatives à une méme G*"*, de toutes les droites 
contenues dans un pian donne et passanl par un point de ce pian , forment un 
faisceau et correspondeni anharmoniquement à ces droites. 

On voil OD effel, sana aucune difficollé , que , dans 1* an el 1* aulre cas, il ne 
passe, par un poinl qnelconque de l'espace, qu'une surface 2"'*''"^» ^^ P*^ consé- 
qttenl qu'one seale cimrbe gauche polaire par un poinl donne sur S% qui salisfas- 
senl à la queslion. ce qui, d*aprés (4), suffil pour prouver que ces surfaces, ou les 
eourbes qui en dérivenl, formenl un faisceau. 

22. La perspective d'une courbe gauche G""* sur un pian, est une courbe du 
degré nm^ qui a \ nm(n — 1) (m — i) points doubles; 

En d' aulres lermes , le céne mene par une courbe gauche G""* a, en general , 
|nm (n — 1) (m — 1) aréles doubles. 

En effel, d*après la formule qui élablil une relalion enlre le degré, la classe el 
le nombre D des aréles doubles d*un còne, qui n*a pas d'aréles de rebroussemenl , 
il vieni, en ayanl égard è {ìSy, 

D = I [mn (mn — 1) — mn (m -h n — 2)] = \mn {m — 1) (n — 1). 

23. On concini aussi Irés-aisémenl, de ce méme Ihéoréme (18), qae quand irois 
surfaces S^, S^, S**, ont une courbe gauche commune G"'", eUes se coupent en 

[pg r — nm (p -+- ^ -h r — 2) H- nm (il -+- m — 2)] 

points, non situés sur cotte courbe commune, (voir le mémoire de M. Salmoo, in- 
Ulule: on the degree of the surface reciprocai to a given one; lome XXIII des Irans- 
aclions de Tacadémie royale d'Irlande, pages 484, 485). 

PLANS OSCULATBUaS à' UNE COUMBB GÀUCMS G""*. 

24. Le nombre des plans osculaleurs qu'on peul mener à G***, par un poinl 
qvekonque 0, esi évidemment égal au nombre des plans langenls slalioonaires du 
céne, de degré mn^ qui a la eourbe poor base el le poinl pour sommel. Les for- 
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mules de M. Pliicker , relalives auz courbes planes , étant dìrectement applicables 
aux surfaces coniques, on aura immédìalemenl. pour le nombre cherché N ■»& 3 mn 
{mn — 2) — six fois le nombre dea arétes doubles du céne; car il ne possedè pas, 
par hypothése, d'aréles des rebroussemenl. Or le nombre dea arétes doables est (22) 

\nm{n — 1) (m — 1). Donc N = 3 mn (m -f n — 3). 
AìUremeni. Menons an pian arbitraire M, par le poinl 0. Les droites de ce pian,, 
qui passenl par le point 0, ont poar courbes polaires gauches, des courbes G**"'*''^^ 
qui formenl un faisceau {21-2?). Quand une de ces courbe touche G""* en un point, 
la seclion piane, délerminée par la droite correspondante du pian M et par ce point, 
toucbe G"** en ce point par un doublé contact; donc c'est un des plana osculateurs 
menés par le point 0. Or il y a, dans le faisceau (16), mn (3 m + 3 n—- 8) courbes 
qui touchent G"**. Mais il y en a d'étrangères a la question, savoir les mnf rela- 
lives aux droites qui joignent le point aux points ou le pian M coupé G***. Donc 
il en reste 3mn {m-^-n — 3); ce qui confirme le resulta t obtenu ci-dessus par une 
autre méthode. 

25. Le nombre précédente doit étre diminué de troia unités, si le point est 
pris sur la courbe , et qu^on fasse abstraction des plans osculateurs au point lui 
méme. On volt en effet que , si e, «2, o, a , 6 , soni cinq points consécutifs de la 
courbe, le point appartieni aux trois plans osculateurs infiniment voisins 

cdOf do a, oab. 

En gémerai, le nombre des plans osculateurs est diminué de six unités pour cha- 
que point doublé de G"**, et de huit unités pour chacun de ses points de rebrous- 
semenl; la formule relative aux tangentes d' inflexion des courbes planes leur étant 
applicable. Et, si le point est place en un point doublé, ou en un point de re- 
broussemenl, la diminution est de neuf ou onze unités respectivement. 

DÉVSLOPPABLM OSCULiTRlCE A* LÀ COURBM G""*. 

26. h'ordre de la développable est égal au nombre des tangentes de la courbe 
qui s'appuient sur une droite; donc a 

n m (n H- m — 2) — 2 d — 3 rf (18); 

car le nombre de ces tangentes est égal à celui des plans tangents qu'on peut mener 
à G""* par la droite, d ei dt expriment, respectivement, les nombres des points dou<« 
bles et de rebroussement de la G""*» quand elle en possedè. 

27. La classe de la surface développable, c'est4-dire le nombre des plans tan^ 
gents qu'on peut lui mener par un point, est egal au nombre des plans osculateura 
de G*"* qui paasent par ce point; donc la classe est 

3iim (n -h m — 3) — 6 d — 8 d'. 
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PROPRIÉTÉ DBS SBCTiONS PLANBS DB LÀ DÉVBLOPPÀBLB 
OSCULATaiCE A* LA COURBE G*". 

28. Les formules , oblenues ci dessus (26) et (27) , pennetlent de délerminer 
immédiatement, avec Taide des formules de M. Plùcker, toules les parlicularilés d*UDe 
seclion piane 2 ^^ '^ développable osculalrice , cornine l' onl fail MM. Gayley» et 
G. Salmon dans deux excellenls mémoire) insérés au tome X da Journal de IdoU' 
ville, et dans le Journal de Camlnidge et Dublin-, Uvraison de fevrier 1850. 

29» 1? Vordre de la courbe est celuì de la développable, nfn(n -^ m — 2). 

2? La classe esl le nombre des tangenles qu*on peul lui mener par un poinl; 
ces tangenles sont les Iraces, sur le pian coupanl, des plans langents à la dévelop- 
pable, ou plans osculaleurs à la courbe gauche, qu'on peul mener par le point; con- 
séquemmenl leur nombre, ou la classe de la courbe, esl 3 n m (n + m — 3); en sup- 
posaul que la courbe G""" n*ail pas de poinls mulliples. 

3? Les poinls de rebroussemenl de la courbe 2 ^^^^ ^^^ poinls de rencontre de 
la courbe gauche par le pian sécanl; leur nombre est donc mn. 

4? D'après cela, la formule de M. Pliicker, qui élablit une relation enlre l'ordre, 
la classe et les nombres des poinls doubles et de rebroussemenl, donne pour le nombre 
des poinls doubles cherchés, 

2 D = mn (m + n — 2) [mn (m-+-n — 2) — 1] — 3 mn(m + n — 3) — 3 mn , 

d'où D =» j mn (mn (m-+- n — 2)* — 4 (m -i- n) -h 8). 

5? Le nombre des tangenles d'inflexion de la courbe 2 ^^^ donne pour la for- 
mule connue relative a ces tangenles; donc on aura ici 

T' = 3 mn (m -h n — - 2) [mn(m -i- n — 2) — 2] — ^mn[mn {m -^ n ^ 2)' 

— 4 (m 4- n) -h 8] — 8 mn = mn [6(m -+- n) — 20]. 

C*est, en d*aulres lermes, le nombre de plans osculateurs stationnaires de la courbe 
gauche G*"*, c'esUà-dire qui ont un contact du 3' ordre avec G""*. 

6? Quanl aux droiles, qui, etani chacune rinterseclion de deux plans osculaleurs 
de G""*, sont situées dans un méme pian, leur nombre esl le méme que celui des 
tangenles doubles de la seclion piane 2- ^i*' ^^ appellanl T ce nombre, on a, par 
la 3* formule de M. Pliicker, 

2 T = 3 mn(m -+- n — 3) [3 mn{m -h n — 3) — 1] — mn (m -h n — 2) 

— 3 mn [6(m •+- n) — 20]. 

Donc T = {mn[9mn{m 4- n — 3)* — 22 (m-hn) 4- 71]. 

30. Si la courbe donnée G*"* possédait des poinls doubles et des poinls de re- 
broussemenl, les nombres di-dessus subiraient une modification qu*il est aisé de cai- 
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coler, en renarqaiit qne, pour obtenir oes nooveaox nombres, il suffil de subsUluer 
les nombres [mm {n-h m --%)'- ^d — Z i] el [3fim(iiH-iii— 3) — 6d— Sd*], 
reepediyeiiienl » à cem nm [» + m — 2] ei 3 nm (n 4- m — 3) , qui font eiilréi 
•eals, «Tee le nombre nm (qui esprìme le degré de la eoorbe) dans la composilMNi 
dea fonnolea préeédenlea. 

PBOPMtMTÉB D9 CÒNM MMNÉ PAM LA COUMMM G"* ET ATÀNT 80» 
80MMMT MIT UM POtMT QUMICOMQUM DM l'eSPÀCM, 

31. Vmrére do còlie eai le méme qoe celai de la coorbe : nm. Sa cfaaie esl 
le DMnbre dea plana taogenlea qo'on peol loi mener par one droite qoelcooqoe par- 
tant do aonunet: eea plana aonl tangentea à la coorbe gaocbe. Donc la daaae do còne 
eal mn (m + Il — 2). Les fUm» d'mflexion do oòne aonl lea plana oscolateors de 
la eoorbe, qoi paaaent par le aoomiel do edne. Leor nombre eat donc 

3 nm (m + n — 3). 

Lea plans UmgeiUe$ douUe$ , qoi coopent S* soivant dea aecUona dooblement tan- 
gentea à G"* , correapondantea aox tangentea dooblea dea coorbea planes , aont «o 
nombre de 

^m»{mn — 2) (^V — 9) — mn(m — 1) (n — 1) [mn {mn — 1) — 6] 
+|mn(m— i)(n— i)[mn(n^— i)(n-l)-2]«|mnrnin(m+n— 2)«— 10(m-hn)+28]. 

Enfin aea orélef doMet aont, comma on Ta vo pina haot (22), ao nombre de 

\nm In — 1) (m — 1). 

COUMMM JfODALM SUM LA DMVSLOPPABLM OSCULATRtCM 
A* UNE COUMBM G"". (1) 

32. On appello courbe douUe oo nodale la courbe lieo des poinls dana leqoels 
se renconlrenl, deux à deox, les géneratrìces de la surface. 

La coorbe d'intersection de la developpable par on pian, et en general, par une 
sorface qoelconqoe, a un jKHnl dmMe ou noeudy en chaque point siloé sur la courbe 
nodale. 

Il a'enaoil qoe l'ordre de cette courbe esl marqué par le nombre des poinls doubles 
d' one seclion piane de la surface developpable. L*ordre de la courbe nodale esl 
donc (29. 4?) y nm \nm (n H- m — 2)* — 4 (n 4- m) -f 8]. Celle courbe rencontre 
chaqoe generatrice de la developpable en nm[n-^m — 2) — 4 poinls. 

(1) Dtns ce ptragraphe el dans plosletira aulres, j^ solvi, ponr le cltssemenldesmallèresyrordre 
adopló par M. Ghasles dans son, Mémoir$ tur lei eourhet traeée à la iurfae$ d$ ìhyperholoide, à wm 
mappe , et fai einployé ses expresiions el définlUons, qaand le sajet m'a permls de le falre. Indépen- 
dammenl des motifs particnliers à la clrcoDSlance, il me semble que IHmiformité dans les termes de- 
atlnés è designer une méme chose, ne peni èlre que profilable aux progrès de la 8Cience,elqa'e)ima- 
IkéBttiqiies, comme aUlenrs, il faot s'abslenir d'un néologisme qoi n'est pas jostifié par la nooyeaoló 
da soijet. 

Tom.V.NTl. 5 
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Car aa pian* mene par une UiDgeole de G**, coupé la soiface déyeloppablecaeiH 
latrìce aliiyaiit une covrbe d'ordre iim(ai +m-^ 2) — 1, qui a «ne infleiion sur 
fa UDgente, et par conaéqoent la rencontre en iiiii(fi + fii — 2) — 4 aotres points. 
Ces points appartiennent à autant de génératrìcea de la développable» e'est-è-dire de 
tangentes k la coarbe gauche: Ainsi nm (n -f- m — 2) — 4 exprime le nombre dea 
tangentea de &**« qui renconlrent une «olre tangente qneleonqne , ce qui , d'aprés 
la definition de la coarbe nodale, juatifie la propositkm énoocée. 

Lea points de la coorbe G*^, en chacon desquels le pian osenlatenr a un contact 
da troisième ordre avec la coarbe, poìnls doni le nombre est iiiii[6(m-f-fi) — 20], (29. 5!), 
aont sitaés sar la coarbe nodale de la développable oacalatrke. 

33. Lea diyerses déterminations, qui ont fait le soìet dea paragrapbes précédents, 
meltent en parfaile évidence ce fait, qae des coorbes gaaches da méme degré^^ et 
qui n*ont d'aiDeors ancone singolarìlé, aotre qoe ceDes qoi soni propres à ce degré, 
peovent étre très différentes Ics ones des aotres, selon les dégres respecliis des sor- 
faces dont elles sont les interseclions, et qa*ainsi les coorbes gaocbes offrent des espèees 
dislinctes dans le méme degré , lors méme qo' elles sont les intersections complétes 
de deox sarfaces , tandis qoe, dans les mémes circonstances, Ica coorbes planes ne 
présentent que des variéiés dans on méme degré. 

Par exemple, one coorbe gauche do 36*, degré peol étre llntersection complète 
de deox sorfaces, 

1? l*ane du 18*, et Tautre do 2* degré; 
2? Tane do ì%% VwàUee So 3* degré; 

3? Tane do 9*, l'aotre do 4* degré; 

4? Fune du 6*, l'aotre do 6* degré. 

Dans le premier cas, on peut lui mener 36. 18 plus tangents par one droite, 
et 3. 36. 17 plana osculateors par on point; 

Dans le second cas, ces nombres sont, respectivement, 36. i3 et 3. 36. 12. 
Dans le troisième cas, ils sont 36. 11 et 3. 36. 10; 
Enfio, dans le qoatrième cas, 36. 10 et 3. 36. 9. 
On voit donc , sana entrer dans plus de détails , qoelles différences fondamentales 
exisleot enlre ces qoatre espèees de coorbes gaaches du mime degré-, différences 
qo'on remarqoerait nécessaireiQent aossi dans les coorbes de ce degré, qoi seraient 
les intersections parti^les de deox sorfaces, si on avait à les examiner ici (1). 

PÈffPUÉTÉS BÈ8 fàtaCBAOX M C09MMMS GAffCMMS. 

34. Qitand deux faisemn» de eourbes gauckes (G**) (G"^), iracées sur S", (mi 

t u I ■ ,■■■■■« ■ 

(1) io tojet de» dliiltfeae«f qae préteateat les eovibet (Tiia méne degfé , seioo qa'ellM loat 1m 
latirMetfana conpIèMa o« iHiHlellaa de émm wartnom, fayai 1.* la BéBoiredéiteitédall. e Salaaa: 
0» tkt eUuHUcùifoii 0f the ewnm 9f dPnUf timttitn: a.* «a ee qoi toacheDOtunneat les eoaribai da 
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tm ponU fimdamemal eomnmH a, ti ernie irms eowrbei du premier faUneoMf fm 
sani oiotiairiees à trùU eombee du seconé fmteeau. 

Gir Ics eourbes des dem faiseeaux, qui se touchenteniiy seeorrespondentanbar- 
nioiikiaeineDt, el engendrent une eoorbe gauche G"*"*'^^^ dooeé d'un poiiit triple en a. 
Or si noe eoorbe G** est osciiUitrìce d'une G*^ tu point a» leur troUième point 
eommon, infiniment yoisin du point a, devra se trouver sur G*('*'*'^); ainsi ees deus 
eoorbes se eonfòndront, respectivement, ayec les courbes osculatriees en a d'une dea 
branehes de G"^'*'*'^^ Cotte eourbe n*a quo troìs branebes passant en a; donc il ne 
peut y aroir que troia G** et troie G*^» satisfaisant a la eondilion de lui étre oseu- 
latrices en ce point. Donc ete. 

35. Si dans le tbéoréme précédente on fait /i == 1, on a ce théoréme: 

Ama «n faisceau de G"*» une draite éiani menée par un paini foniamenud^ 
U existe traU caurbeSf doni ìee piane aecukOeun en ce pai$U passeni par la droiie. 

36. Quand lei couròes d'un faiseeau de G**» som tanqeniee entre Mee^ en un 
poùu fimdamenial^ U exUie une eourbe qui » ut» ìieu d'étre iangenie aux aiu$re$f 
a un paini douHe en ce paini, 

37. Dan$ un faiseeau de G"*, qui ani touies un paini dauiUe en un paini faur' 
damenial » le cauples de tangentes à ces caurbes en ce paini soni en invalutian ; 
et U y a deux courbes qui ani un rébroussement en ce paini. 

38. La consìdération de spbères concentriques » ayant leur centro en un point 
donne, et des courbes sphériques G**» qu'elles interceptent sur S*» condnit au tbéo<p- 
réme suivant^ qui a son équivalent dans la théorie des courbes planes: 

Par un ponU donnéf on peutf en general^ mener mn{m -hn — 1} plans nor- 
nusux à une eourbe gauche G'"*. 

39. Le lieu des points de eoniact des courbes de deux faisceaux (G**), (G"'). 
esi une oowrbe G**"+**+*''~**, du degré «(ii-H 2 m -f- 2|i — 4) qui passe par les 
«(m'+jp*) poinis qui fmrmeni les bases des deux faisceaux. 

40. Si Fon fail p = i, dans le théoréme précédent, on a ci>Jui-cii Le lieu des 
poinis de coniaci des plans d'un faiseeau (ou des section planes formant un fai- 
seeau sur S") avec les courbes d'un faiseeau G*"*, est une courbegauche V du de- 
gré nln -H 2 m — 2). 

Cotte eourbe passe par les nm^ points qui fonnent la base de (G""*), et par les 
n points d'intersection de S* avec la droite L, axe du faiseeau. 
Ce théoréme résnlle sussi directement de (21. 1?) et (9. 2!). 

41. On en conclut ensuite, en considérant les courbes r» H, relatives à deus 

qastrlème ofdre, Un iatéressant Bómoire de M. L. Cremoaa, teséré daas le tome IV dee deelMettdl 
jfelfiMUIca ]^a ed applicata, sooe le titre: bUwmo aita ewrta gobba del fuartoordiae; et 3.* unm^ 
moire oe M. Ghtsle» »ar le méme sojet, laeéré, à It dite da 4 nOTombre IMI, dans le tome LIH des 
CoMpfM-Aeiukff. 
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droìtes L, L' menées arbilreirement par an méme point o, qoei le ncmbre de$ poòits 

douUet d'un faiteeau de courbes gatuhes (G**), M e» generai^ 

A = n [(n -h 2m — 3)* — (m — 1) (m -h 2 » — 3)]. 

Car les deox coarbes F , r* se coopent en n(n + 2 m ~ 2)' poinU qui satis- 
font à la question» à rexceplion: 1! dea mn* poinla de la base da faiacean (G**); 
2?y des n(n + 2 m — 3) points de contact do faisceaa avee le pian L o L'; 3? dea 
n(n — 1) (2m — 1) points de rencontre des ii(ii — 1) tangentes » menées dans ce 
pian à S*, avec la courbe G*"^', qui est, dans ce pian, le lieu des points de con- 
tact des tangentes, menées par le point o aox conrbes planes G"*, saiyant lesqaelles 
le pian L o L' coupé le faisceau des surfaces S**, d*où provienneni les coarbes gaa- 
cbes G**. 

Autremeni» Dans Tétat de genéralité où se trourent, par hypothèse, la sarface 
S*, et les surfaces S'"» les seuis points doubles dont peuvent étre donées les coar- 
bes gaoches G"", ne peuvent provenir qae de celles des sorfaces S**, qui toacbent 
S" (8). Or, il y a [n(n H- 2m — 3)'— (m — l)(m-f- 2n - 3)] , surfaces S", qui 
sont dans ce cas; tei est donc sussi le nombre des points doubles do faisceao. La 
première démonstration est néammoins plus satisfaisante. 

42. Si m = ny la formule se simpli6e beaucoup; elle se réduit à 

A = 6 II (n — 1)*. 

43. Le nombre des points où les courbes des deux faisceaux (nU enire elles 
un contact du second ordre est 

N = n [n* -+- 3 (m' 4- p*) -h 6 n(m 4- p)-*- 12 mp — 12n— 24(m-H|>)-+-|26]. 

44. Corollaire, Si fon suppose p = 1, dans la formule précédente, elle devient 
H = n (n' + 3 m' + 6 mn — 12 m — 6 n -+- 5), et elle exprime que: 

Étant donne un faisceau de courbes gauches (G**"*), sur une S* ^ et une droitCj 
U passCf en general, par cette droite, H plans, dont chacun est osculateur à l*une 
des courbes du faisceau. 

Gè théoréme, qui resuite de (43), peul sussi se démontrer en remarquant que, 
si Fon méne, par la droite, des plans tangents à la courbe r*^"'^*"*'"*^ du n? (40), 
ces plans, au nombre de n(n + 2 m — 2) (2n + 2 m — 4), satisferonl à la question 
sauf toulefois ceux qui passent. 1? par les n points fondamentaux du. faisceao des 
sections planes, comptés deux fois; 2? par les nm* points qui forment la base du 
faisceau (G'""); 3? enfin les n{n — i)* plans tangents menés à S* par la droite; et 
il vieni: n(n-+-2m — 2)(2tt-f-2m — 4) - 2n — nwi* — n (n— 1)* = H, 
comme ci-dessus. 

45. Quand on a trois faisceaux de courbes gaucheSf sur une méneS^^savair 
(G"*"), (G"''), (G"'^), le nombre des points tels, que les trois courbes qui y passent, 
appartenant à trois faisceaux, sont tangentes entre elles, est: 
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T=ii[4(mp -+-|>r-hrm)-i-2(ii— 4) (m-4-p 4- r)— 4tt-l-10]. 
c*esl une conséquence de (39) el de (41). 

PROPRIÉTÉS BMLÀTIYBS à' UNE BÉSMAU DM COURBMS 6ÀUCMSS. 

46. Les réseaux de courbes gauches joaissent des proprìétés générales des ré- 
seaox de courbes planes ou de surfaces, et notamment des suivanles, qui nous se- 
ronl uliiesy el doni la première de leur deOnilion méme (5). 

1? Pormi les courbes gauches d*un réseau , celles qui passent par un méme 
ponu forment un faisceàu. 

2? Deux faisceaux, apparienani à une méme réseau^ ont une courbe eommune. 

47. Cela pose, les couròes gauches polaires px*-*-"»-» de UnUes les droUes qu*on 
peni mener par un point qudconque o, farmeni un réseau sur la surface S'^^quand 
éUes som rdatives à une méme courbe G""* de cette surface, 

Conformémenl à la définitìon do réseaa (5)» il suffil de proayer qii*il ne passe 
qa'une seule de ces coorbes par deux poiuts a^ bf prìs arbitrtàrement sur S*, ou, 
ce qui revieni au méme , qu*il ne passe, par ces deux points » qu* une seule sur- 
foce 2"^^"^ generatrice de la courbe. Or, d'aprés la definition de ces surfaces, quand 
une surface ]g«-*-"*-* passe par les points a el 6, la droile d'intersection L des plans 
polaires du point a, relatifs à S** et S*, s'appuie sur une droite passant en 0; et 
pareillement, ia droite d' intersection L' des plans polaires du pobt 6, relatifs aux 
deux surfaces S"*, S*» s'appuie sur une droite passant en 0. Ainsi la droite , dont 
la surface 2 ^^ ^^ courbe gauche polaire, relative à C"*, passe par le point et 
s'appuie sur deux droites données L, L'; donc elle est unique, et par copséquent la 
surface 2 ^^ ^* conrbe gauche qui en derive, sont uniques aussi; ce qui démontre 
la proposHion. 

48. Soit i un point de contact de deux surfaces du réseau. U y en a une in- 
finite d'autres qui se touchent en i (46. 1?), et panni elles il y en a une qui pos- 
sedè un point doublé en » (36). Donc le Ueu des ponUs de contact des courbes 
gauches polaires^ rdatives aux droites qui passent en 0, est aussi le Ueu de leurs 
points douNes. 

Par des motifo identiques à ceux qui se présentent dans la théorie des courbes 
planes, ce lieu n'est autre chose que celui des points de contact de deux faisceaux 
quelconques du reséau; donc c*est une courbe gauche du degré 

n[ii-f- 4 (n -h m — 2) —.4] ==n(5tt-+-4m — 12). 
Mais les deux faisceaux ont une courbe commune (46. 2?) , qui est élrangère 
à la question. Le lieu est donc une courbe *****"*''*~*®* du degré n(4iH- 3 m — 10). 

49. La eourbe ^ passe par les points doubles de la proposéeG'"'^ quand cdle-ei 
en possedè. Car la courbe gauche polaire de toute droite menée par un point doubk 
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de G""*9 11 elleHaaéme un point doublé en ce point (19). On peut donc, par un doublé 
motif , donner a la courbe ^ le nom de courbe nodale relative à la courbe G""*, 
ainsi qu'on Fa fait , dans la théorie des courbes planes, pour une courbe qui jouit 
de propriétés analogues. 

50. La eourhe nodale ^ passe par tous les points de G'*'*', tds que les pìans 
oseuìateun à la eourhe en ces points passem en 0. 

Soit t un point qui jouit de eette propriété ; je dis que la courbe 9 y passe. 
En effety quand une seclion piane a b i de S", touche la courbe G"" en t, par un 
simple contact, toutes les droìtes menées par le point dans ce pian , telles que 
OOy Obf OCf . « . etc. onty pour eourbes gaucbes polaires, des courbes qui passent 
simplement par le point t. Mais quand la seetion Oabi est osculatrice de G""* au 
point t, ces eourbes ont toutes un contact simple avec G"" au point t, et par con- 
séquent elles se toucbent en ce poinl ; Dono ce point se trouye sur la courbe ^. 
Les points de contact des plana osculateurs issus du point 0, se trouvent donc parmi les 

mn (4 n — 3 m — 10), 
points de rencontre des courbes ^ et G""*. Mais tous ne satisfont pas à la question. 
Il faut en déduire les mn{n — i) points de rencontre de cette courbe et de la courbe 
du contour apparent de la surface S", vue du point 0. Gar chacun de ces points a 
jouil aussi de la propriété, que la seetion piane de S", contenne dans le pian tan- 
gentO al» seetion qui a un point doublé au point «, a, en ce point, troia points 
conséctttifis eommunes avec la courbe G*"*; et pourtant le pian osculateur en ce point 
ne passe pas , en general, par le point o, qui est pris arbitrairement. Donc enfin, 
il resulto de cette analyse, que le nombre des plana osculateurs de G""*, qui pas- 
sent en est: 

fiin(4n-h3m — 10) — mn (m — 1) = 3 mn (m -f- n — 3), (•) 
ainsi qu'on Ta démontré de deux auires manières (24). 

51. Le lecteur remarquera que toutes les formules préoédentes s'appliquent aux 
courbes planes, en y faisant n s» 1; et que les procédés de démonstration et d'in- 
yestigation oonvièBnent également è ces courbes. 

Il me semble donc que le voeu émis par M. Chasles, dans la note citée au dé- 
but du présent mémoire, se trouve a peu près rempli , du moins dans les limites 
où j'ai tout d'abord eviconscrit la question. 

Golfe du Mexique, 21. Octobre 1862. 

(*) Oa peat encore démontrer ce tbéorème d' uoe quatrième manière. En effet, la perspective de la 
caodMB G"™ far un pian, est une C"» piane, qui a | mn (m — 1) (n — 1) points douUes (SS) donc qui a 

3 «iii(Mii'a) — aw ^"*'"*^ ■ * ^ » 3fMi(fli-f n — 3) tangentes d'inflezion. Or» chacone de ces tan- 

fcntcs oorréiiKiBd à un pian oscalateur de la courbe gaoclke» mene par le centra de la penpecti?e. Cette 
propriété de la courbe gauche est une de ceUet en très petit nombre, qu*on pourrait démonirer par cette 
▼oie. 
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SOI UN TBIPLB STSTÈMB PABTICHUEB DB SCBFACBS OBTHOGONALBS. 

PAR M. EDOUARD COMBESGURE 

DOCTEOE-ÉS -SCIENCn 



Dans la plupart des irailés élémentaires d'anàlyse on donne, comme application 
du problème des trajectoires orlhogonales» Texemple des courbes paraboliques ou hy- 
perbdiques renfennées dans l*équation 4^ |^ = a. On peat se propuser , à l'égard 
des surfaces paraboliques oa hyperboliques comprìses dans Féquation aTtf^t^ sr y^ oà 
7 est le paramètre variable, la question de trouver les surfaces qui leur sont ortho- 
gonales , ce qui n'offre pas la moindre difficulté. Or il arrivo ici qu'il existe deux 
séries de ces surfiaces orthogonales qui sont en méme temps orthogonales enlr'ellesf 
de facon que» en vertu du théorème de M. Dnpin, elles s'entrecoupent suivant leurs 
mutuelles lignes de courbure. La détermination d*un triple système orthogonal oflfrant 
en general de très-grandes difCcullés, je présente le calcul suivant à cause de son 
estrème simplicité. 

$1. 

Soit, en coordonnées rectangulaires, 

a?" y* j'' = y 

r équation d' une famille de surfaces paraboliques ou hyperboliques au paramètre y; 
^^ f(^9 y» s) "= « réquatioB d*un« for/a/M queleonqne orthogonale aux proposées. 
En désignant par S une somme symélrique par rapport a Xf y^ 9» on devraavoir 



c'est-i-dire ici 



dx QX 



m da H da p da 
X dx V dy % d% 



d*où l'on tire pour / ou « une fonction arbitraire de u et v, en prenant 

=2tt, ^ -=2t;. 

m p ^ P 

Maintenant pour que les surfaces a = /{u, 1^, |9 «a ^ {u^ v)^ qui sont ortbogonales 
aux proposées, quelles que soient les formes f ^ ^^ soient orthogoftales entr^elles , 
il faudra que l'on ait 

è« dx 
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e'ett^-è-dire 

Or dei ezfiresfioi» de » et v on tire 






o dtf dtr 1* 

dd; d« ]?^' 

En sobttitiitot dans l'éqnatioo précédente 
pendre qiie de u et de v, cette équation 



» dadS 9 dadd ^ 
m dtf dti » d tr d 9 ' 

p-M» dg dp pH-m dgdp dg dp 1? ^ _ a 
HI dtf dtf n dv do dwdv dv dtf 

SI Fon élimine le rtpport-r-.'T- entre ees demiéres équations, oo obtient 

^"^ dtf d» 

(àbV ^ /n-^p m-M> \ mi _ «, ^^Yt= 
\dtf/ \ 1» 1» /dtfdv n \dv/ 

où Ton a pose v ss ti/. 
Da eette éqaalioo oo tire 

V \ m -+-!>/ "^ n (m 4- p)" 
en CiiMnt, poor abréger, 

Su 2ii 

Si Ton poee 

V \ » -f- p/ Il (m 4- p)' m -h p n (m 4- p) 

il en résalte 

m tmip — (m -f- tf 4- p) ^ 
m 4- p "* 2 n (m 4- p) ' 



*?:1£ = S 
dtf 'dv 
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. // m Y twp (m + « -f p) miy -Km -f-m h- p) a* 

Vv m-Hp/ "^ n (m 4- p)" "^ 2ji(m +p)« ' 

(p — g) [imi 4- (m H- m H-p)a] 
(« ■+- F)' « ^^ 

(m + p)*«* 

dB d6 
En reiio de ees relatkMis Téqualioii qai détermine t^^t- donnera, poor le cisdo 

tigne sapérìear» 

d^ dp _ m(p— g) 
dtf'dv (m -+-p) •' 

et, poor le cis da signe ioférìeiur» 

éfi ép ^ fmt4-(m-^ n + f)% 

dti dv *(m^+p) 
GomiDe OD doti avoìr 

da da m^ 1^ . lÉ 

dti'dv « ' dv ' dti' 

d6 d6 
ti l'on prend poor t~ < 7~ 1* valeiir fooraie par la première dea équaiìons précé- 

da da , dd d6 

dentea, on trouvera poor t- : ^— la yalear de -r^ : -r^ foamie par la seconde: ce 

'^ dtt dv dtt dv 

qa*il était facile de préyoir. On peut donc adopter poor détenniner « et |3 Ics deox 

éqoations séparées 

d£^ jip ^ mip-^B) 

éu ' d» "^ (m-+-p)fi' 

da ^ jda mn -4- (m -f- n -f- p) ^ 

dti * dv n (m -^ f) 

Posant, poor intégrer la première, 

d « dv 



(m-hp)e"^m(p — e) 
00, è caoae de v =» ttf. 



0, 



/ 1 t \ di 

\(m 4- p)0 m (p - fi)/ "^ m(p — fi) *" ®' 



dti 
ti 

00 aora, d*aprèt let valeors ct-deasot de I et de di» 
ToB. y. M? I. 
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d*oii 1*00 eonelol 

De méme, pour déterminer a, oo deyra poser 

dtf / i I \^ dj 

tf \fi(m 4- p) mn 4- (m -+- » -h p)0/ " fu» + (m -f- 



fH-p)e 
oa 

_d« Imnp -h (mr^ n-h p)6*]nàe 

tt ^^ fi J(m -+- » -f- p) fi — fip{ }(m + » + p)fi + imi l 

\ fi (m H- » -+- p)fi — np (m -f^ n + p) fi 4- mn/ ' 
d*où l'oo coDcInra 

a = tt-^"+^ J(„| 4- n 4- p> fi — «pi"-** {(m 4" « 4-1* e 4- mn]^" fi-^-^'+z»). 
Aitisi eo résamé, on a le triple système de sorfoces orthogonaleSy 

a == t»**»*^ {{m-hn 4- p) fi — jy}"^ {(«» -♦- « H-P) ^ -H mnl'*" r^-H.+;»)^ 
p == «-+-^/' (0 -1- m)"^ (fi — p)^ fi^, 

aax paramètres a^ fi^ y. il reste à introdoire dans ees éqoations la valeur de eu 
«I tf, X et aossi eeUe d6 u qai est '^~- — . D'apcès les rólatioos posées pré- 

sin ap 

cédemment on a 

a(m + «+p)»^ _ _^ ^ ^ fjm + n + py-mn 
m 4- p m 4- p 

4- ^(m4-p)*l* — a^{p(»4«ii + p) — mii|»4-(n4-p)% 
ce qu'on peut écrìre» si l'on veat* 



2(m4-n4-p)fi ^r / (m4-p)l (/p(m 4- « 4- p) 4- ^ — mm)' 
^-^P LV 2 2(m-l-p) 

/ (m4-p)l(l^p(m4-it4-p)--y^^r 
V ^ ^ a(m4-p) J 



oà ToD doit mettre poar I sa valev — 9 eest-à-dire 



PURA ED APnJGATiL 43 

Les paramétres «, |3, y sont exprìmés direclement en foncUon de Xj y» %; mais la 
détermination de Xj y f % tu fonctions de a, ^, y dépend d* éqaations qui ne sool 
pas résolablet algébrìqaeineiit qiiand m, ftf p restent indétermìnés. Ainai, en diyi- 
sant a par fi , on aura une éqaatìon à la seule ioconnae 0, Qnand on l'aura ré- 
solae^ tf s'en suivra sans dìfCcullé et il en sera de méme de v, Ayant ainsi u et 
V en fonctions de a» |3 on aura à résoudre l'équation 

qui donnera % en fonction de a , ^ , 7. Les expressions de d? et y en résulteront 
tout de suite. 

S H 

Je vais examiner avec quelques détails le cas particulier où deux des expoaants 
11I9 fi, p aont égaux à i et le 3"* è — i. Alors en changeant un peu la notation, 
on peut prendre pour les trois séries de surfaces orthogonales 

La 3"* est un paraboloide hyperì)olique. La 2"* le lieu des points dont la différence 
des distances aux axes Co?, Oy est constante. Pour la i'* c*est la somme des mé- 
mes distances qui est constante. 

On sait que TAcadémie de Bruxelles a propose , en 1860 , pour le concours 
de 1862, la question de e trouver Tintégrale de l'équation des lìgnes de courbure 
de la surface lieu des points dont la somme des distances à deux droites qui se eoo- 
pent est constante » (voir les Ann. de M. Terquemy t. XX» p. 152). Ce lieu gèo- 
métrique» dans le cas où les deux droites sont rectangulaires , a été l'objet d'une 
étude particulière à la page 57 du volume cité. J'ignore si la question des lignes 
de courbure a été résolue pour un angle quelconque des droites. Quand l'angle est 
droit la solution est une conséquence de la triple orthogonalité du système ci-dessus. 
Cette orthogonalité peut se vérifier ici, si on le désire, et Ton trouve tout de sqite 

dx dx Ax dx dx Ax 
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Sì Ton désigne indifféremmeot par a^2 le parunètre 2a oa 2^ les deax prémiéres 
det équttioos (a) donnenC^ par l'évanoaiMemenl dea radicanx» Téquatìòo uifique 

qai rapportée aax biaaecUrices dea aoglea àes axea Ox^ Oy peat s'éerììv 

{a^ — aT) (a» — y*) = 2a*«* 

et montre qoe la sarface coupé le pian horìzonlal xy saivaot un carré, aa coté 2a, 
qu'elle recouvre symétrìqnement par dessas et par dessous de fa^on è former une espéce 
de coossìd carré deox foia plus large dans le sena des diagonales qu'épais dans le sens 
des 2. A chaque sommet du coussin est adapté une sorte de paraboloide MpUque dont 
Taxe fait suite à la diagonale correspondante du carré et l'ouverture est tournée en 
dehors. Ges pseudo-paraboloides remplissent respectivement de leur projection chacun 
des angles formés par les prolongements des còlés du carré; tandìs qu'ils ne se pro- 
jettent jamais dans les bandes inCnies formées par les cótés opposés. Un coussin re- 
présente une surface individuelle (a). Quand « varie de zero à a le coussin , d'a- 
bord réduit à un point (l'orìgine), se dilate progressivement en restant semblable à 
lui méme» de fa^n a donner lieu à une suite de coucbes sembiables d*épaisseur 
infiniment petite, mais jamais nulle. Les quatre nappes qui s'ouvrent aux coins d'un 
carré représenlent une surface individuelle (^), ou plus exactement les deux nappes 
qui partent de deux sommets opposés, suivant la diagonale, correspondent à la va- 
leur + 13 et les deux autres à la yaleur — 13. Quand /3 vane de à + « la sur- 
face d*abord confondue avec les plana indéfinis des %x'y ty' se rétrecit progressive- 
ment dans le sens vertical et flnit par se confondre avec les angles droits mobiles 
qui lui servent de base sur le pian horìzontal et qui sont eux-mémes alors transportés 
à l'inGni dans deux sens opposés. Une surface individuelle (a) est rencontrée par 
toutes les surfaces fi pour lesquelles :±: ^ <; a. Si d= ^ = « la rencontre est ré- 
duite aux quatre sommets du carré {a); et si =b ^ >> a il n'y a plus de rencontre. 
Quant au paraboloide > qui traverse le pian horizontal suivant les droites Ox , Oy 
quelque soit 7, il coupé toujours les deux autres sérìes de surfaces. Lorsque / vane 
de zèro à l'inOni le paraboloide, d'abord confondu avec les plana indéflnu %0x, «Oy, 
se rapproche successivement du pian p^ et flnit par se confondre avec les deux an- 
gles jcOy opposés par le sommet. Pour des valeurs negati ves de 7 on a un para- 
boloide renversé et reioumé d'un angle droit. Les deuxparaboloTdes(-f-7)et (— 7) 
coupent la surface (a) suivant une espèce de carré curviligne dont deux cótés op- 
posés sont au dessus du pian horizontal xy et les deux autres au dessous. En ré- 
sumé' les limites dea paramètres sont: 
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•Tee b ffladilif ■*:P_m,pam^fat (>) «t tf) n ( 




Li fi^K ó-joiiite Mt ietlìatt i donoer noe idée de l'inleriMlMM et de la Ibrme 
dee iroii rarbeei. ZOAA'A* repcétwie le boitième d'ose rarftee (e) (oA OA = 1«) 
comprìme enlre Ica dem pim binectenn ZOX', ZOT. ZHA", ZA' eoot deai wet- 
liOBi elliptiqws foiles per eei |dai». BffVO' repréeente bb hnititee denir&eaqiw- 
dnnile (|3) (00* ^ S^) limilée à l> surface (<). BMAO ei( un qmrl de ptnboMde 
lìmple limile i !■ méme lorfaee. Ces troia atu-foce* parlieutiires ae eoopeot aa poinl 
■ nuTant les lignea de oourbme BIIB", HHA de (>)j BHB", UO de (^t ; HMA, 
HO' de iy). Sor la figure lò"l/o' eat une aotre awAtce (^), AniAO un anlre para- 
boloide. Les coarbea BHB'ff se reprodaisenl ayBèlriqoeaaeiil an desaona da pian bo- 
risontal et «ni lenuéet: elica mt poar ^naliona 

«• + .• = (* + 15)% 

ir-»-»' -("—«'. 
et réanlteot de l'inteneetion de denz eylindres de rérolntk» aatoor de OX et OY, 
la aomme dea rayoos dea deni ey IJodrea éunl Sa. Lea «mrbea HMA compiile* soni 
dea eq»èee* de carrés caniligncsi ajnsi qv'on l'a dil. Conine dles soni dea tisnes da 
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tamhmn ém paraboloide, aian f«e IKy, i etl i—lih i*ealrar teM Aalres éétaOs 



Le syaltee eoordcoBé «» (S« 7 éUM 
s, f, s ca JMMtkwi ée eet Tariakleo ob 

4'oi 



iécrii, à FoB Te«l aprùner 



(*) 



f* = — ««P- a /• -H » tr(7* -H O (i* + ^K 

Sì fn pow 7 ^ ( ^ — 1, cat é^pMlMM doaMat 

:^*.V(« + ()(.-«) _ 1f tf ^- 4 (p - 1). 

Ob «Mi lòfi»! 4i ca demèras 



H-(55"-(H)"-(ny— V^ 



('^y-(Hy-(H)"*0-(v^ - >/Pi?)- 



ce ^«B 

Klifll te 



diié- 



aottl ki 






(e) 
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La reetificalion des «rcs S«, S^ qui répondent sax eonrbes OV, AH dépend d€» 

fDiielioiis elliplìques. Celle de Sy, qui répond è la eourbe BM dépend dea fymtómtu 

ultra eUiplìqnes. 

Le parallélipipède infinllésìmal compria entre aix surfacea coerdomiéea infinìment 

Toìsinea a poar expreasioD 

dv « dS. dS, dS, =(y/p±Z _ y/C^) d. d^ dr. 

Si Ton intègre d*abord dey^^O à yc=-t-Qo, on aura le qnart d'anneaa qu'on 
pent se représenter comme ayant poar baae BMS'b^mb et poar épaiaaear yariable 
dS« normal à cette base, la largear etani dS^. Si l'on intègre ensaite de ^«=0 è 
P = a on aara la conche dont la base intérìeare serait ZA"AB^ et Tépaissear dS^. 
Enfin en intégrant de at^^O a otr^rcon aora la aeinème panie dHmcoaasin cou- 
plet (a). Si Fon pose 

y=»P tang^ 

on aara donc» en appellant Y ce Tolame, 

Le roéme volarne peat se calcaler aatrement; car, d'après l'équation 

2c* «• — (a" — «•) (a" — ^*), 
on a 

*' = X i^Ti »^*"'^' ^'^^^^^ '•-'•'''' '-^w^*'*-'^ 

par conséqaent 

pd. f dp C'j <"'-^'>*T , ^.J^, 

J. X ^X V *» C08' T -H P' len* , «6 ' 
oa, «D postili b =ci\f i — ile*, et effeetoanl rialégratiion par rapport à a, 

O'apris le développemeiil ordinaire de 

VI— Jb'sea'7°'sAr\l-4.« «i / ' 
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où le ooefBcient de Ae" ponr i = est égal à 1, la relation précédenley en effectaaiii 
i'mlégration par rapport à k^ devieDdra 

ter i. 3. 5 (2> — i) (a t + 2) 3ir 

è 2. 4. 6 2 f ' (2t -h 1) (2 1 4- 3) "^ B ' 

On peal obtenir par les ménies considérations une formale de transfonnatìon in-^ 
légrale asaez generale. En conlinuanl de designer par x' et y' let coordonnées re- 
ctilignes rapportées anx bissectriees des axes primitife OXf Otff on a 

*~Y2' ^ — TT* 

mais en ajoalant 2xy = ^yz à k somme det denx demiéres équations (b) et ayant 

égard à la relation % = ^ y* -^ a* — ^/ -|- p*, on formerà ane expression de («-Hy)*» 
on aura de méme {x — y)*; d*oà, en omettant les doables signe on tirerà 



af=r^2 ^()/f -h «• -4- y) (y/f -h P* - y). 



7 OLI 



ce qu^on pent transformer de diverses manières, soit en observant que 

où t ;= ^ — 1, soit en posant a =s 7 tang^p» ^ =" 7 tang X» ^^* Ce'* po^ » ^^ l'on 
regarde la fonction qaelconqne f(aly tf %) eomme le pòids spécifique de l'élément 
de volume de la surface («), on aura» en intégrant entro les mémes limites que pré- 
cédemment, la formule de transformation suiyante 

^ t/o 1/0 t/O 

dans le second membre 

dans le premier si^ tff % doìvent étre remplacés par leurs valeurs {V), On remar- 
quera spécialement le eas où / est le produit de trou fonetions qui ne dépendent 
que de %$ y', af respectirement, par exemple celni où il s*agirait de la determina- 
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tion da centra de grtyité; celai «ossi oè / tertit égti è 

1 

(i _ {>) VT i — y r .1(1 - u') 1^ i — e V 

ptrce qu'ftlora le second nombre de la formale précédente se rédait , à an fMtear 

namérìqae près, au prodait de deox fonctions elliptiques complétes de première espèce; etc. 

Je terminerai cette étode particalière en donnant Texpression dea rayona prin« 

cipaux de oourbure dea sarfaces coordonnéea (a), (^), (/). En déaignaut par R. le 

rayon principal de courbare de la snrface (a) le long de l'are S^ etc. et se rappe- 
lant la formale generale 

1 d.logfc^ 

— (ir='»« — T— ^» 
R 



/^■""« d» 



(voir les IiCfons sur les coordormées curmUgnes de M. Laméf pag. 41) on anrà 
lei , d'apréa les valears particulières (e) des paramètres fc«, fc^, hy le tableaa sai- 
vant, qai contieni anssi les rayons de coarbare paramétriqnes 

(«) (») (y) 

R« » R» > Ry I 

^"^ 2 [y* 4- «' 4- V^ (y' + «') (y» -h?)] ' 

<^» 2 [y' + «* 4- v/(y' -^ «») (y' 4- P^)] ' 

(„ 2(«« — P') 



i^wmr 



»•-' ^ 2 [y' + P» + Vy' + a') (y' + P')] ' 
„'" 2 [y* -t- y -H V(y' H- «') (y» 4- P')] ! 

"J _______ f 

PVy*4-«* 
<y) 2 («' — P') 



Tom. V. N! 1. 



Sé àSSUJ IH WàJEMàJtCA 



J^ _ «(7*^^ •/ r* -H -» 



^«è r«i ttmémn ks nf om de eovboe èeg ara S^^ ^ 9^ aa iB0]^ai 
(OinL €wn. ^ 64) 

t li 



('-)■ w (<)■ 




Vwéjwt èm%hk partir ^ rmlnNhKtin et la wUfe ff, 
cat oà roD avaìt 


Ih 


• -h«-i-p — 0. 




Ea iatfodniMnl celle kjpollite dàaa ki éqaatioas lra«vccsjaHi«i 
li monidre peae «i tjMmt mawwm 


Bli. 


*' = «•-Hf•^-x•. 




««H--^*" 
«-h» 




^ ^. » .«' 





- iW 



qatf poar m «s o reprodoil lei eoordoonéei spbérìipiei habiUiellei, el, poiir ai =s «, 

le fyHèiiie forme par ki fpbère et deox cónei ortbogmiiiix do seeond degré, leqiiel 

at 
n'etl pit eomprìi deae le fjrilènie dei cónei booMfoeiiiz. Si le rapport - estquel- 

eooque lei é^jiiitioiii préeédeotee se ìodI pei réiohibiei tlgébrìqaeiiienl par rapport 
^ ^9 yi ^; ^^1* k détermiiiitiaD de cei quanlitéi en fooetioD de «, ^y 7 dépend de 



FfIRA ED APPUGA.TA. 91 

réquation X<=ik4-X''» où r est an nombre connu quelconqne et k une quantité 
aossi conoue. 



* # A^É^ii^MJ < * > « > t > 



La recherche des surfaces orlhogonales enlr'elles et aux sphères 

revìent, coiniue dn sait, à délenniner les cònes concentriques auxpropoaéesetortho- 
gouaux entr*eux OQ, ce qui est la méme chose, à déterminer les irajectoires ortho- 
gonales d'une famille quelconque de courbes tracées sur la sphère. Si Ton fait 



X y 

% 2 



on a à satisfaire k l'unique équalìon 

ou à intégrer l'équation différeotielle ordinaire 

ce qui n'est pas possible génératemenl quand or prend pour fi (ee fOfl délertniM k 
famille de courbes tracées sur la sphère) une fonction quelconque de u et de v. Dans 
le cas particuHer oà fi est une fonction homogène de u et de v, on peut supposer 

oà t = -»^* L*équation diKrentrelle , en faisant 11*=»— * se transfonne dans la 

u X ^ Vf 

sttivaote 

[(H-0/-«</|dw4-a[(m/-l/)tii4-fii/)ldl=.# 

qui est linéaire pur rapport à w. En I*intégra«t par le procède coMu, et la rési^ 
vant par rapport à la constante a on aura Texpressìon de cette dernière fonction. 

S. Etienne novembre 186Ì. 
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LETTRE de M. W. ROBERTS à le redacteur. 

Mon ehèr M/ Tortolini, 

Dans une Note, ìnserée dans vos Annales n? 4-1860, page 254. M. Brioacbi 
a fait une reclamation de prìorìlé, en fayeur de M. Schlòmilch » relaliYement aux 
deux integrales definies 



Jl logsnudtt, I log(i+dfi.tf)du 



tur l'éYolution desquelles, M. SyWesler avaìt pnblié une Note iniéressante dans un 
Journal anglab. Yeuillez m'excuser de rappeller au souvenir de vos lecleurs , que 
j'avais déjà donne dans le journal de malhématique , Tom : XI » première serie » 
pag^ m, la determination de l'inlégrale definie generale 

Jr»*log (i -f- n sin* 9) d» T» . /- . . ^ 

n étant une constante reelle quelconque admissibile. J'ai donne comme des cas par- 
ticuliers de cette integrale les valeurs des integrales 



I logsnudtt» I logcnudtt. 

i/o i/o 



D'après ce que M. Schlòmilch a dit dans la traduction fran^aise de sa note inserée 
dans le Journal de M. Liouville, cahier de fevrier 1857, Jacobi avait déjà donne 
revolution de ces integrales par des sobstitutions imaginaires. A Toccàsion de l'ar- 
ticle de M. Schlòmilch , M. Liouville a bien voulu indiquer dans une petite note , 
que j'avais consideré le sujet de ces integrales dans deux mémoires inserés dans son 
Journal tom. XI, page 471, et tom. XII, page 455, La formule (1) de mon pre- 
mier métnoire, peut étre mise sous la forme interessante que voiei 



^, , . /2Kif -i plog(l— ik*sen%sen*0) 



d0 



ou est le fonction jacobienne bien connue, K, K' les fonctions completies aux deux 
modules ^, h! respectivement, 

g = e K ' et x^Y^F {k,if). 
Dans Tautre mémoire, j'ai donne les valeurs de quelques integrales doubles deOnies. 
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Permellei moi de rappellér a voire attentìon qu*uDe dea ces deraières peul se trana- 
formér d*aiie manière interessante , comme je Fai mentre dans le joamal de mathé- 
matiques join 1850. En effet on a 

J"* r* log ili* — V*) d/ut dv 
o J. |r(c'-,*«)(,*--ò'){c«-v')(ò-~v) 

K, K' étant les fonctions oompletes a modales complementaires Ar, l^ ou 

e e 

Qnant a la seconde des integrales de H. Sylvester, elle peut se deduire trés faci- 
lement d*ane integrale generale dont la valeur se trouve determinée dans une mé« 
moire que j'ai public dans le journal de matbématiques tom. XI. page 157. 

College de la Trìnité. 

a Dublin, le 17 janvier 1863. 
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RIYISTA BIBLIOGRAFICA 



nmttNO AL LIBEB KAlASTOmS 

Limi A M HAITBTIIO mmCWWmZM. A ». BAL»AliABU BOPCiHFAGn 



Nel Yoliiiiie quarto della storia della letleratiira anba compilata dal eelebre orien- 
talista defoDto von Hammer si Irovaiio doe artici^ (p. 279 e 326) sopra U fikn 
sofo e medieo arabo - di religioDe eristiano ') - Gosfa hem Luea^ che fiori nella se- 
conda metii del secdo nono *}. L' Hammer ci dà ancbe due liste deDe opere com- 
poste, OTYcro tradotte da Costa, non sema contradizioni, die fanno Tacciare U let- 
tore non orientalista, e non senza ripetizione nella stessa fista, come per esempio U 
libro sopra lo specchio ustorio (p. 481 n! 62) già è nominato di sopra (n! 42 - nel- 
Taltro articolo p. 328 n? 40). È da marayi^iarsi che Costa abbia trovato nn luogo 
in quella storia diffusa soltanto fra i filosofi e medici, e non fra i matematicij seb- 
bene la maggior parte delle sue opere ancora conseryate, se non neD'originale arabo, 
almeno in una traduzione ebraica , come per esempio sopra il libro d' Ankimede : 
della sfera e del cilindro ^) appartengono alle scienze matematicbe. Ma l'Hammerin 
tutta la sua opera ha limitato la sua diligenza ed erudizione alla nomenctoltira deDe 
opere nominate dagli scrittori sopra la letteratura araba e di rado ha fatto uso dei 
catalogì, lasciando al lettore la cura d'istruirsi altrove, se le opere da lui nominate 
esistano ancora e dove esistano. Considerando quanto imperfetta è ancora la nostra 
cognizione dei manoscritti arabi esistenti, e quanto poco gli stessi orientalisti si sono 
adoperati a studiare i manoscritti eftrotct, ialini, ecc. tradotti dall'Arabo, per pro- 
fittarne all'uso della bibliografia araba , si condonerà facilmente all' Hammer questa 
limitazione della sua opera. 

L'oggetto della seguente notizia è anche di mostrare che l'esame dei manoscritti 
latini può giovare non solo alla bibliografia, ma bensì alla stessa 2esstco^/!a araba, 

I) Se r Hammer lo fa rùmegare questa sua religione e direnir Mosolmano , questo è un' errore la 
cui orìgine mostrerò in un'opera sopra i scritti polemiei ed apologeUei in lingua araba f^e uscirà nel- 
l'anno futuro fra i trattati pubblicati dalla società degli orientalisti di Germania. 

*/ Alcuni autori lo fanno ancora rirere nelFanno 9S3; non posso entrar qui nelle ragioni che di ciò 
mi fanno dubitare. 

>) Catalogus Codd. hebr. Lngd. Batav. i858 p. 319. Di altre due opere di Costa sopra la sfera, 
spesse Tolte confuse dai Bibliografi, parierò nell'opera mentorata nella nota i. 
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e se oso indirìzzarìa a V. E., coU'umilissimo volo di compiacersi di pubblicarla» mi 
credo tanto obbligato a ciò fare» quanto scusatone per varie ragioni, che basterà ac- 
cennare con poche parole. Si tratterà di Gherardo di Crenuma, la cui vita ed opere 
sono sUte Poggetto degl'illustri studi di V. E., e sopra cui spero ancora gettar qual- 
che nuovo lume, illustrando il catalogo delle sue opere, pubblicato per opera di V. E. 
dal Codice Vaticano n? 2392 in un*operetla speciale già cominciata qualche anno fa (*). 
Si tratterà poi di alcune opere sconosciute sopra un oggetto matematico, e già ba- 
sterebbe la notizia sopra il Cod. di San Marco, unita alla presente notizia e dovuta 
all'estrema bontà di V. E.» per lusingarmi ch'Ella non vorrà disdegnare di pubbli- 
care il risultato delle mie ricerche. 

Se poi oso scrivere questa volta nella lingua italiana, già a me dilettissima fra 
le lingue moderne fino dalla mia fanciullezza, spero che non ne sarò accusato di va- 
nità ed albagia, sentendo io slesso ottimamente la mancanza di pratica in questa lin- 
gua. Dovendo per altro esprimermi in una lingua diversa dalla mia vernacola , ho 
proferito l'italiana e devo arrendermi alla critica ed affidarmi all'indulgenza de' miei 
lettori italiani. 

Ritorno al mio argomento. 

Nell'opera citata di Hammer, p. 481, si legge sotto il numero 64. 

(( Karschun (?), trattando dello stesso oggetto, come il libro [omonimo] d*Ibn 
» Heisem, ommesso da Casiri. » 

In verità il libro chiamalo da Hammer « Kerschun »» ma con segno d'inter- 
rogazione, non è ommesso da Casiri nel testo arabo, ove si legge {Biblioteca Ara- 
Ìdco-Hispana, I, p. 420) i^^yJ\ {^^IìlT {Kitàb elr'Karastùn)^ ma, Casiri ha tra- 
dotto questa parola - non so perchè! - a de Mt^sica » , e quindi credo, un libro 
di Musica e nominato fra le opere di Costa dal De Rossi (Dizionario stor. degli au- 
tori arab. p. 113) e dal Wùnstenfeld (Storia dei medici arabi, in lingua tedesca , 
p. 59, n? 14). 

Anche sotto l'articolo: « El Hasan Ben el-Heisem (>^) » della storia ecc. di 
Hammer (V. 319) non si trova alcuna spiegazione della voce « Karschun », ragionevol- 
mente messa in dubbio, essendo senza fallo una corruzione (c:»s»>3) di Q^Lmjs, come 
è evidente in un altro luogo, cioè sotto Tartìcolo: « Beni Musa ben Schakir », ove 
lo stesso Hammer (IV, 310) scrive: a Kitab el-Karstun > (sic), ed anche qui il Ca- 
siri (I, 418) traduce la stessa parola ^^^1im,jsì: de Musica, Ninno dubiterà, che in 
tutti questi luoghi ci sia la slessa parola, significando Io stesso soggetto di opera di 
tanti autori, e certamente già è interessante di sapere di qual soggetto abbiano trat- 
tato alcuni dei più celebri ed antichi matematici arabi, - e vedremo più oltre che 
un quarto non meno celebre matematico del secolo nono abbia scritto una monografia 

(*) Vedi la nota 2 della pagina 5. 
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sopra lo stesso soggetto; benché non si trovi nemmeno an articolo (j^^l«^Ji (v^U/^) 

nel gran lessico bibliograOco di Hagi Ghalfa ! - Uà non abbiamo ancora finito col 

GosU. 

Nel catalogo delle sue opere cbe l'Hammer ha comunicato secondo l'autore arabo 
Ibn Abi O^ibia (IV, 281 n? 57 - pag. 328 n? 55) il « carastun » diviene - Dh- 
pkanHu ! Dovremmo dunque emendare dapertutto il i^^^jS e sostituirvi ^jLàsj^ò ? 
Confesso che quando prima m'accorgeva dell'identità delle opercr mi lusingava d*aver 
fatto una scoperta importante nella storia dell'Algebra. Un'opera sopra Diofanto 
scritta da uno dei tre figli di Musa ben Sciachir, che vissero al tempo dei Califfo 
Maamun» porrebbe fine ad una gran questione conosciuta sopra l'algebra degli Arabi 
e la sua origine da quella degli Indi, Finora nessuno ba potuto dimostrare per certo, 
cbe Diofanto era conosciuto dagli Arabi prima d*Abu*l Wefa el-Buxgiani, che fiorì 
circa il 970 '). E poi qual numero d' autori scrivendo , tradocendo , o commen- 
tando ecc. un'opera di Diofanto ! - Quella stessa circostanza mi persuase tosto dov* 
era da cercar l'errore: certamente non da parte di tutti gli autori arabi, cbe nulla 
sapevano d'una vecchia traduzione di Diofanto, e che scrissero costantemente Carastun, 
la qual voce, già mutata dall'Hammer in un luogo in Carsciun, forse in altro luogo 
da lui nel suo testo arabo era emendata per congettura nel nome di Diofanto , 
senza pensare alle conseguenze storiche che pendono da questo nome. 

Lasciando dunque Diofanto da parte, mi dimandava che cosa fosse questa voce 
i^jLmjs , che già nella sua composizione non mostrava orìgine araba , anzi non era 
roperìbile nei lessici arabi a me noti. Ne feci domanda al mio maestro , il celebre 
arabista Prof. Fleischer a Lipsia, e mi rispose nel novembre dell'anno 1861, cbe 
non osava proporre alcuna congettura , ma che certamente la traduzione del Casirì 
era erronea. Già disperava di trovare « le mot de l'enigme », quando l'aiuto ve- 
niva da una parte, donde non l'aveva sperato. 

Studiando nell'anno scorso le opere di V. E. sopra Gherardo di Cremona e Pla- 
tine TUmrtino più esattamente , che non poteva farlo prima , onde preparare una 
seconda edizióne della mia notizia (non ancora finita) sopra le opere di V. E. *) , 
m'imbattei nel catalogo delle traducioni di Gherardo (apud Boncompagni, p. 5) sul 
titolo: lÀber carastonis, che antecedentemente aveva letto con poca attenzione Già 
aveva acquistato la certezza, cbe la voce o^'^^f ^^ corretta, ed inoltre la speranza 
di trovare la soluzione dei manoscritti latini del medio evo. Tosto m'accorgeva del- 
l'esistenza d*un ìiber Mitinastonis (« harastonis > per isbaglio di coloro che non leg- 

*> Wehiich, De aactorum graecor. yenionibus ece. p. 173; Luti, I|Ut. det scieooet matliéiii. i, H5; 
GlAiLEf, Gomptes Rendiu etc. XIH (1841) p. 613, 621; NEUCLMAifN, Die Algebra der Griecben (184S) 
p. 174: L. Av. SAdillot, Matériaut eie. (1845—8) I p. 451. 

*) Lei ouTraget da Pripce Boooompagni eie. Rome 1859. 
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gevano bene) nel manoscriUo n? 184 della biblioteca del Convento di San Marco di 
Firenze, mentovato da V. E. nell'opera: Delle versioni fatte da Ttfriirltno, ecc. (pag. 
35» lin. ult. e pag. 36). L'autore arabo ivi nominato è il celebre matematico « The- 
» Ini » {Tabit ben Corra)» Sabeo di religione, che fiori nel secolo nono. Non esi- 
tava di scrivere a Y. E., pregandola di favorirmi graziosamente un estratto di quel 
Codice, che bastasse per farmi sapere di che cosa trattava quest' operetta ; e come 
sempre, anche questa volta, al desiderio d'illustrare cose oscure scientifiche fu cor- 
risposto liberalissimamente da V. E. Intanto io mi poneva a scorrere qualche cata- 
logo di manoscritti latini, e tosto trovava in quello dei manoscritti di Parigi, men- 
tovati non meno di tre Codici della stessa opera di « Thebit », cioè i Codici 7377 B^, 
7434^, 8680 A, e (cosa curiosa) ci è indicato il titolo: Lt^ cara«loms sive de staterà 
ed ecco il senso della voce da me fin allora cereato invano nei lassici arabi, e tro- 
vato in un catalogo di manoscritti latini ! - Ho narrato finora il corso curioso delle 
mie ricerehe, finirò nella slessa maniera, aggiungendo qualche conclusione. 

Avendo riferito questo felice risultato allo stesso Prof. Fleischer, e scrivendogli 
che la voce sembra esser greca, egli mi rispose ai 14. Ottobre di quest'anno 1862 
nei seguenti termini: a La ringrazio della sua notizia. Thaalibi ha la voce oj^j^ 
nel suo lessico sinonimico (uJLII iJii, v. Berichte uber die Sitzungen der K, Sàck- 
sischen GaseUschaftn des Wissenschaften, PhUogisch-historische Classe, voi. VI, 1845, 
p. 1 e seg.) ') in una delle ultime sezioni, fra quelle voci, che, secondo l'opinione 

di alcuni linguisti, sono d'origine greca, ed egli la spiega per ^^ , cioè staterà. Ci 
è soltanto la questione , quale sia la voce greca originale. Che la derivazione dalla 
lingua greca sia giusta , già sembra mostrarlo indubitatamente tutta la forma della 
voce. » 

Mi sia adesso permesso di riassumere i risultamenti di tutto il precedente. 

1? 0^ÌlwP' vuol dir bilancia, la voce araba è d'orìgine greca, ma la voce greca 
è ancora da trovarsi. ~ Senza arrischiare una congettura certa, lasciando questo ai 
filologi classici, voglio soltanto accennare, che questa voce era forse primamente usata 
nel Siriaco, e che la voca greca è forse composta di x^<P mano ? - È vero che il 

traduttore latino scriveva caraston con due a, leggeva dunque ^^Ul^i; ma gli arabi 
amano la vocale a, e non di rado hanno pronuncialo le consonanti d*una voce quando 
non trovavano la vocale indicala nel loro lesto. Cercando dunque il suono greco , 
è da tenersi alle consonanti. 

2? Cià esistevano almeno 4 opere Iraltanti della bilancia, vale a dire: 
a) d'uno dei figli di Musa ben Sciachir 

') Il uJJl uij è sUto stampato nel 1861, se non m'inganno. 
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b) di Tahit hem Corra (mori Dell'aniio 901) 
e) di Casta b. Luca (Sec. IX., se noo X.) 

d) d'Alt Hdàum (che è il celebre « Albazen » e mori nefl'aDno 1038). 
Non si sa certamente quale di qoesti autori abbia impiegato la voce earasum , 
che poi era cornane fra i dotti. 

3? II Uber carasionis^ esistente almeno in 4 manoscritti, è di Thabii» ma non 
si trova nei cataloghi delle sue opere, conosciuti finora. ') 

4! Gherardo di Cremona tradusse an Uber corasfonis dall'arabo» ed è dapre- 
sumere che sia Topera di Thabit ancora esistente, ch'egli abbia tradotto, finché non 
trovi altro nome di traduttore nominato in uno dei manoscritti dell'opera di Thabit. 
Non tocca a me il giudicare del valore scientifico dell* opera di Thabit , fatta 
come dice (o finge ?) nel proemio, per uno dei suoi amici. Il tema deve aver avuto 
qualche maggior interesse pei dotti del suo tempo, forse avendo relazione ad alcuna 
delle dottrine d'Eudide. 

Riporto qui appresso secondo la lezione del suddetto Codice di San Marco, il 
proemio, il principio e la fine dell'opuscolo di « Thebit », che devo alla grazia di 
V. E., bramando nell' interesse degli orientalisti , che questi documenti siano cono- 
sciuti da coloro che si occupano di manoscritti arabi e che forse potrebbero col mezzo 
loro scoprire l'originale arabo. 

Mi sottoscrivo colla dovuta riverenza 

di V. E. 



Berlino, 15 Decembre 1862. 



gratùsimo e deyotissiBio serritore 
11. SteioscbDeider. 



M Cf. Chwolsohr» Die Ssabier ctc. T. I. p. 586. ~ Neirindice del Bandini,y,p. 671 ilTbebitè 
stato confuso coi suoi traduttori. 
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PROEMIO E PRINCIPIO DEL LIBER KJRASTONIS 

tscomio LA Lcziome del codice r! 184 della biblioteca del corterto di san m abco 
DI FiBERZE (carta numerata US, v«rfo, e carta nomerata 113, r§do). 

Incipit liber karastoois. editos a thebith. filio thore. 

Ontinoet dens conseniationem taam. et mnltipliGet ex salote portionem tnam. et non puer ger^ 

e mano ego qoalis ta ei.absterget meutes com inqnisido ne foa et excitet animom ad specolan- 

dnm. et imprimit scientiam per natoram snam et circnit per seipsnm et oommooet toper illnd 

(piod expelUt assimilationem ab eo et ab eo exponuntar ueritates. legi o frater Epistolam toam 

in eo qnod dixi de speculatione tua in cansis karastonis cnm vestigìis inoentis in eo et figoris demonstra- 

fis super ipram et qnod venisti ea postqnam oessans ab al^s oocnpatns foisti in eis et bene exercnisti 

cogitationem in eis inter ignotom qnod non redpinnt mentes. et ignotom qnod non nerificat experimen- 

tom. perpendi ergo. iUnd super permotationem lingnamm interpretom et TJciasitndinem manunm seri- 

ptomm. holitaut [tic) ergo cnm ilio et tn non sanasti ex malb opinionis animam tnam. et tu qnidem qne- 

sinistt a me expositionem illios cnm dictionibos planis et intentionibos detectis et t^s qne a|Nropinqnare 

f«ciunt a longitudine eios. et allenìant diiBcnltatem eios. Et quidem respondeo tibi in eis et de eo qnod 

I) qnesinisti et nlime dicam tibi ex eis ubi Toloerìs cum flgnrabos sofficientibas et demonstratioiiibas «r. ili 

sanis Scies ergo locnm erroris et rude moltiplicatns adeo donec forsan factns comprehendens et flt 

oommnnis. 

Jam dnisti. dirigat te deus, et tài pectorìs iUominet inteilectum qnod ctose karastonis deriuatesont 
ex flgnris geometrids non ergo fit excusado et qui ndt eas intelligere considerationem eamm et speco» 
latione et plniibus illins sicnt oognitio fignramm sectomm. et sectionom proporcionalitatum eamm et 
qualiter est eamm assimilatio. et cognitio proporcionalitatum lineamm innumerìs ad inuicem. Liber enim 
noster iste non colorai diuersitatem illios et coius expositionis hoc autem capitulum est inuitum (rie) super 
Ubmm qui nominatur liber ey^eliéu. Qui ergo mlt aliqoid eius inneniet ipsum illic exquisitum quia ergo 
iam premisimus quod necesse foit premitti de rememoratione eius. qnod conuenit d qui considerat hoc 
capitulum et intelligit ipsom lune incipiamus exponere illud quod intendimus et quod ydumus. Dico 
ergo quod omnium duomm spatiorum que duo mota secant in tempore, licei propordo Tnius ad aite- 
rum est sicul proportio Tirlulis molus eius quod secai spadum Tua Tirlule molus secantis spadum al- 
lemm. et ponam ad illud exemplum dico duomm yiatoram perambulal primus 30. milieria et peram- 
bulat secnndus .CO. miliaria in tempore, l."» Notum est ergo quod virtus et molus eius qui ambulai 
.60. miliaria dupla est virtutis molus eius qui perambulal 30. miliaria. sicul spadum quod est .00. mi- 
liaria est doplum spadi quod est .30. miliaria hoc est proportio incepta per se inter quam uter inteile- 
ctum non est medium separans ea et quod post hoc dico quod omnis linea que diuiditur in duas seclio- 
nes et figilur pundum dus secans et mouelur linea tota penilus moto quod non redil ad locum suum 
lune ipsa facil acadere duos sectores similes duomm circulomm medietas dyameter Tnius quorum est 
linea. longior com medietas dyametri secundiesl linea brenior.el quod proportio arcua quem figurai pun- 
cium exlremitalìs vnius duarnm lineamm ad arcum quem figurai pundum extremitatis linee secunde. 
est sicul proportio linee rcuolvenlis illom arcum ad lineam secundam. 

FINE DEL LIBER KARASTONIS 

SECORDO LA LEZIORE DEL MEDESIMO CODICE r! 184. 

(carta numerala 119 recto) 

Erit ergo illud augmentum in ponderatis. d currìt pondus granati in sectionibus secundnm prò- 
portionalitatem predictam. et erit addillo in ponderai, consequens in omni sectione eamm. hanc ergo 
artem adiovànl demimstrationes. et verificai ipsam experimentom. Cum ergo uteris ex eis ilio quod de- 
terminauimus, et intdlexeris ex demonstrationibus eomm illud quod premisimus exlrabet le .a. termino 
hehitationis ($k) et deteget te ab errore assimilacionis et faciet te TÌdere locum rectilndinis et faciel te 
cognoscere casum erroris. t^. est finis 

Explicit de karastione. deo gracias. 
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Cenno Nscrologico 

DI 

OTTAVIANO FABRIZIO MOSSOTTI. 



Il di 20 di Marzo di questo anno rilalia ha perdalo in Ottaviano Fabritio Ma»- 
sotti ana delle sue più alte intelligenze, uno dei suoi più nobili caratteri, i giovani 
matematici il loro più amorevole maestro ed amico, le scienze matematiche uno dei 
loro più valenti cultori. Compresi di dolore annunziamo tanta perdita ai lettori degli 
Annali con poche parole intorno a questo uomo eminente. 

Il Mosotti nella sua vita scientifica di mezzo secolo coltivò di preferenza le ap- 
plicazioni dell* Analisi alla Fisica, alla Meccanica razionale e alla Meccanica celeste. 
Gli scritti che ha pubblicato sopra questi soggetti non sono notevoli per il loro nu- 
mero ma sono ammirabili per la eleganza del calcolo, la chiarezza della esposizione, 
l'ordine con cui sono condotti e i risultati che essi contengono. L'Idrodinamica, le 
teoriche delle forze molecolari, della capillarità, della elettricità e dell'ottica e degli 
strumenti ottici e hi meccanica celeste debbono a lui progressi e notevoli perfeziona- 
menti. Come Gauss amava di produrre, ma non aveva premura di pubblicare i suoi 
lavori. Quindi ha lasciato alcuni scritti inedili quasi compiuti, che saranno raccolti e 
falli conoscere al mondo scientifico dai suoi scolari ed amici. Di altri lavori dei quali 
parlava spesso e che nella sua mente erano già condotti a termine non rimangono 
che pochi appunti. Aveva vasta e profonda cognizione dell'Analisi pura, che nei suoi 
lavori applicava colla eleganza che si ammira nelle opere di Lagrange, e se non fosse 
stalo attrallo potentemente nel campo delle indagini sulla costituzione intema dei corpi, 
avrebbe contribuito di più all' avanzamento di questo importante ramo del sapere. 
Prima di Abel e di Jacdbi aveva avuto l'idea di considerare le funzioni inverse de- 
gl'integrali ellittici di prima specie, ma occupalo nei problemi di fisica matematica e 
di meccanica celeste non aveva dato seguito a questo pensiero che lo avrebbe por- 
tato alle scoperte analitiche che sono tra le più belle di questo secolo. 

Il cullo della scienza che egli aveva soltanto per il desiderio di scuoprire il vero, 
e non per il vero, e non per il desiderio di onori e d'influenza lo rendevano alieno 
dal darsi cura di divulgare i suoi scrini che quasi tutti compilati in lingua Italiana 
sono slati stampali in Italia, quindi all'estero era conosciuto e apprezzato general- 
mente meno di quello che meritava. 

I giovani matematici e astronomi avevano tutto il suo affetto ed era largo con 
essi d'incoraggimenti e di ajuli. Di quelli che davano di se buone speranze ne par- 
lava volentieri e con passione, e quando facevano qualche buon lavoro se ne com- 
piaceva e rallegrava come di un avvenimento fortunato per sé. 

Sempre calmo e sereno , affabile, pieno di benevolenza per tutti non si poteva 
avvicinare senza sentirsi compresi di amore e di riverenza per Lui. Caritatevole, non 
lasciava scontento nessuno che ricorresse a lui per soccorso. Quindi sono molto rari 
quelli uomini anche celebri per il loro valore scientifico, e per alti fatti, da quali 
sia stala pianta la perdita con dolore egualmente sincero e profondo. 
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INTORNO LA RISOLUZIONE DELLE EQUAZIONI ALGEBRICHE GENERALI 

MEDIANTE TRASCENDENTI. 

NOTA 
DEL DOTTOR ANTONIO PIEVANI. 



Nell'equazione algebrica generale: 

af -h a aT"" -+- b af*~* H- ^-r«*H-««=t; 

che per concisione segnerò anche col simbolo: E (x) = v, Tincognila (x) é nalural- 
menle funzione dei coefGcienli: a, ò, e, . . . , r, 9, v quantità fra loro indipendenti per 

essere la proposta equazione generale, sicché derivando rispetto a (v) ambo i mem- 

l 
bri di tale eguaglianza si otterrà: x'. E (x) = 1 cioè: E{x) = —j- ove (x') esprime 

X 

la derivata della (x) rispetto a (v) ed E{x) la derivala prima del polinomio E(x) 
presa rispetto la (x), 

L'Equazione trasformala che ha per radici gli (m) valori del polinomio E {x) 
corrispondenti agli (m) valori della incognita {x) sarà del grado (m) rispetto la nuova 
incognita E(x) che si segnerà anche con (y) ed ordinala terrà la forma: 

j^- 4- A y— ' 4- B ir~* + .... -hRj^'4-Sy = V 

ove A, B, ....yR, S, Y saranno funzioni intiere simmetriche rispetto gli (m) valori 
del polinomio E{x) cioè funzioni razionali intere e simmetriche delle (m) radici della 
proposta, quantità quindi indipendenti dalla (x) ed esprimibili razionalmente ed in- 
teramente rispello (a, ò, ..., r, s, v). 

L'effettiva ricerca dei parametri di tale trasformata presenterebbe invero qualche 
difficoltà nelle prolisse operazioni occorrenti; ma qui possiamo schivare le medesime 
col restringerci a dimostrare solo quel tanto che streltamenle interessa la presente 
nota, vale a dire: essere zero S coefficiente nel termine in cui non entra Tincognita 
(|^) che linearmente - essere il termine tutto nolo Y funzione razionale ed intera 
del grado (m — 1) rispetto (v), e da ultimo — che se nel primo membro della tras- 
formala in (y) si sostituisce a luogo della (v) inclusa nei parametri A, B, ..., R, S, 
il suo equivalente polinomio E{x) ed a luogo della (y) il polinomio E(x) da essa 
lettera rappresentato, quel primo membro, il quale non conterrà più la (v) che im- 
plicitamente nella (x), risulterà funzione intera del grado m{m — i) al più rispetto 
la (x). 

Tom. V. N. 8. 8 
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j^"* 4- (m — i)a. «7"* -4- (m — 2) ò. «7"' -h -har.», H- f 

wuj""* 4- (m — l)a. «7"* 4- (m — 2)ò. «J"» -h -h 2 r. », -H f 

m«7"* -h (m — 1) a. »*"* -f- (m — 2) ò. «7"* -h -+- 2 r. », -f- » 



maC^ -h (m — 1) a. a^""* -f- (m — 2) ò. »2"* •+• 4- 2 r. »^ 4- » 

ì quali (avuto riguardo alla relazione fra i coefficienti (a, b, e, ...., r, s) e le radici 

(^1 9 ^a 9 ^3 > ^m) *ono palesemente altrettante funzioni intere omogenee della 

dimensione (m — 1) rispetto le suddette radici, e però il prodotto in discorso, espri- 
mibile razionalmente ed interamente in funzione dei parametri della proposta, risul- 
terà funzione omogenea intera della dimensione m{m — 1) rispetto le di lei radici 
^19 ^»9 ^3) •••9^M e ^i conseguenza non potrà contenere cbe la potenza (m — 1) 
esima al più della (v), che é nolo, essere il prodotto deUe (m) radici scritte ulti- 
mamente, anzi conterrà effettivamente la potenza (v"^') mentre fra i termini del pro- 
dotto dei citati polinomii vi ha il prodotto dei loro primi termini m'" (»(.»,. », ... »«i)"*~' 
che equivale ad m'^fT"' in valore assoluto ed è il solo che contenga simile potenza 
di (v), dunque V è appunto funzione intera di grado (m — 1) rispetto a (v). Vengo 
a difldostrare la terza proposizione avvanzata da principio notando che la trasformata 
in (y) non è che l'equazione risultante dall'eliminare la (») fra le due E (») <» v , 
E{x) es y cosi che col sostituire nella stessa alle (v, y) rispettivamente i polinomii 
E{x), £*(») la si ridurrà ad una identità rispetto la (»); ma il secondo membro V 
della trasformata in (y), come funzione intera del grado (m — 1) rispetto a (v) già 
funzione della (») di grado (m), diverrà , dietro la detta sostituzione , funzione in- 
tera del grado m (m — 1) al più rispetto la (»); dunque anche il primo della tras- 
formata in (y) risulterà funzione della (») intera e del grado m{m — 1), al più come 
vuole ragione d'identità e come si asseriva. Per essere S = 0, giusta la prima delle 
tre proposizioni dimostrate, la trasformala in {y) terrà la forma 

(1) y* 4- A y--' 4- B jT-' 4- Cy*-' 4- -h Rjf* = V 

ossia la: 

(2) y'ìyT'* 4- Ay*-^ 4- By^* 4- C y"-* -+- 4- R l = V. 

Si iotiiloìsca alla (y) nel solo primo fattore (y*) del sinistro membro dì quest'ultima 

1 « i 

fl rispellivo equivalente --j- dato dalle eguaglianze: y »> F (»)«=> —p 



<») 



ivi l!r"'-^Ay^^4-By^*4-Cy^4- 4-Rl-V 
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Roveseiaii i nembrì di (jnesl'olliiiia ed estratUne la radice quadrala si ottiene 

(4) ^ ^ A 

• 1 r~* ^ Aj^-hBy^^ -f-R} ~ ^ V 

Ma per n terao leoima : il priuio inembro della tmloniiala in (y) riprodotta 
sotto (1) e (2) eoi aosUloim a luo^o Mia lettera (9) il poiinoono F(x) da ean 
rappresentalo ed a luo^o della (9) impiieiu nei coeffieientt A^ B» C^ . . . , R: l'equiva- 
lente poKnoinio £(«) si rìdnee a fnnnone intera del grado m(m — i) ai più rispetto 
la (d^, epperè il polinomio 

f^-hA f^^BfT^ -h -i- a 

seeondo fottore nel primo membro della (S) diverrà dietro P accennata so s titmi oae 
ftmaione intera del grado (m — \) (m — 2) al più rispetto la (x) di eoi (9^ alito 
fottore del citato membro è fonzione razionale intera del grado S(m — 1). 

Segnando ora con cp (rr) b fensione intera per (a:) di grado (m — 1) (nt — S) 
al più, eqoiTalente al polinomio seritlo «Itimamente e eon ^ (9) la fomione indipen- 
dente dalla {x) intera e del grado (nt — i) rispetto la (9) rappreaent^a <b Y per 
faddietro ginsU fl secondo lemma^ si ha dalie visibifi sostitmioni nella (4)r 

s^ 1 

In questa equazione alle derivate di primo ordine le variabili si trovano già visi- 
bilmente sqiarate e però integrando rieletto a (v) ambo i membri della medesima 
si otterrà in F (s) =f(9) -i- ib b primitira completa, ove F(x) rappresenti la pri- 

1 1 

mitiva rispetto b (x) della funzione , , , e /(v) b priaùtiva ddb -; are- 

• ?(*) -^ •*(»)'^ 

sa rispetto alb (v) daUa quale è indipendente b costante arbitraria (k) introdotta 
dairintegrazione; ma una primitiva dell'equazione: 

• ?(*) •*(») 

h necessariamente la E(x) =^v mentre da questa seconda b prima appunto si è de- 
dotta , né questa può essere la completa non contenendo b costante arbitraria, né 
molto meno la singolare non soddisfacendo le note coodizioiii caratteristicbe di colali 
prifiifitivey dunque ne sarà necessariamente una equazione primitiva particolare; cioè 
la E{x) =* V esprime l'istessa relazione che la F (x) = / (v) + k ove Farbitraria (jlr) 
indipendente dalla {v) vei^ opportunamente determinata. Ora sb (e) per ipolesi 
quello od uno di quei particobri valori delb costante (k) che riducono -b 

F(«)=/(r)V* 
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alla E (x) = v, e Teguaglianza F {x) = /(v) -h e che lega fra loro le F (»), f{v) 
funzioni generalmente trascendenti potrà assumersi a luogo della E (x) = v. Onde 
avere la (e) si osservi che sostituendo alla (v) nella equazione più volle citata 

F (X) = f(v) -h e 

il rispettivo equivalente E {x) dato immediatamente dalla proposta cui 1* antescritta 
corrisponde effettivamente la si trasformerà in una vera identità rispetto la (x) ossia 
in tale eguaglianza che è indipendente da speciali valori della (x)f cosiché se nella 

F{x)^ fE(x)-^c 

si ponesse zero a luogo della (x) la risultante dovrebbe tuttavia conservarsi necessa- 
riamente vera. Ma effettuando Tannunciala sostituzione si ha: F (o) = f(o) + e, per 
essere E {o) = o, e quindi: e = F(o) — /(<>)» 'a quale offre il particolare valore (e) 
della costante (k) che si domandava. Ordinariamente avviene che F (o) — f(o) sia 
una espressione la quale presenta più valori che designerò per (e, , e,, C3, C4, ...»c„) 
ritenendo il simbolo (e) a denotare Tuno qualsiasi fra gli enne prenotati valori, ed 
in tale occorrenza le enne equazioni desumibili dalla stessa: F (x) = /(v) + e col 
costituirvi successivamente alla (e) le (e, , e, , C3 , . . . . , c„) esprimeranno tutte 
la stessa relazione rappresentabile dalPunica E (x) = v che è la proposta. Indicando 
con $ l'operazione inversa reciproca della F si avrà; a; = $ { f{v) -he} ed i di- 
versi valori della incognita {x) dipenderanno dai diversi valori della (e) : le opera- 
zioni trascendenti che entrano nelle funzioni $ , f accade altra volta che si elidino 
fra loro nella trovata espressione di (x) sicché la (x) ne rimane espressa soltanto per 
funzioni algebraiche ed in allora abbiamo la risoluzione algebrica della equazione 
E{x) = v; ma più soventi accade che le delle operazioni trascendenti non si distrug- 
gano scambievolmente ed allora Tequazìone proposta E (x) = v non é risolubile al- 
gebricamenle, vale a dire V incognita (x) non può venire espressa mediante i para- 
metri della proposta col ripetere un numero di volle finito sopra i medesimi le sole 
prime sei operazioni elemeulari dell'algebra quali sono: somma e sottrazione, molli* 
plica e divisione , innalzamento a potenza ed estrazione di radicali ; ciò che per lo 
appunto arriva nelle equazioni algebriche di grado superiore al quarto come dimo- 
strava innanzi tutti il nostro Ruffini e quindi poneva al sicuro d'obbiezione di sorla 
il Norveggio Abel coll'esatlezza e lucidità che dislingue ogni di lui lavoro. Anziché 
con una sola equazione conviene soventi rappresentare la relazione fra (x) e (v) me- 
diante due simultanee le quali includino una nuova quantità da eliminarsi onde poter 
usare delle tavole che traducono a numeri le funzioni trascendenti involle da simili 
equazioni, ciò che speditamente si ottiene col seguente processo. Nell'equaziono 

F {x) == f(v) 4- e 
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ytpgni: F(|b) «« 9 e fi arri: /(«) s» s — e rììimtmio ora toignaia per T Ir tm- 
uom iorersa di f watoam per # già rileneauM indicala llsTetsa della F fi oller- 
ranno: « => # (s)^ « s> Y (s ~ e) eqoaxioDi gininkanee ore (s) è qnanlità da elind- 
nani e le qoali aaferìscooo: che le neDa propoala equazione: E(x)==^9 n esprìme 
la quantità tutta nou («) mediante la traaeendente ^(% — e) la (x) soddisfaeente 
qoella equazione sarebbe la trascendente # (s), orrero indicando con (••) la quantità 
(x — e) : se («) nella proposta si rappresenta con T (••) la (x) verrà espressa da 
#(» + e) quantità che può avere diversi valorì a seconda dei diversi valorì della (e); 
ma tali generali considerazioni prendono nuova luce dalFesame di alcuni casi parti- 
colari ad analizzare i qoali mi affretto. 

Fra le equazioni meritano speciale menzione quelle che presentano la forma tri- 
nomia: of* -f- a. d? =» d cui si ponno ridurre come è noto le generali stesse del 2*, 
3*, 4% 5® grado. Derivando quell'equazione generica rispetto a (ò) e designando con 
(x)' la derivata della (x) riguardo lo stesso parametro (h) si ricava: 

}m.ar-'4-aJ«'= 1 

L'equazione trasformata che ba per radici gli (m) valorì del polinomio (maT^^-^ a) 
corrispondenti agli (m) valori dell' incognita (x) sarà la risultante dall' eliminazione 
delle (x) fra le due: aT -^ a, x -=;» h^ mxT'* + a = f se si assume la (f ) per sim- 
bolo della nuova incognita. Cavando il valore della (x) dalla seconda equazione si ba: 



V »» 

valore che sostituito nella prima la riduce alla: 

y-+-(m- i)tt / jf — g ^ 
m y m 

la quale non involge altrimenti la (x) che nella (y) ed è subito ridotu a forma ra- 
zionale intera rispetto la nuova incognita (y) coH'esegnire la potenza (m — 1) esima 
di ambo i membri e moltiplicandoli in seguito per la quantità (m*) mentre si ricaverà: 

{ y-f-(m— i)o}— « }y — tt} =m-.ft— * 

cioè: 

"^ a.s.4....r "^-^ -H...+ 5 «r-.r 

-»-(» — 1)— '.•—*. f +(• - 1)"-'*"-^'} i J - • } = 1»". **-" 
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e sviluppando il prodotto indicato nel primo membro e trasferendo qnindi nel se- 
condo i termini che non contongono la (y): 

ti. <«v »_• 19^ (ti^ "— 1)* (m — 3) . -__, 
\yr'h m(m— 2)o.if-« H ^ ^ 'a*. yT'* -H 

fit(m — !)(.... )(fii — r-f-l) / -1.W./ *i ..• -_.. 
'^ 2.3.4. .r ^^ ~ ^^^ ■" r — l)aX"" H- 

m(m— ir"^(m — 2) . , , m(m— ir~* .^, •, «.-../ ^v-^. - 
-H -^ ~^ ^o'"-^ if'H — ^ — ^-^ — o*-*Vl=m"'.ò'"-'+(m— l)"-»o"' 

€ raccogliendo il fattore y* 

y. {,— _,. „(« _ a)« /•-' + »»("» - mnt - 3) ^. ^^ ^ 

Sostituito alla (y) nel fattore y* visibile nel primo membro di quest'ottima il rispet- 

i 
tivo equivalente -7- si rovescino i membri della risultante e se ne estragga la ra- 

X 

dice seconda 



(«) 



X 



ove 



v/{ jT"' -f-tn(m — 2)aif*~' 4- .... -h M-h ..., -f-NJ. 

^ 1 

"" V^ } m- ò"-« -+. (m - l)*— « or 

^ fii(m—l)( )(m — rH-1), -.,w./ *. rji—fw. 

„ m(m — 1)"^' (m — 2) ^ . m(m — 1)"^* ^, 
N = -^ '-^ ^a—' y H- -^ g-^ — a"^". 

Il divisore nel primo membro non conlenendo la ((} che implicitamente nella (y) si 
rìdurrìi a funzione della sola variabile (x) col sostituire nel medesimo alla (y) ovun- 
que il suo valore {mxT^^ -4- a) con che ambo i membri della precedente ne appa- 
riranno funzioni derivate esatte rispetto la variabile principale (() ed integrando ot- 
terremo la cercata relazione fra quantità generalmente trascendenti equivalente alla 
proposta: of* + a. X «9 ò. 
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Ponendo nella precedente (a) m= 3 abbiamo: 

x' 1 



(1) 



e sostituendo alla (y) il rispettivo equivalente (3 x* + a) che si ricava dalla 

y = m aj~~* 4- « 
si ottiene: 

x' 1 

v/{3a;*4-4a} ^ v^j27 6'-f-4^' * ' 

Una primitiva particolare di quest'ultima è necessariamente la x^ -hax^b da cui 
la medesima direttamente deriva , come già si osservava nelle generalità premesse ; 
cioè l'equazione x^ -h a. x =^ b esprime l'identica relazione che sotto altra forma è 
rappresentata dalla equazione primitiva generale che si ha integrando ambo i mem- 
bri della (2) rispetto la (b) determinando opportunamente la costante arbitraria in- 
trodotta dagli integrali indefiniti. 

L'accennata integrazione può essere eseguita sia per trascendenti logaritmici che 
per funzioni circolari e gioverà attenersi di preferenza all'una o l'altra rappresenta- 
zione delle priiAitive in discorso a seconda del valore e del segno del parametro (a) 
onde evitare l'immaginarietà apparente. 

Incomincio ad integrare i membri di quella equazione alle derivate ponibple sotto 
la forma più commoda all'uopo: 



\/K ■" ^1 ' \7ìr^ 



27] 
mediante logaritmi ed ottengo col designare {k) la costante arbitraria: 

ad avere quei particolari valori di {k) che riducono la primitiva completa attuale alia 
particolare equivalente alla proposta: x^ -ha. x =^b si usi del metodo accennato più 
sopra che da: 

, = ,ogy/^-..ogy/|l 

cioè, designata per {») una fra le radici terze dell'unità: 

* = «ogv/y- log y |x « = '"8(* «) 
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Dunque la: s^ -{- ax=b noo è che la: 



ossia: 



d'onde: 



log |«-Hy/*» + ^j = Ioga. y/l + y/^ + iij 

e trasporlando la (x) visibile fuori da radicale nel secondo membro per eseguire in 
seguito il quadralo d^ambo i membri della risullanle si ottiene di tratto: 

dalla quale si ricava immediatamente il valore deUMncognita (x) sotto la forma or- 
dinaria che compendiosamente esprime tutte le tre radici deirequazione algebrica pro- 
posta a risolvere x^ -^ a x = b avuto riguardo al triplice valore di (a). 
Integrando ora per funzioni circolari l'equazione: 



* 4 1 



si ha, designata per (k) la costante: 



Ang. sen/ — \ = | Ang. sen 





Onde rinvenire quei particolari valori della arbitraria (k) che riducono la primitiva 
completa esposta a quelle equazioni primitive particolari equivalenti alla stessa egua- 
glianza x^ -^ a x = b si faccia, come si è veduto addietro, nella completa in esame 
(x ss e b==^ ó) simultaneamente, con che si riduce alla: 

Ang. sen (o). — j Ang. sen (o) = Ac, d'onde: k = | Ang. sen (o); 

ma indefinito è il numero degli angoli il cui seno è eguale a zero, è precisamente 
sono quelli dati dalla forma generica (r. ir) ove (r) è numero qualsiasi intero posi- 
tivo negativo e (te) esprime l'angolo di (180) gradi sessagesimali ossia la semipe- 
Tom. V. N. «. 9 
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2 r X 
rìferia graduala del circolo che ha per raggio raoilà; donqoe: k =■ -^-^ dove (r), 

ripelo, esprime un nooiero intero qualsiasi positivo o negativo od anche xero. L'e- 
guaglianza quindir 

A /*\.* / h \2. r. » 

Anf^. sen 



(7^)"**"'-(v=S) 



per (r) zero ovvero numero intero positivo o negativo non esprime che quella stessa 
relazione fra le (x, a, b) data nella 9? -¥ a. x =z h-, ma da quella si ha tosto: 



= \/(-^)«enj ^°«''°(27^) 



-»-2.r.«i 



che da appunto le tre radici della proposta mentre se ben si attende il secondo mem- 
bro di tale eguaglianza è nna funzione periodica di tre valori distinti. Anche qui 
sebbene meno visibilmente le funzioni trascendenti che entrano nel valore di (x) si 
elidono fra loro per lasciare la (x) rappresentata dalFordinaria forma Cardanica come 
si vedeva nella formola cavata dalla primitiva completa espressa per logaritmi, for- 
mola che si poteva dedurre dalla precedente valendosi della nota relazione che lega 
le trascendenti logaritmiche alle circolari. In quella relazione propriamente riposa la 
ragione per cui si presenta il cosi detto caso irreducibile che sparisce usando le fun- 
zioni circolari; infatti la precedente eguaglianza ai trascendenti circolari involge im- 
maginarietà apparente tutte le Volle che il parametro (a) è positivo nella: 9?^ax^=h 

che essendo negativo -r- supera — come è spedilo il convincersene dalla semplice 

ispezione della (^) mentre nel primo caso risultano immaginarie le quantità 



\/-T' ^"«•'«'•(aT^') 






e nel secondo assurda la Ang. sen Izr-f- 3 ) che esprimerebbe Tangolo che ha per 



seno una quantità maggiore dell'unità. 

Nella primitiva completa espressa per logaritmi, e però anche nella algebrica che 
ne dipende, accade precisamente il rovescio mentre la medesima presenta l'immagi- 



a' 



narietà igi^parente nel caso che il parametro (a) essendo negativo — superi in va- 
lore assolato -j-. Le forme di risoluiione delTequazione a^ -4- a.x » ò per traseen- 
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denti logarìlmici e per funzioni circolari si debbono ritenere complementarie valen- 
dosi delFuna quando I* altra si rende illasoria e viceversa. Onde usare delle tavole 
conviene presentare I* equazione ai trascendenti circolari altrimenti mediante intra- 
mezzo di una quantità da eliminarsi fra due equazioni simultanee col seguente pro- 



cesso. Si ponga Ang. sen 






e 8. avr.: Ang. md {jj^J = 3 

le quali due equazioni equivalgono 



dove supponendo 2 1 / — « = P <>S8Ì«' <* = j- 8i ottengono: 

ò = — j p^ sen (»), « = p sen I ^ j 

le quali asseriscono che Icquazione di terzo grado 

3 1 

x^ — - -rp* * ■+■ T p'sen [%) = 

4 4 

ha per radici i tre valori della funzione periodica: p sen I — '— j o per esprimer- 
mi altrimenti: se nell'equazione x^ -+- ax = b si rappresenterà (6) eolla trascendente 

/ o^ 
circolare 2 sen (z) 1 / — — la {x) soddisfacente quella equazione sarà la funzione cir- 

(z -4— 2 r ir\ / o 
— I ove (p) non è che la quantità 2 % / — - e da qui si rile- 
va che deve essere negativo il coefficiente (a) onde risulti reale il raggio (p) e tomi 
quindi opportuno l'uso di trascendenti circolari. 

Per le equazioni Irinomie affette da grado superiore al terzo, giovando la tras- 
formazione delle variabili, premetto le seguenti generali considerazioni che ne esime- 
ranno dal ripetere le stesse formole in ogni caso particolare e ne segneranno un pro- 
cesso uniforme e spedito ad ottenere le trasformazioni occorrenti o più opportune 
all'uopo. A ciò si richiamino le eguaglianze fondamentali più volle citale: 

xT "h a X =^b^ y ==m, x"^" -(- a, 
x' _ 1 

V^if-» -h ....-+- M-+- .... "" ^m"" 6^'-"' H' (m — ir-'^^ 
ove M ritiene il significato altrove atlribnitogli 
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dalla prùna delle quali si ba: «à = x {wuT^* + «mi) e per la aeeoada: 

«i^==x[f 4-{m— i)a] 
eaegoijeo la polensa (m — 3) di entraoibi i membri della altaale eoo elw n ka: 

m— ^ 4r-3 = ar-^ [y -+- (m — i)a]"^ 
elw moltiplieata membro per membro eon [m* (m — 1)* x*~'] da: 

(m-l)" IH—*. èr-\ mar- = m*(m-i)'x«— *. [y 4- (m - 1) a]^^ (7) 



ora si oaserri che stante là secooda delle Ire premesse equaxioiii («af*~*) è epMle 
ad (y — a) e che dalla di lei derivata rispetto a {h) si ba: 

^=fn(m— i) 

(7)* = ^* <m - !)• 
e che però la (7) equivale alla 

(n.- D' m-^. «r-J (, _ fl) = {^\'[y + (m~ l)a]-* 

dai membri della qoale estraendo la radice quadrata e dividendoli quindi per 

ne deriva: 

«^ ^m— » (y - a) 

Moltiplico i membri della terza premessa rispettivamente per i membri di quest'ul- 
tima ed ho definitivamente: 






I 



V \ m-. ir-» -h (m — 1)—" oT \ 
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nella quale equazione le variabili sono (b) ed {y) ed ambo i membri derivate esatte 
rispetto a (b) sicché le variabili vi si trovano visibilmente separate. 

Lo scopo di simile trasformazione di variabili è evidentemente quello di ridurre 
il polinomio che entra sotto radicale nel primo membro della (oc) al minor grado pos- 
sibile rispetto la variabile onde averne l'integrale esprimibile per più famigliari tra- 
scendenti colla condizione che la nuova variabile assunta alPuopo non trovisi legata 
colla antica equazione algebrica di grado eguale o superiore a quello della proposta 
x*" + a. X = ò, che altrimenti vana tornerebbe ordinariamente tal ricerca come quella 
che per risolvere l'equazione di grado (m) ci condurrebbe alla necessità di risolverne 
altra di eguale o superiore grado per avere rcffctlivo valore delfincognita {x). 

Ma onde rilevare a qual grado ascenda il polinomio sotto radicale quadrato nel 
primo membro della trasformata scritta poco indietro rispetto la nuova variabile (y) 
bisogna considerare separatamente i due casi che (m) cioè rappresenti un numero 
pari ovvero uno dispari, vale a dire: che (m) sia rappresentabile dal simbolo (2n) 
4)vvero dal (2n -f- 1) ove (n) designi una qualsiasi fra le cifre. 

Nel primo caso Tequazione alle derivate precedente col fare m =^ 2. n diviene: 

j.. y'[y+(2n-^l)a]"-' (2 n — l)6"-'v/6 

^ \ !/*"■"' 4- P) (y* H- Q) (2 n)*"-* } )/ \ (2n)*" b^"'" ■+- (2n — l)*"-»o*" } 

dove il polinomio sotto il radicale nel primo membro, eseguendo la moltiplicazione 
indicata, riducesi al grado (2 n) rispetto la (y), cioè allo stesso grado della propo* 
«ta: x*^ -h a X = b. 

Nel secondo caso l'accennata equazione alle derivate col fare m = 2 n -4- 1 di* 
viene: 

(B) y'(y-H2na)"- 2n 6^' 

^ ^ ^}(y'"""-+-P')(y— o)(2n4-ir-' } }/ {("itn-^- ì)'""' X ft*" 4- (2 n)*" o*-^'} 
essendo 



P' = (2n -h 1) (2n — 1) at/*"-* -h ... -h 



(2n H- 1) (2n) 



»"— I 



,»»— I . 



P = 2n(2n — 2)ay"— ' -f- .... H — 






Q = (2n - 2) a y — (2n — l)a* 

dove il polinomio sotto radicale nel primo membro, eseguito il prodotto indicato, si 
presenta di grado (2 n) rispetto la (y), cioè di grado inferiore d*una unità da quello 
della proposta: «*"■*** -f- a « = fc. 

Una particolarità notabile comune ad entrambi le equazioni aUe derivale prodotte 
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uUimamente si è che i rìspettivi secondi membri» indipendenti dalla (y), sodo inte- 
grabili per funzioni circolari o logaritmiche rispetto la variabile principale (b)^ come 
di leggeri si apprende dalla ispezione dei medesimi membri. 

Integro rispetto a (() ambo i membri della (1) indicando con ^ {y) la funzione 
di (y) integrale del primo membro e con ^ {h) la integrale del secondo e per {k) la 
costante arbitraria voluta dall'integrazione , e sarà : 9 {y) = ^ (b) -h k la primitiva 
completa della accennata equazione di cui ds^ + a x = 6 ne é primitiva particolare. 
A rinvenire quei particolari valori di (k) che rendono la completa equivalente alla 
particolare riprodotta ultimamente si osservi che sostituendo- nella primitiva 

*(!/) = *(^)-+-^ 
equivalente alla proposta a luogo della (b) e della (y) rispettivamente i loro valori 
oT •+- a,Xf mxr~^ + a la si trasformerà in una identità rispello la (x) e che però 
si conserverà vera anche allora che alla lettera (x) venga sostiluilo lo zero; ma es- 
sendo b = ax-^ oT ed y = o-|- mx'*"' il supporre « = è lo stesso che porre 
6 = ed y = a simultaneamente, per lo che i ricercati valori particolari di (k) ne 
saranno porti dalla (i> (y) = ^ (b) + k col sostituire nella slessa alla (y) la (a) ed 
alla (b) lo zero, cioè sarà: k = ^ (a) — ^(o) e la (y) — ^ (a) = 4* (6) — 'l' (o) che 
si ottiene col 4H)rre nella premessa primitiva completa per (k) quel suo particolare 
valore trovalo ullimamenle equivarrà, sebbene sotto diversa forma, alla proposta: 

aT -h a X =b. 

Ponendo nelle generiche (A), (B) a luogo della lettera (n) la cifra (2) si otter- 
rebbero le due seguenti equazioni 

Y/|(y'-f.l5ay*+80a'y-|-160aA(y-aV ' y/JM-h-j^a* 

Dalla prima delle quali integrando si ricavano le trascendenti che risolvono la 
equazione di quarto grado x^ -^ ax=b e dalla seconda si ottengono analogamente 
le trascendenti che risolvono V equazione generale del quinto grado già ridotta col 
noto processo , alla forma irinomia: x^ + a x = 6; ma dalla ispezione delle sopra- 
segnate equazioni alle derivate di leggieri si rileva , che i rispettivi primi membri 
sono integrabili per trascendenti ellittiche non contenendo sotto radicale che polinor 
mii intieri di quarto grado rispetto la variabile (y) ed i loro secondi si integrano 
per funzioni circolari, cosi che quelle equazioni non rappresentano propriamente che 
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due diverse relazioni fra Irascendenli ellilliche e circolari, donde deriva che le equa- 
zioni generali di quarto e quinto grado si ponno risolvere per trascendenti ellittiche, 
come d*aUronde già si conosceva dietro i lavori di Kronecker , Hermite , Brioschi. 
Se nelle eguaglianze (A) e (B) si sostituisce alla (n) il numero (3) si otterrehhero 
due equazioni alle derivate che integrate darebbero le trascendenti che risolvono le 
equazioni di sesto e settimo grado della forma trinomia più volte citate e queste di- 
penderebbero dalla integrazione di una funzione della {x) della forma: 

^ix) 
^x^-hax^-^bx^-hcx^-hdx^-i-ex-h/ 

ove P (x) rappresenta una funzione razionale della (x) ed (a, b, e, dfC^J) quantità 
costanti rispetto la stessa variabile (x), altrettanto ripetesi per le equazioni dei gradi 
superiori che tengono la forma della generica: x^ -^ a x =^ b. 

Una trasformazione di variabili analoga a quella usata, per le equazioni alle de- 
rivate prese in esame ultimamente come quelle dalla cui integrazione dipende la ri- 
soluzione per trascendenti delle equazioni della forma trinomia: .t"* + a x = 6 , si 
potrebbe introdurre opportunamente eziandio in quelle alle derivate, citate in prin- 
cipio della attuale nota, e dalla cui integrazione si ripete la risoluzione delle equa- 
zioni algebraichc generali mediante funzioni trascendenti che hanno per derivata ri- 

spetto la variabile {x) una funzione della forma —. — ove F (x), <f(x) rappresentano 

V ?* 
funzioni razionali della stessa lettera assunta per simboleggiare la variabile. 

Da Tirano di Valtellina il giorno 8 Marzo 1863. 
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ALCUNE PROPfilETA' DI UNA CURVA TRASCENDENTE 

NOTA 
DEL PROF. MATTIA AZZARELLI. 

MAGGIORE d'artiglieria. 



1. Nel e Manuel des candidats à l'école polytechniqne par Eagene GaUian » si 
trova enuncialo, pag. 331, il seguente: 

Problema. Une infinite des circonférences sont langentes à une méme droite en 
un méme point. On prend sur chacune d*elles, a partir de ce point, un are de lon- 
gueur constante. Quel est le lieu des extremités des ces arcs? 

Soluzione. 

Si rappresenti con A il punto di tangenza di tutte le circonferenze, e sia questo 
Torigine delle coordinate. Immaginando la circonferenza descritta con un raggio scelto 
per unità, si rappresenti con Am, il suo quadrante, che intenderemo portato su tutte 
le circonferenze tra loro tangenti a partire dal punto A. Per questo punto intende- 
remo condotti gli assi Ax, Ay, e sul primo che si trovino i centri delle successive 
circonferenze di raggi 

e di centri 

Cu Cj, C3, . . . . C» 

Si consideri la circonferenza di raggi r, e su di essa a partire da A s'intenda portata la 

lunghezza del quadrante r- : designando con m« Testremità delFarco si pongano x, y 

le sue coordinate rettilinee. 

Si dica u Tarco di raggio uno corrispondente all'arco Am, avremo: 

Am, = r, M, 
e per condizione 

r.u=l (1) 

Il triangolo rettangolo e, p, m, ci dà: 

2f = r, sen ti, « = r, (1 — cos «) (2) 
dalle quali: 
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e quindi: 



u u 

sen- cos - 

2 2 


1 


X y 


-Vx^-^y' 


onde facilmente deduciamo: 




2xy 

sen tt r ^ » 

«• + y* 


COSI» — ^j— ; — r 


e per la (i) 






ir 



2Arc.sen( = , ^^ , ) 

\ ^" ■+• y / 

che soslituilo nella prima delle (2) ci dà: 

2xy ir « 
?-^ = sen -, ' 3). 

«' -+- y « H-y* 

Da questa deduciamo ancora: 

05* — «* ir « 

__ ? = cos -T r 

X» H- y' a* -f- y* 

e quindi 

2 X tf rx 

ovvero 



X* 

2. L'equazioni trascendenti ed implicite (3) e (4) rappresentano la legge colla 
quale si succedono i punti componenti la linea voluta dal problema. Però onde stu- 
diarne più facilmente Tandamento suo faremo uso di coordinate polari rappresentando d*ora 
in poi per r il raggio vettore, e (p l'angolo ch'esso forma coll'asse delle ordinate, onde 

X = r sen <p , y == r cos 9. 

Sostituiti questi valori nella (3) (4) dopo semplici riduzioni si ottiene 

la quale ci dà un significato geometrico del rapporto del seno all'arco. 

3. Alcuni valori principali che acquista il raggio vettore. 

Siccome la (5) conserva l'istesso valore e segno tanto per l'arco positivo quanto 
negativo, cosi il nostro esame si limiterà soltanto ad alcuni valori positivi di ?« Sia 
Tom. V. N. f . 10 
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f s=3 0: si troyerà r = ^ 

mentire è nolo che per ralorì nulli dell'arco é: 

,. «en © . 
lim I.=r 1. 

? 



Per 



f=^> 8Ìbar='/2, 



come doveva essere, mentre in questo caso r è la ipotenusa di un triangolo rettan- 
golo isoscele di cateti eguali all*anità. 

ir 
Per ^ = - : risalta r = 1 

» TT ir 2 1 

Per T = 2-^-4 •• """•""ITà 

il quale valore si potrebbe facilmente costruire. 

ir 

Se si fa: (p = 2. - : si ottiene r = 0- 

ir 

Di qui risalta che il raggio vettore tra i limiti f =: 0, f = 2 . ~ è andato continua- 

mente diminuendo partendo dal massimo valore ^* 

Si supponga ora : ? = 2. ^ -H -r : si troverà r = — - —j- - 

2 4 D y2 

Fin qui i punti della curva si erano trovati là dove Tarco positivo tagliava il 

raggio vettore, ora risultando Tarco di segno contrario al raggio vettore, dunque que- 

«st'ultimo deve prolungarsi oppostamente , cosi che la curva si trova nei due primi 

quadranti di centro A. 

ir ir 1 

Sia ancora 9 = 2 . « H- ^ : avremo r =2 — -• 

2 2 o 

,v -. ir ir . . 2 1 

Per 



^ = 3.- + ^: ™alur=--.-^- 



ir 

Per (p s= 4 . - , si ottiene nuovamente r = 0. 

Dai valori di r acquistati tra i limiti (f=:2.-j ^=3.- 

2 À 

si rileva che lorquando l'arco trovasi nel terzo quadrante il valor numerico del raggio 
vettore ammette un massimo. 
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Se ora si continua l'esame dei valori di r si vedrà che la curva si dovrà tro- 
vare nel primo e secondo quadrante perchè per 

si ottengono pel raggio vettore 

21 1 21 _ 

Dunque lorchè l'arco 9 termina nuovamente nel primo quadrante il raggio vettore 
acquista un valore massimo. 

Anzi che portare più a lungo questa determinazione di punti della curva rimar- 
cheremo: 

a) che la curva è simmetrica rispetto Tasse Ay, e che dopo il ramo principale, 

cosi diremo la parte compresa tra i limiti f = 0, <p = 2. -, si compone di un nu- 

mero indefinito di ovali le quali sono tutte tra loro tangenti al polo A. 

b) che ammette pel raggio vettore un numero indefinito di massimi valori il primo 
dei quali corrisponde a 7 = 0, e gli altri si trovano tra i limiti 

^2 * 2^ 2** 2' 2*^ 2' ' ' ' ' 



ed in generale tra 



2n.-, e (2n^i)^. 



4. Data una idea delPandamenlo della linea si voglia ora assegnare quali siano 
valori dell'arco 7 che rendono massimo il raggio vettore. 
L'equazione 

TT sen 9 
^ "^ 2* <f 
ci dà la condizione 

f cos 9 — sen 9 =: 

ovvero tang 9 = 9 

che si riduce a trovare un arco circolare che eguagli la sua tangente. 

Questa equazione è stala trattata già da Eulero nel secondo tomo dell'Introdu- 
zione all'analisi infinitesimale; da Cauchy nel tomo 1? degli esercizj di matematica 
pag. 298 e dal sig. Terquem nei suoi annali, fascicolo 1? dell'anno 1856> e dessa 
equazione trova una rappresentazione geometrica nella nostra curva. 
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È facile dimostrare che tale equazione ammette tre radici nulle. Si pongano le 
serie del seno e coseno nella penultima equazione, o quella della tangente nell'ul- 
tima, e nell*uno e nell'altro caso avremo: 



3/1 2 <p» 17 <p* \ ^ 

dalla quale 

^' = ^^3^3—^ -*- 3757773 ^*-*--=^ 

La seconda equazione formandosi di una successione indefinita di termini non può 
servire per assegnare gli altri valori della variabile capaci di rendere massima la 
proposta; quindi rimanderemo per la completa sua risoluzione ad Eulero e da esso 
prenderemo i valori differenti dallo zero che approssimativamente verificano 

tang 9 = 9, 

cioè designando fi » fa 9 93 , ... le radici avremo 

y, = 257», 17', 12" 

(p, = 442 , 37, 28 

(P3 = 624, 45, 38 



i quali valori valgono a conferma di quanto deducemmo lorchè assegnammo alcuni 
punti della curva. 

£ facile riconoscere che 

Dv?!^<o 

? 

onde 0, f 1 , 9, > f 3 . . . . 

rendono massima la funzione. 

5? La quadratura della superficie contenuta dalla curva presenta qualche inte- 
resse, mentre per essa abbiamo una rappresentazione geometrica di un integrale de- 
finito fra i limiti ed co abbastanza noto per i lavori degli analisti. Tale è la funzione 



r 



sen ry ir 

1 « 



Generalmente per la quadratura abbiamo 
e nel caso nostro tari: 



PURA ED APPLICATA. 77 

? 



. . r . . . T* r-d9sen' 

Considerando l*intcgralc indefinilo, ed integrando per parli avremo: 

Jd 9 sen* <p sen' <f Céff sen 2 (p 
—7—= r'^J~ 



? 

sen' <p 
Il termine è nullo tanto al limite zero quanto infinito: dunque 

? 

sen 2(p 7r 
~9 ~"2 
e quindi 



J'** d(p sen' <p r * d^ 
o ?' J o 



^ « 4 2 



6? Onde riconoscere sempre più l'andamento della curva si dica /u l'angolo for- 
mato dal raggio vettore colla tangente in un punto qualunque, e perchè 



nel caso attuale sarà: 



r d 9 
tang/x = ^ 

langa = f^^^ __rlangjL. 

9C0S <f — sen (f tf — lang^ 



Di qui risulta che in tutti i punti nei quali il raggio vettore è massimo, la tangente 
è normale ad esso, mentre per tali punti sappiamo essere 

tang 9 — (p = 0. 

Essendo per la sotto tangente e sotto normale 



avremo: 



dr 


dr 

*• df 


rr 
s, — — — ■ 


sen*<p 



2 f cos (f — sen <p 



TT <f cos <p — sen^ 
" 2 f 



onde riconosciamo che per tutti i punti di massimo la sottotangente è infinita e la 
sottonormale è zero. 

Osserveremo ancora che la curva per tutti i possibili valori di <p rivolge la con- 
cavità al polo. 
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Perché ciò abbia laogo è noto che generalmente deve verificarsi la condizione: 



r»^-2 



^ , djr ir /9COS9 — 8en«\ 

Ora essendo: -— = -11 1-, il 

d^ 2\ ip / 

d*r ir /2 sen f — 2 f cob 9 — f • sen <f\ 

df' "^ si \~ p ) 

troveremo che dovrà essere positiva la funzione: 

2f* — 2fsenfcosf 
la quale si riduce a: 

f (2 f — sen 29) >> 

che è sempre verificata essendo l'arco maggiore del seno. 

Poiché la curva é sempre concava rispetto il polo ne siegue che non ammette 
punto di flesso contrario. 

7? Termineremo col dimostrare il seguente: 
Teorema. Se nei punti nei quali la curva incontra Tasse delle ascisse si con- 
ducono le tangenti, queste vanno tutte a riunirsi in due punti posti sull'asse delle 
ordinate, l'uno dalla parte positiva, e l'altro dalla parte negativa. 

Gli archi 9 ai quali corrispondono punti posti sull'asse delle ascisse sono dati 

IT 

generahnente dalla formola 9 = (2 ^ + 1) x ^^^ ^ P^^ uvere qualunque valore in- 
tero non escluso lo zero. 

±: 1 

Posto questo valore di 9 nell'equazione alla curva otterremo r =^ ^-r ?• 

L'istesso valore di 9 si sostituisca nella formola (S* 6) 

sen 9 

tang u = 2 ' , 

9 cos 9 — sen 9 

Tf 

ed avremo: ^ng/A = =^ (^ A + ^) o 

Ora essendo r tang jt^= r±:- 

quantità costante e indipendente da k\ dunque tutte le tangenti s'incontrano in due 
punti posti sull'asse delle ordinate ad egual distanza dall'origine delle coordinate. 
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Sur les yolumes des surfaces podaires 
PAR. T. A. HIRST. 



1. Il y a \ingt-quatre ans le Professeur Steiner, dans un des remarquables me- 
moires sur la géomélrìe pure qu*il presenta k TAcadémìe de Berlin, élablil des rap- 
ports trèsgénéraux et fort intéressants entre les aires des courbes podaires dérivées 
de la méme primitive en changeanl le poinl (origine de la podaire) d*où Ton abaisse 
les perpendiculaircs sur les plans tangents de la primitive. 

Il n*est pas k ma connaissance que personne ail essayé j*usqu*ici d*étendre ses 
résultats au cas des surfaces podaires; c*est robjet que je me suis propose dans ce 
mémoire. 

2. Avant d*enlrer en matière il ne sera pas, je crois, sans ulilité, pour faciliter 
la comparaison, de rappeler quelques uns des résultats obtenus par Steiner. (*) 

(( La courbe primitive etani fermée, quelle que soil d*ailleurs sa nature, le lieu 
des origìnes des podaires d*aire constante est une circonférence; et les diverses cir- 
conférences qui correspondent a différentes aires soni concentriques; le centre com- 
mun etani l'origine de la podaire d*aire minimum. » 

Steiner donna à ce centre le nom de Krummungs-Schwerpunct par suite d*une cu- 
rieuse propriélé mécanique qu*il possedè. Dans le fail si, dans chacun des points de la 
courbc primitive, on congoit qu' une quantité de matière se trouve concenlrce inversemcnt 
proportionnclle au rayon de la courbure, le KrummungS'Schwerpunct, c'est-à-dirc le 
centre de gravite de la courbe ainsi chargé sera précisémenl le centre commun des 
circonférences doni nous nous occupons. 

En 1854, seize ans après V apparition du mémoire de Steiner, le Prof. Raabe 
de Zurich (**) étendit le Ihéorème de Steiner aux courbes non-fermées. La défini- 
lion generale de Taire d*une podaire etani Taire de Tespace décril par la perpendi- 
culaire tandisque le point de contact décril Tare primilif, Raabe Irouva que les ori- 
gines de toutes les podaires de méme aire soni sur une conique. Les diverses co- 
niques qui correspondent à différentes aires soni semblables , semblablemenl placées 
et concentriques , le centre commun de toutes etani encore T origine de la podaire 
d*aire minimum, et bien qu*il ne coincide plus avec le KrummungS'Schwerpunct de 

(*) Journal de Creile, voi. SI, p. 57. 
{**) Journal de Creile, tol. 50, p. 193. 
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l'are primilif, il s*y relie inlimement, cornine l'a fait voir plus récemment le Docteur 
Welzig de Leipsick (*). 

3. Par rapporl aux surfaces il faut enlendre par volume de la podaire celai du 
cóne doni le sommet est l'origine et dono la base esl celle parlie de la surface po- 
daire qui correspond a la parlie donnée de la primitive. Gela pose , la suite fera 
voir que quelle que soit la nature de la surface primitive, les oriqines des podaires 
de volume égal sont situées sur une surface du troisième ordre jei^ìusìoìn on verrà 
que quand la surface primitive est fermée^ mais d'aUleurs tout à fait arbitraire, 
la surface, lieu des origines des podaires d'aire constante, est de second orare et 
l'ensemble de tels Ueux se compose de surfaces semblables, semblablement placées 
et concentriques dont le centre commun est l'origine de la podaire de volume mi- 
nimum, 

4. Gomme il est bon d'employer la méme mélhode pour les deux problémes ana- 
logues dans le pian el dans Tespace, il ne sera pas inutile de revenir un moment 
au probléme de Steiner. 

Représenlons par (G) la courbe primitive, par (P) la podaire doni l'origine A a 
les coordonnées x, y, et par (Pq) la podaire dont Torigine coincide avec celle des 
axes des coordonnées. On peut considérer la courbe comme divisant le pian en deux 
parties que Ton distinguerà en parlie exteme et parlie inteme; cela pose, soient a 
et |3 les deux angles posififs et moindres que n que fait avec les axes des coordon- 
nées la normale tirée d*un point M de la courbe primitive (G) vers la parile exteme. 
De plus , représenlons par p et po les perpendiculaires abaissés respectivement da 
point {x , y) el de l'origine sur la tangente en M de manière que leurs pieds m 
et nio soient les points sur les podaires (P) et (Po) qui correspondent à M sur la 
primitive. Les angles qqi délerminent la direction de Fune ou de Tautre de ces per- 
pendiculaires scront oc el p ou TT — a ei n — P selon qu'elle est tirée dans le méme 
sens ou en sens contraire par rapporl a la normale au . point M , de fa^oo que si 
nous regardons p et p^ comme positifs ou négalifs, selon qu'il se presenterà 1* une 
ou l'aulre de ces circonstaiices, nous aurons en general: 

p = Po — «cosa — y cosp. 

Si, de plus, nous indiquons par d 9 T are de la circonférence de rayon-anité , 
autour de Torigine , inlerceplé enlre des rayons dont les directions coincident avec 
celles des normales externes aux exlrémités de l'élément d < de l'are primilif M, et que 
nous conveniòns de considérer les éléments paralléles d 5 et d9 comme de méme signe ou 
de signe conlraire, selon que leurs directions coincident l'une avec l'aulre, ou sont op- 
posées Fune à Tautre, les élléments corréspondant d P et d P^ des aires des podai- 

(*) Zeltschrin fikr Mathemallk und ^bytlk; voi. 5, 1860; p. 81. 
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res (P) et (P.) wronl 

dP = £lÌi, dP. = ip.'d9, 

et» par la relation précédente, nous aurona 

2dP=« (po— «co8« — ycoa^)*òO 

d'oùy par integration^ on déduit l'équalion 

P«=Po - A,« — A,y 4- i(A„ «'-h 2 A„«y-f- A„ y»), 

dans laquelle P et Po indiquenl les aires dea deux podaires, et les coefficìents ont 
les valeura 

A, = Jp^àe, cosa, A, ==/po^^- «08 P 

A„ =/dfleos*«, A„ =/dflc08«cosP, A„ = /decos'p, 

qui ne dependent qae de la position de l'origine de la podaire (Pq) et de la cour- 
bure de la courbe primitive. Evidemment, dans chaque cas, l'integration doit s'étendre 
à tona les points de l'are primitif. 

5. La formule ci-dessus, au moyen de laquelle l'aire d'une podaire quelconque (P) 
peut se trouver quand l'aire d'une aulre (Po) est donnée, fait voir lout de suite que 
la courbe lieu dea origines (xy) de podaires d*aires constantes est une conique, et 
que de pareils lieux constituent un système de coniques semblables, semblablement 
placées et concenlriques, le centre commun étant le poinl pour lequel les intégrales 
A|, A, s'évanouissent. Si nous supposons que l'origine de nos axes des coordonnés 
coincide avec ce point, la valeur de P peut s*écrire ainsi: 

P= Po + i /(«cos « 4- y cos p)*d 5; 

d'où nous apprenons que le centre commun de toutes les coniques en questìon est 
l'orìgine de la podaire (Po) d'aire minimum. 

6. Tel est le tbéoréme de Raabe; pour en déduirecelui de Steiner on coosidère 
d'abord les podaires d'un are primitif contenant un point d'inflexion et ayant ^les 
tangenles parallèles à ses extrémìtés. Les normales le long d'un are semblable se com- 
poseront de paires de parallèles de méme direction, mais en passant d'une extrémité 
à l'autre de cet are, le signe de dd cbangera, de manière que les intégrales Aj,» 
Aia, A,, se composeront chacune d'éléments égaux deux a deux et de signes op- 
posés et par conséquent s'éyanouiront (*). 

Maintenant si la primitive est une courbe fermée , mais d*aillenrs parfaitement 
arbitraire, on peut toujours la conce voir comme se composant d*arcs B de l'espéce 
que nous venons d'examiner et d*autres arca G dont les directions des normales re- 
présentent, sana répélition, toutes les directions possibles autour d'un point. Mais on 

(*) Le llea des origines des podaires de méne atre coincide, dans ce eu tvec la drolto 
P s> Po — A| « — Aa y, eonne Ta démontró le premier le Doetonr Wetsig. 

Ton. y. D. 1 il 
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a déjà VII que poar loat are B les inlégrales A,,, A,,, A,, s'évanouisaeiit et il 
esl aisé de voir qa'élendues aux arca C, ces inlégrales ont les valeurs 

A, , => A,, = n ir, A|, ss 

où fi représente le nombre de pareils arca, en d'aotres termes le nombro de eon- 
volulioDS de la coarbe prìmilive. Dans ce cas done l'équalion du d? 4 devient: 

p=p,+j»(«'+j,«) = p.+|«,' 

et pour les valeurs constantes de P représente une eirconference autour de l'origine 
de la podaire d*aire minimum. 

7. Afin d'éclaireir par un exemple ce qu*on doit entendre par l'aire d'une po- 
daire, considérons un moment le cas d*une ellipse avec les demi-axes a, 6. La po- 
daire focale, comme tout le monde le sait, est une eirconference ayant Taxe majeur 
pour diamétre; de sorte qu'en mettant pour P, n, r* les yaleurs «a*, 1, a* — ^on 

trouTe pour Taire de la podaire centrale la yaleur Po «== ^ (a* + 6*) égale à l'aire 

du demì-eerde qui a pour rayon la droite qui joìnt les extrémités des axes et l'aire 

de toote autre podaire est: P =» - (a* 4- i* + r*). 

Pour une cùrtonférence prìmitiye nous aufoos a^^^if et PssKa'^^r* 

eipfessKMi qui représente évideminent la aomuie des tiies des deox partìes doot la 
podaire se eoaapose quand son orìgine est en debors du eerde. Qoand a s'évanouii la 
podaire, on le sait, est la eifeonféreooe ayaat r pour diaiètre. NoUre demière for- 
SMle «ftontre, néanmoìns» que nous doTons cooeevoìr cette cireooféreBee eomme étant 
douUée> Un coup d*oeil jeté sur les expreasioos relatÌTes à p et d P, du n? 4, ex- 
plìque ce trait dìstiactif des aìres des podaiies. On y vena que le sigae de l'ae- 
croissement dP ne dépeod pas de celai de ji qui change aekm que Porìgiiie de la 
podaire se trouve sur Tua o« Taatre còlè de la tangeate. Quaai au suriaoes po- 
daiies doat aous alloas asaìatenaat aous occuper, e*esl uà cas dìieitat. 

S« Pveaotts «, y» a, pour coordoaaéea de rorìgiae A d\u« podaire (P) d' une 
suiface priBiitÌTe (S) el , coaaune auparavaat » iadìquoas par (PJ la podaire de la 
1I1S surfan (S) prìse par rappoii à Torìg^M des axes des 

Akn sì «» ^ 7* aoat les aagles qui d étew aia ca t la diiedìoa de la 
mm à uà paini M de (S) et ji , ji, les pèrpeadktilaàes a b ai ir^M des ongÌMa de 
(^\ H de (P J s«r le pba tai^gMit ea M, mws aurotts la relaiMMi giaécris 

ji«pw^«casa — feH(l— ««ny» 
pwm I u fiw fm wàmMt fm le sigae de f Mpiad iu cM iu plaa laagiai sur le 
ipri est sìlaée lai^Baie de la podwre. 



PURA ED APPLICATA. 83 

De plos qned 9 1011 l'élémeot de sarfaee de la spbère de rayoo-tinìlé interceplé 
par dea rayons ayant les mémes directions qve les normales exteroes aax poinU du 
eoDUwr de l'élément da en H sor la surface prìmilive. D'après la definiUon de Causa 
da aera avssi la courhure toiaU de rélémeDt da, et aara la Taleur le da où Ac 
eat la mesnre de la eourbure ea H » en d'aoirea termes la réciproqoe da prodoit 
dea rayons de eourbure principale en H. L'élément de volume de la podaire (P) 
aura évidemment la valeur 

qui cbangcra de signe avee p ausai bien qn'avec do, Au moyen de l'équation pré- 
cédente nous aurons done 

dP =s (pò — eoa « — y cos P — a cos y)' d ff, 
ezpression qui développé et iniégrée prend la forme 

P = Po — (A, f A, , Aa) («, y, %} -H (A„ , A„, A33, A,3, Aj, , A„)(«, y, «)* . 

A j 

— i (Aiiif Aaaa» A3339 A,gaf AgiSf \%%tr A.^»it A3319 A332, A.i^^){Xf y, %) f 

où les dix-neaf coéfficients sont independants de la position de Torigine A de la po- 
daire (P) et représentent dea intégrales doubles qui doivent s'étendre 4 tous les 
points de la surface primitive (S). De ces coéfficienis il suffira d'écrire les valeura 
des six suivants, les treiie aulres pouvant a'en déduire par les permutations de a, 
P^ y, conformément à celles des indioes 1» 2» 3 

Ai =»/|>o'dacostf, A„ «/|>odaco8*«, A,„«/dffC08^« 

Aia c=s / Po ^ ' eOS « COS P, A|„ «a / dff COS* « C06 ^, A|,3 = / d 9 COS a COS P C08 y 

La formule ci-^essus pour le volume de la podaire (P) prise par rapport à un point 
quelconque {Xf y, %) mentre tont de suite, comme on Ta déjà fait remarquer au 
n? 3 que les crigines des podaires d'égùl volume som siiuées sur une surface de 
tromème ordite. 

9. L*analogie entre les cas des courbes et des surfaces podaires est parfaite quand 
ou se souvient que la surface de troisiéme ordre ci-dessus provient esseotiellement 
des trois dimensions de l'espace, précisèment de la méme manière que la eonique « 
dans le cas des courbes podaires, (n? 5) derive des deux dimensions d'un pian. Ce- 
pendant il n'est pas sans intérét d'observer que tandisque l'bypotbése d*une cowhe 
primitive fennec avait pour effet de cbanger seulement ^esapèee du lieu en question,^ 
lliypolhèse d'une surface primitive fermée eonduit à une réduction à'ordre du lieu 
dont il s'agit. Le premier effet était produit par l'égaliaation des coefOeienta de «^ 
et y* et révanoniasement de eelui de sy; le demier eat dA è révanouìiBeiiijent dò 
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chacun des dix intégraies Am > Ah, etc..... intégrales qili i ne contenanl pas p^f 
onl des valeurs qui ne dependent que de la courbure de la sarfaee primitive. 

Je n*entre pas dans tots les détails que pourrail comporler la discussion de loules 
les singuiarilés possibles de eourbure; je me bornerai a faire obseryer que la pro- 
priéié ci-dessus menlionnée des dix- intégrales se reconnalt aisément quand la surfaee 
primiitve est non seulement lermée mais parloul convexe; car puisque toutes les di- 
rections antoar d'un point se trouvent alors exactemenl représentées par ses normakes, 
chacun des intégrales en question représente une somme de paires d'éléments égaux 
et de signes opposés. Dans le cas plus general où certaines directions sont représen- 
tées plus d'une fois par les normales de la primitive, la propriété dont il s'agit peut 
étre vérifiée par un méthode semblable a celle employée au n? 6, 

10. La primitive étanr une surfaee fermée la forme de Téquation du n? 8 fait 
tout de suite voir que les diverses surfaces (A) de secend ordre qui correspondent 
aux podaires de volumes différents mais constants, constituent un système de surfa* 
ces semblables, semblablement placées et concentriques, leur oentre commun étant le 
point pour lequel chacune des intégrales A, , A, , A3 s*évanouit; En effet si ce poinl 
était pris pour origine des coordonnées, Féquation en question prendrait la formo 

P = Po 4- (A„ , A„ , A33 , A,3 1 A„)(«, y, »)*. 

De cotte équation ainsi écrite 

P =^ P, -H /p, («cos a -4- jf cos P -H » cos y)* d ff 

on peut aussi conclure, comme on Fa déjà dit au n? 3, que le centro commun de 
toutes les surfaces (A) est l'origine de la podaire de volume minimum. 

Quand la surfaee primitive fermée a elle méme un centro, ce centre sera aussi 
le centre commun des surfaces (A); car ea prenant ce point pour origine des coor- 
donnés, chacune des intégrales A, , A, , A3 se composero de paires d'éléments éganx 
et de signes opposés. 

11. Pour éclaircir les principes précédents et, en méme temps, pour faciliter les 
applications sobséquentes nous considérerons un moment le plus simples de tous les 
cas, colui où la primitive est une spbère avec le rayon a. En prenant son centre 
pour origine des coordonnées seize des intégrales du n! 8 s*évanouiront et les inté- 
groles restantes A,,, A^i» A33 acquerront la valeur commune ^ ir a; de manière que 
le volume d'une podaire quelconqoe (P) devient 

P = i ,: a (a* + «• -4- y* -f- «*) = ^ n a (o* + r») . 

Quand l'origine de (P) est en dehors de la spbère, la podaire se compose évi- 
deminenl de deux feuilles passant par l'origine et toucbant à la primitive, et il est 
facile de prouver directement que le volume de la podaire, eomme le donne cette 
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fòrmule , est la ditférence dea volumes enfermées par cea feuilles. Quand la spbère 
ae reduit à un poinl tea volumes de loules les podaires s* évanouissent y d'après la 
formule; de sorte que nous devons considérer la podaire d'un point comme se com- 
posant de deux feuilles sphérique coYucidentes. 

De la méme manière la podaire d'une surface tubulaìre se composerait, en gé- 
oénìf de feuilles dislinctes qui coìncideraienl quand la primitive se réduirail à une 
simple ligne. Bien que la surface podaire existe, par conséquent, aussi quand deux 
dimensions de la primitive sont supposée s'évanouir, étant encore, par definition l'en- 
veloppe de sphères dont les diamètres sont les rayons vecteurs de la courbe , son 
volume doit étre regardé comme ayant une valeur nulle. 

Toulefois le cas est différent lorsqu*une seule des trois dimensions de la primi- 
tive est supposée s*évanouir. La podaire d' une pareille surface (S,) se composerait 
de deux feuilles qui coinciderà ient avec la podaire ordinaire (P,) de (S,) et de la 
podaire (P) de la courbe (G) qui forment le contour de la primitive (S,). Le vo- 
lume de la podaire composée serait pourtant colui de la podaire (P) du contour (G); 
ce demier volume, par conséquent, doit, si on l'évalue convenablement, étre déduo- 
tlble de nos formules générales. 

Gependant il faut observer que bien que la forme de la podaire d*une courbe (C) 
soit invariable, on doit estimer diCTéremment son volume selon la nature de la sur- 
face à deux dimensions (S,) qui a la courbe (G) pour contour. Pour plus de clarté 
il conviendra de considérer la podaire d*une courbe non seulement comme une en- 
veloppe , mais encore comme le lieu d*une circonférence dont la grandeur varie en 
méme temps que son pian pirouelte autour d*un point fixe, origine de la podaire. 
Dans le fait cette circonférence est la caractérisHque de la podaire; son pian est per- 
péndiculaire à la tangente au point H de la courbe (C), et ses cordes lirées par l'o- 
rigine sont les perpendiculaires abaissées sur les divers plana tangenls de (S,) au 
point M de son contour. 

En nous rappellant maintenant la convention du n? 8 relalivement aux signes 
de ces perpendiculaires et la relation qui existe entre ces signes et ceux des élé- 
ments de volumes correspondants, ou en conclut facilement que le volume de la po- 
daire (P) sera la différence des volumes des surfaces engendrées par deux arcs dé- 
terminés sur la caractéristique par la perpendiculaire p' abaissée sur le pian tangent 
ordinaire de (S,) au point M. 

Le cas le plus importaut , et le seul que nous examinerons plus en détail , se 
présent quand la surface (S,) coincide avec la développable dont (G) est l'aréte de 
rebroussement. La perpendiculaire p' coincide alors avec celle qui est abaissée sur 
le pian osculateur de la courbe primitive (G) , perpendiculaire qui est Tintersection 
des plana de deux caractéristiques consécutives et le lieo de aon extrémité est evi* 
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demmeni Taréte de rebroussemenl de la sarface podaire (P) et en méme temps la 
coarbe en laquelle se résool, eomme on le sait , la sarface podaire de la dévelop- 
pable (Si). Le volarne de la podaire (P) a mainlenant la définilion la plus simpié et 
les intégrales doables da n? 8, aa moyen desqoelles ce volarne peat s'eiprimery se 
rédaisent facilement à des inlegrales simples. 

12. Poar effectaer celle rédaclion on exprime d*abord ane perpendicalaire p^ 
qaelconqae» aa moyen de p' la perpendicalaire sar le pian oscalalear (G), el de p 
la perpendicalaire sar le pian reclifiànl qai sera évidemmenl à angles droils par rap- 
pori à p' et parallèle à la normale principale de C. Dans le fait pò $ p' ^^ P ^l*ol 
des cordes tirées par ane méme poinl de la cireonférence, on troave de saile 

Po =|>'cos9 4-psin<p 
où f est Tangle enlre p' et p^. 

De plas les angles eh fit y qui délerminenl la direction de p^ peavenl de méme 
s'exprtmer au moyen de ceax qoi appartiennent k p' ei p les cosinas des qaels noas 
représentons par X', fi\ v', et X, /x, v respeclivemenl. En effellesprojeclions sar po, 
p' el p d'one droite qaelconqae partant de la méme origine soni évidemment en- 
core des cordes d*ane circonférence qui passe par 0; de sorte qa'en opérant de celle 
manière sar l'anilé de longaear comptée à partir de l'orìgine sor cbaqae axe des 
coordonnées, on obtienl sans peine les relations saivanles 

cos « s=3 X' cos f + X sin f 9 

cos ^ = fi' cos 7 + fA sin f 9 

cos y ■■ 1^ cos f 4* V sin f . 

En demier lieo représentant par d$ l'angle enlre les plana de deox caractéri- 
stiqoes consécalives» en d'aalres termes Tangle de contingence de la coarbe prìmi- 
tive, l'élément de sarface àv sor la spbère de rayon onilé aora la valeor 

d 9 ss sin f d f d 9. 

Noas n*avons plos qa*à sobslitaer les valeors ci-dessas dans les diverses inle- 
grales do n? 8 et à effectaer rintégration selon f enlre les limites o et ir, integra- 
tion dans laqoelle p» p' X , X' , eie... restent constantes. Gela se fait aisément ; lei 
dix-neof résoilats s'obtiennent par voie de permolalions X, X'; fic, fi' et v, v' codIm^ 
mément à celles des indices correspoodanles 1 , 2, 3, des six expressions soivants: 



A. « J f(3Xp*H.2Vpp'4-Xp«)d«, 

A„-| r[(3^^r)p4-axxy]d«. 
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^»ì 



J f[(3f*vH.fc'i0p-*-(fcv'-4-f*'v)p'Jde 



A„3-| f(3X^v-f-XV'v4->f*V-f-XVv')de. 

Au moyen des équations de la coorbe les neaf qaantités comprìses dans ces in- 
légrales peuvent facilement s*exprimer comme fonclions d*iine seuie varìable ; cela 
fait, rintégralion dans chaque cas doil 8*étendre à tous les points de la courbe prì- 
milive (C). 

13. Je n'entre pas ìci dans loutes les qaestions qui se présenlent d'elles mémes 
relaliyement soit k la nature de la sarface de troìsième ordre lien des orìgines des 
podaires de Tespèce dont nous nous occupons, qui ont un volume conslant, soit auz 
conditions sous lesquelles ce lieu se réduit à une surface de second ordre. Je sup- 
prime sussi tonte recherche relative k la position de Torigine de la podaire de vo- 
larne minimum. Pour passer tout de suite au cas d'une courbe piane primitive dans 
lequel cfaaque podaire peut Stre regardée comme une surface engendrée par une cir- 
conférence qui passe par deux points fixes et dont la grandeur varie en méme temps 
que son pian toume autour de la droite qui joint ces points. Prenant le pian de 
la primitive pour pian des coordonnées d?y j^ on a évidenunent 

P' ss 0, X' » fi' = V S Oy v' =B 1, 

et conséquemment 

A3 == A,3 = A3, =s A„s = A„3 = A333 c=r A„3 = 

A.=|«/X|i*dfl, A.=fir/|«p*d^, 
A.. =}ir/X-|id5, A„ = |ir/Xf*pde,A„=}ir/f**pd^A33=-f/pd^ 

A,., « { TT / X^ de, A.„ = i ir /fxM» 

A,„ = |n/XVdfl, A.„ = iir/X,**de 

A33t = i/Xd0, A33. = ?/f*de. 

Quand la primitive est une courbe fermée les six demières intégrales s'évanouis- 
sent et le lieu des orìgines de podaires d*égal volume se cbange de nouveau en une 
surface de second ordre. L'origine de la plus petite podaire évidemmenl he coincide 
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pas en general avec le Krummungs-Schiverpund puUque Ag t A, n'ont plus les me- 
mes valeara que daoa le n? 4; elle coincide néanmoina avec le centre de la primi- 
live quand celle courbe possedè un pareil poinl. Par exemple , pour une circonfé- 
rence primitive (a) ou trouvera , en prenanl son cenlre pour origine, qu'à l'excep- 
tion de trois, les intégrales A s'evanouissent el que ces trois acquièrent les valeurs 

Ai, = A„ = } ir* a, A33 = i ir* a 

La podaire du plus petit volume (Po) est ici une surface engendrée par la ro- 
talion d*une circonférence de rayon f autour d*une de ses tangenles dont le volume 
se trouve direclement élre égal a ^ n' a'; de sorte que le volume de loule autre po- 
daire sera» d'après le n? 8 

P = ^ o (3«» 4- 3 y* + 2 x» -h 2 a»), 

et le lieu des origines de podaires de méme volume un ellìpsoide de rotation. Repre- 
nons maìntenant le cas des surfaces. 

14. Nous nous proposons de considérer ensuite les podaires de Tellipsoide qui» 
depuis la publication des recherches de Fresnel sur la lumière, ont offerì un intérét 
tout particulier. En y appliquanl les résultats , les résultats précédents on arriverà 
i plusieurs résultats nouveaux. 

En vue de celle application et pour faire suite au sujet du n? 10 ajoutons que 
quand la surface primitive est symétriquc par rapport à trois plans reclangulaires les 
intégrales A,, , A.) , A3, s*évanouissent en prenant ces plans de symélrie pour plans 
des coordonnées. Par suite de celle proprìété qui est evidente k la seule inspection 
des valeurs du n? 8, l'expression du volume d*une podaire quelconque prend la forme 
très simple 

P = Po -t- A„ a^ 4- A„ y* -t- A33 »•. 

Si» de pluff, la surface primitive est partout convexe les coéfficients 

Ah = /pò dff COS* «, Aa, = //>o d a COS" P, A3S = /po d(r C08* y , 

seront manifestement des sommes d*élémenls de méme signe de sorte que le Ueu des 
origines de podaire d*égol volume sera un eìUpsoide dont les axes coincideront avec 
les axes de symélrie de la surface primitive. 

15. Pour rellipsoì'de primitif 

— \'—^^ — =1, 

a, a, a, 

dont les carrés des demi-axes écrils dans Tordre descendant de grandeur soni, d*a- 
près notre suppesition 

nous ivons les formnles bien conouet: 
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eùsa= — Po» «o«P = f-|>o» eosy=—po 

«1 «a «3 

1 «" y" »• 1 

pf *~ aj a\ a\ a, cos* « 4- a, cos" P -*- 03 cos" 7 

Ces deux expressions équiyalentes pour le volume de la podaire centrale» ou pò- 
daire mìnìmam, ont leurs avantages. Dans la seconde on suppose que Fintégrale 8*é- 
tend a les points de Tellipsoide prìmitif ; dans la première , après avoir exprimé 
^» ^f ty puis Po 9 ftu moyen de deux variables indépendenles convenables, Finlégra- 
tion s'étendra à lous les points de la sphère de rayon-unité. Les limites, dans le 
demier cas, ne comprendront pas les axes et par voie de différentatlon aura evidem- 
menl 

et des formules semblables pour A,, et Aja ; de sorte que le volume d*une podaire 
quelconque se trouvera donne par la formule 

P = p^ 4- 2Ì^«a^* 4- 25?-V 4- 2 J??,»; 
da, da,*' daa 

volume qu*on obtiendra conséquemmenl par simple dìfférentalion de Texpression de 
Po (1); on observera au méme temps que Po élanl une fonction bomogène de a^y^^^ ^3 
de Tordre |, satisfait d*une manière identique à la relation 



da, da, d aa 

ou ret^nant les symboles plus commodes A,,, A,,, A33 

3 Po = a, A,, -h a, A„ -h a^ A33 

16. De cette formule et de la formule generale relative à P , n? 14 on peut 
tout de suite tirer une relation très-simple enlre les volumes de la podaire centrale 
et celui de toute autre dont Torigine se trouve sur Fune des diagonales du parai- 
lélipipède rectangulaire circonscrit a l'ellipsoide primilif. Car les coordonnées d'un 
point quelconque sur une pareille diagonale se trouvent données par les équations 

(1) La valeur de Po exprimée en intégrales elliptiques fnt obtenve ponr la première fois par Tor- 
toUn! en 1844. L'expression equivalente à laqnelle nous allons arriyer possedè, da reste, toos les avan- 
tages de symétrie qae fait néoessalrement perdre rintrodacUon des intégrales elliptiques. 

Tom. V. N* %. *2 
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^ = 11=.^»= li 
a. «a 03 a ' 

«■ r efi le rajon vecleor do poinl en qnestioo et a = a. + a, -f- aj le etrré de 
h dead-diago—le doot il 8*igU. En sabftitatnt ees Yaleon les denz formules rela- 
tifcs à P ei i Po donnent 

p_ Oj+lllip 

Qouid r*=»a, rorìgiiie de (P) coincide «ycc un des sommets da ptfallélipipéde, 
et lorM|iie t r^ =* a c'ett nn point sor l'ellipeoide, de sorte qne Fon peni dire: le 
9olmme de la padaire doni l'arigku coincUk avee un quoque des $(muiut9 du paraUé- 
ìepipède redangulaire dreoneeril à VMpuide primiiif esi gnaffe foU edni de la 
podaire eenirale , el le doMe de cdui de la podaire à j'un qm^eafique dee kmit 
pohUs 0» VMpmnde te trouve pereé par les diagonales dm paraUélépipède. 

17. Afin d'éublir d*aatres reialions nons représenleroos généralement par Xg^ yi, 
%t et r, les coordonnées et le rayon yecteur d'un point qoekonqne (t) dans Tespace, 
et nons eonsidérerons d*abord les podaires (P,), (P.), (P3) prises par rapport aox 
extrémités (1), (2), (3) de trois diamétres conjagnés quelcomiiies d'une snrface (S*) 
da second ordre concentriqae à (S) et semblablement placée. Les demi-axes carrés 
de (S*) étant a[ , a^, a[ on saìt que 

«J -4- «J -h «J = aj , 

9i + Vi -H ki = «; . 

»J -H »; 4- »J = aj ; 

de sorte qa'en substitoant saccessivemenl dans la formale generale de P, n? 14, les 
coordonnées des trois points qne nons considérons, et en ajoalant ensemble les éqaa- 
tions qai en résaltent, nons aarons 

P. 4- Pa -H P3 = 3 Po -H A„ a[ 4- A„a; 4- X^^a^ -= 3P. 

La podaire (P) dont le volarne est mis ici égal 4 la somme eonslanie des trois aa- 
tres Yokimes est, coomie on le volt tout de saile , d'après la méme formale gene- 
rale relative à P, n? 14, celle dont l'origine se troave aa point 



(v^- v^- \/l) 



oè la sorfaee (8') est percée par la diagonale de son parallelepipedo circonscrit. Pois 
si Ton convìent de prendre le volarne d*ane podaire positivement oa négativement 
aelon qae le diwnètre» far leqoel ee troave son orìgine» rencontre la aarface (S) 
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en des points réeb on imaginaires, on pourra dire que la somme aUg&nique da 
volumes de trois podaires de l'eUiptoide doni les crigines soni aux exirémités de trois 
diamètres conjugués d'une surface (S') de second ordre concentrique à VMpsoide 
et semblablemeni placée est constante et égale à trois pois le volume de la podaire 
au point ou cette surface (S') est renconirée par une des diagonales de san par 
raUelepipède rectangulaire dtconscrit. 

On peat aassi ajooter qae cette somme des volmues des trois podaires corres- 
pondantes aux extrémilés des diamétres conjugaés est non seolement invariable poor 
one méme surface (S*) mais pour toutes les surfaces de second ordre concentrìques 
et semblablement placées qui sont inscrites dans des parallélepipèdes rectangulaires 
inscrits eux mémes dans une des surfaces (A), lìeu des orìgines de podaires de méme 
volume. Gar les axes de toutes les surfaces (S') pareilles satisfont évidemment à la 
condì tion 

A„ a} 4- A,, aj -h Aaj a\ « consl. 

18. Quand la surface (S') est non seulement concentrique à Tellipsoide primitif 
et semblablement placée, mais lui est encore semblable, les diagonales de leurs pa- 
rallélepipèdes rectangulaires circonscrils coì'ncident en direction; de sorte que par le 
n? 16 et mettant 3 r* => a| + aj H- aj = aS la relation du n? 17 devient 

P, -+. P. 4- Pa = 3 P =3 zt±^?^ 

a 

Quand a' = a, c'est-a-dire quand la surface (S') coincide avec Tellipsoide pri- 
mitify on apprend que la somme des volumes de trois podaires doni les origines 
soni aux exirémités de trois diamétres cof^ugués de l'elUpsoide primitif , est constante 
et égale à six fois le volume de la podaire centrale, 

Les trois podaires dont les orìgines se trpnyent aux sommets de Tellipsoide prì- 
mitif sont comprìses dans ce tbéoréme, comme cas parlicnlier. 

19. Quand la surface (S') est une sphère, les diamétres conjugués sont à an- 
f^es droits les uns par rapport aux autres, et les diagonales du parallélepipède (cube) 
droonscrìt sont également incUoées vers les axes de Tellipsoide, d*où il suit que la 
somme des volumes des podaires de Vellipsoide dont les origines soni les trois som- 
mets d'un triangle tri-rectangulaire queloonque sur une sphère concentrique , est 
oonsiante et égale à trois fois le volume de la podaire dont l'origine sur la sphère 
est également éloignée des axes de l'dlipsoìde. La valeur de cette somme con- 
stante est: 

3 Po -f- r* (A„ + A,. 4- A33) 

20. En demier lieu quand la surface (S*) est une eUipsoide confocal à la sur^ 
face primitive ou peut mettre 
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a} — a = aj — a, = aj — aa = ^* 

et subslituer les valeurs de a| , a^, aj dans la dernière équalion du n? 17. De 
c6tte manière on Irouve 

P, + P. -h P3 = 6 Po 4- ^* (A„ + A„ -1- A33) 

Ed comparant celle expression avec celle qui se Irouve à la fin du dernier n? 19 
on apprend que la somme des volumes des trois podaires doni les orìgines sont aux 
extrémités de trois diam^tres conjugués quelconques d*un ellipsoide confocal à la 
surface primitive, est égale au doublé de la somme des volumes de trois podaires 
prises par rapport aux extrémités des trois diamètres orihogonaux quelconques d'une 
sphère concentrique, dont le rayon carré est la moitié de la différence des carrés 
des demi-axes des surfaces confocales. Ce Ihéoréme general comprend cornine cas 
particulier {k = 0) celui déjà donne au n? 18. 

21. De la formule fondamenlale ainsi écrite: 

P— P 

H = -5—2. ^= Aj, COS* X -+- Aaa C08* fi -f- A33 COS* V 

On peut déduire, en oulre, d*aulres Ibéorémes el, de plus, une conslruclion pour le 
volume de la podaire par rapporl à un poinl quelconque. En premier lieu uous ap- 
prenons que la grandeur linéaire H est constante pour lous les poinls d*une méme droile 
qui passe par le centre de Tellipsoide; et» en second lieu, que H est la lìmite vers la- 

P 

quelle —g-r=h s'approcbe à mesure que l'origine de la podaire s'écarte du centre. 
r 

Gette quantilé linéaire h étant la hauteur d*un parallélepipède de méme volume que 

la podaire et qui a pour base le carré construit sur le rayon vecteur ; nous nous 

proposons, pour faciliter l'énonciation, de lui donner le nom à^élévation podaire^ au 

point que nous considérons. Ainsi H sera Télévation podaire à l'infini sur la droite 

(X, fi, v) ; A„ , Aaa , A33 , respectivement les élévations podaires a Tinfini sur les 

trois axes et A,, + A,, + A33 celle sur la droite également inclinée sur le trois 

axes et A., + A,, + A33 celle sur la droite également inclinée sur les trois axes 

de Tellipsoide. 

Conce vez maintenant une podaire centrale (Po) d*un ellipsoide (S) concentrique 

à rellipsoì'de primitif, (S), semblablement placée et telle que ses demi-axes carrés 

soient respectivement proportionnels aux élévations A^,, A,,, A33. Il est clair, d*a- 

• 

près la dernière équalion, que les carrés construils sur les rayons vecleurs de (Po) 
seronl proportionnels aux élévations podaires à Finfini sur ces rayons. L'élévation po- 
daire à Finfini étant ainsi déterminée par la podaire aaxiliare (A,.) , on conslruira 
d'abord le parallélepipède égal au volume a l'excès P — Po da volarne de la podaire 
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(P) sur celui de la podaire P, ; puis, pourva qae Po soit donne, la conslraclion de 
P n'offre plus de difficulté. 

22. Entre les élévations podaires aux divers points de Tespace on pourraitéta- 
blir de nombreux rapports; nous ne nous arréterons qu'à un ou deux. Indiquons par 
(1), (2), (3) les exlrémités de Irois diamètres quelconques, à angles droits Tun par 
rapport à l'aulre, de la surface (S*) considérée plus haul n.^ 17. L'addìtion des trois 
formules semblables à celles du n.® 21 qui se rapporlenl à ces exlrémités donne: 

A. -4- fea + ^3 = Po (^-+- ^ H- ^j 4- A„ -+- A„ + A„ = 3 fe, 

puisque, d'après un théorème bien connu, 

111111 

— ^ -t~ — T" ~H 4* *= J" "T* "T" "T" r» 

r r r a a a 

^i 't 'i '•i '•t **i 

L*élévation podaire h qui est ici mise égale à la moyenne arilhmélique des Irois au- 
tres, correspond au poinl sur la surface (S') qui esl également éloigné de ses trois 
axes, comme on peul aisémenl s'en convaincre en posant dans la formule du n.® 21 

cos* X = cos* fi = cos* V =s j , 
et en observant que pour un tei point 

r* "" aj "^ ai "*• a\ 

De là résulte que la somme algébrique des trois élévations podaires aux extrémités 
de trois diamètres orthogonaux quelconques d*une surface (S*) de second ordre^ 
eancentrique à VelUpsotde et semblablenient placée est constante et égale à trois 
fois Vélévation^ podaire à l'extrémité d*un diamètre de cette surface (S') égale- 
ment inclinée sur ées axes, 

On peut aussi ajouter que cette somme n'est pas jseulement invariable pour une 
seule et méme surface (S'), mais encore pour toutes les surfaces concentriques et 
semblablement placées qui passent par un méme point également éloigné des axes 
de VelUpsóide primitif. 

Quand la surface (S*) est une sphére les élévations podaires à ses divers points 
sont évidemment proportionnelles aux volumes des podaires ayant ces points pour ori- 
gines; de sorte que Fon obtient de nouveau le théorème du n.® 19. 

23. Avant de passer au calcul du volume d'une podaire quelconque de l'ellip- 
solde nous pouvons remarquer, en demier lieu, que pour quatre origines quelconques 
situées, sur une surface (S') concentrique à l'ellipsòide et semblablement placée, les 
Tolumes des podaires correspondantes satisfont à la relation 
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Pif «*, yj, %l 

P.» *J» yìf »J 



p.»»: fj »j 



- 0, 



^4» *!» i^> *I 

dool noni ne noiis proposons pas , eependanl , d'éladier en déuil la signifieatioD 
géométruiiie. 

24. Nona alkms mainteoant faire yòir eomment le yoliuiie P d'ane podaìre quel- 
eoiMioe peni s'expruner aa moyen dea difféieneea partieDea de l'iiitegrale défini'e 

J^- d V 

.77 



Qn aail bien qne quand les coordonnéea x^ f, % d*on poiot qnelconque d'une aar- 
face donnée soni regardéea comme fonctions de denx yarlables indépendantes j et 
«9 on a lea expreaaions équivalentes suivanta ponr troia foia le yolome da tétraè- 
dre dont le aommet se troave à l'origine dea coordonnéea, et la base est Télément 
de aorface da enfermé eotre les coarbes f«::conat9 v^^const. et cellea qai leur 
aont reapectiyement conséculiyea. 



|>oda = 



Xf y» % dfdv. 

dx éy ds 

d f df éf 

dx dy d% 

dv^ dv' dv 

25. Maintenanl l'équation de l'ellipaoìde primitif sera éyidemmenl satiafaite iden- 
tiqnement par les yaleora 



«« 



C08*9, 



1^ = »* 



sin* fff 



r == aj 



v-f-aj " " 'v + a^ 'r-t-aa 

quif loraqn'ellea sont snbstituéea dans le délerminant ci-dessoa et daoa Texpreasion 
ponr p^ donnée au n.* 15, condnisent tont de aaife aux expreasiona 



P. 



4g^^2L^,^LÌà -iiili. 



1^ 

Pi 



cos'y-f- 



(»-ha3)« 



sin" f 



a. • J t; 4- aj 

En aobatiloant cea yaleurs dans la seconde expreaaion de Po da n.^ 15 9 en éten- 
dant Tintégralion à tona les pointa de l'octante ellipaoldale, et en prenanl hoit foia 
le réaaltat nona tronvona 
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1 



par difiérenUlkn oo ai dédnit 

Llnl^ntion par rapport i f ne présente pas de difficnllé et eDe dowMt «W Mt 
effMtnée, le lésoltat 

A « fi 3a; . att.a, . 3tt; > (» + «»)d» 

''"♦J. ((•'H-«.)*'^(»-+-«.)(«'H-«J (• + «JM^ 
oà noos avons mìs, poar abréger, 

R = (i, H- a,) (» -♦- a.) (v-haa). 

26. On peni donoer une forme plus oonmiode à l'ezpreanon précédente de Ass 
en introdnisant les différences partielles dea deox intégrales définies symétriques. 

V r_ll_ w f"»d» 

J. 7R"' Jo •»" 

Dans le Cut si, poar abréger, nons indiqnons les résoltaU dea opérationa 

d d d* d* 

da, da^ àai da^da, 

ezécutéea sur one qnantilé quekonque » en ajoulant aa aymbole de cell9 quantilé 
les indices 1, 8» .... 11, 12 ...., reapeclivement, noos aurons: 

èA,3 = a3(aJV„4-2a.a.V..^-aJV„)+aJW„ + 2a.a,W..^.aìW.., 

ce qui peut aisémeot se vérifier. 

27. Toatefois on peut réduire eette expreasion i une autra plur simple» conte- 
nant V,t V»» V| aeulement. Poar effécluer celta róduction » j'obsenre qu'au moyen 
de ridentité 

— ssR, 4-Ra "f-Rs 



on a 



W.+W.4.W,= -|J[-(R.^.R. + R,)l^.J;.d(^) 



d'oùt par une inlé|ratioD parlielle« on dédnit 

W. + W, + W,-=- V, 
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puisque j ^ s'evanait évidemment aux deux limites. De celle expression pn ob- 

tieot, encore par différenlation, les relalions 

W„+W„+W.3— V., W„-f-W,,H.W.3 = - V., W.3+W,3-+-W33 = - V3, 

En Iraitant de méme Tintégrale V on trouve 

V.+V. + V3 y^ r 

= - 2 a, (V„-|.V„+V,3) =-2a,{V„H-V,.V,3) =~2a3{V.3 + V.3 + V3,) 

De plus puisque 

1 dv 
7^- > eie. 

on à en résolvant les coefficienls de . ^ ■ en V„ , V^s , V33 en fraclions parlielles» 

2(a.-a.)V„ = V.-V,, 
2(a3-a3)V,3 = V, -V3. 
2(a3-a,)V3. =V3-V.; 
el de la méme manière on irouve 

2(a. -a,)W„ = a,V. — a.V., 
2 (a, — 03) Wa3 = aa V3 - a, V, , 
2 (a, — a.) W3, = a. V. - aj V3. 
28. Mainlenant les quatre derniers groupes d'équalions suffisent évidemment pour 
l'expression de A33 , n.® 26, au moyen de Y,, V,, Y3; et de là, par simplesper- 
mutations des indices, on peul obtenir les valeurs de A,, , A^,. Après des simplifi- 
calions convenables les résultats peuvent s'écrìre ainsi: 

A,, = — ? [(a, -+- aa) a. V, -t- (a3 + 2 a,) a, V, + (2 a, -f- e,) a^ V3], 
A„ = - ^ [(2 a, -f- aa) e, V, + (a3 -+- a,) a, V, + (a. 4- 2 e,) 03 V3], 
A33 = - f [(«a 4- 2 aa) a, V. H- (2 aj + a.) a, V, -|- (a. -4- a.) a^ V3]. 

De ces valeurs des élévalions podaires à l'infini sur chacun des axes (n.^ 21) on 
obtient, par addition, la valeur suivante de Télévalion podaire à rìnfini sur une droite 
également inclinée sur ces axes: 

(A„ -h A„ H- A33) = ~ 2Tr [(a, -+- a^) a.V, 4- {a^ 4- a,) a^\^ -1- (a, 4- a,)a3V3]. 
Puis, de la relation à la fin du n.® 15, nous déduisons sans peine Texpression 
ffuivante du volume de la podaire centrale de Tellipsoide: 
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Po == — I [m, a, V, -h m, a, V, -h ma a^ V3], 

où Ton a mis, pour abréger, a «= a, 4- a» + 63 et 

3 m, = a (a, + aa) 4- aj -i- aj , 

3 m, = a (as + a,) -f- aj •+- aj , 

3 11*3 « a (a, 4- a,) -f- aJ -+• a}. 

En deraier lieu pour le volume d*une podaire quelconqae (P) doni T origine A 
est au poinl {x, y, z), je trouve la valeur 

P = - i[M.a. V. -4. M, a, V, 4- M3 a3 V3J, 

en mettanl encore, pour abréger, r* «= a?" 4- y* 4- «* et 

3 M, == (a, 4- a^) (3r, 4- a) 4- 3 (a^j^ 4- 03»") -#-aJ 4- aJ , 

3 M. = (a3 4- a J (3r* 4- a) 4- 3 (03 «* 4- a, jj») 4- aJ 4- aJ , 

3 M3 = (a, 4- a,) (3r* 4- a) -h 3 (a, jj* 4- a, jf^) 4- aJ 4- a\. 

Le volume de Fellipsoide primitif exprimé par Y, , Y, , Y3 est 

S = — ; TT [a, aj a, Yi 4- a^ a, a, Y, 4- a, a, 03 Y3J, 

comme cela résulte évidemment de l'une des relalions du n.® 27. 
L'intégrale Y elle-méme ainsi exprìmée a la valeur 

Y = -2[a,Y, + a.Y,4-a3Y3], 

parceque Y est une fonclion homogène de a, 9 a,, a^ du degré — |. 

Nous supprimons plusieurs expressions intéressantes de Y et de S au moyen des 
volumes de certaines podaires, pour passer immédiatement à Tintroduction des inté- 
grales ellipliques dans les résullats précédents. 

29. L'intégrale Y, dont les différences partielles ont servi à esprimer les volu- 
mes de toutes les podaires , est tout de suite convertie en une intégrale elliptique 
de la première espèce par la substitution 

. , a, — a, 

sm' 9 a= -i— — =■ ; 
^ V 4- a, ' 

en méme temps les limites de <f, auxquelles correspondent les limites et «o de v, 
seront évidemment et 0, pourvuque 

$ s=arc.co6. v/— ^ = are. sin. \/-2 ! 

V «i V «i 

Gela pose, on trouve facilement, comme réjraltat de cette substitution, Texpression 

Tom. V. N! 2. 13 
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•(«. - «3) Jo 1^(1 -k'sinU) ^ (a, - a3) 

a, — dj 

est éTÌdemiiient positif et moiiNlre IfiR )*ttnité. 

Représenlaot sussi , sTee Le^endre , par E rinlegnle ellipiM}ae de la seconde 
fspèce, c'csl-ànlire 

la diflefentiatioo de la valeor précédeole de V donne: 
^, ^ 1 E 1 f 

^3 1 a, — «3 E * "^ 



a, — «3 ^ (•,«, é3^ («, ^ o^) (o, — 03) ^{a, — aj) a, — a» v'ta, -a,) ' 



«a — «3 •(«! «a «j) «a — «3 V^(0« — «») 

Taleors qoi subsliUKes dans les formules da n! 28 donnent tool de suile cellesde 
A, , , A„ , A33 > Po » P exprìmées en intégrales elliptiqnes. Par exemple neus trou- 
Tons poor le volarne de la podaire centrale (P^), d*où l'on peul déduire par difie- 
renlation parlielle celai Ae toale anire podaire (P), rexprv^^ssion 



E 

— 2 (o, — 83) a -7^ r 

^ !«. - «3) 

o« IMOS STOos MÌB pov abréger, oomnie ci-dessoi^ « = «. V a, -f- 1^. 

Celle expression s'accorde précisémenl avec eette Iroavée» poor Ja proMÌtrc iòis» 
en 1844, par M. le Professeur Tortolini. (*) 

30. Si noos faisoos diminuer 03 indéfinimesl Tamplitiide 9 se rapproche de la li- 
mile -^ el le modale k aeqoierl la Takor 

'4. — ««. 



-VH 



Lea intégrales ellipli^ie^ E él F se iroavenl ìiinsì Iran^òmées en inlcgraks com- 
plèles c*esl-àHÌire E(|, à,U F(^, 1^,) oa plus sii«|aeme&l E. et F.. 



n immà et CkvAi. t «. p. H 
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Représentons maìntenant par [U] la limile d*uoe grandeur quelconque U qaand 
03 diminac, on dédail dea expresaiona da n.* 99 qae 

^ 'J 0,-0, v^o, a, — o. ^a, ' 

Q% a^^ a» V^a, a, — a, v^a, 
[V3] = co , [V3 ^a,] = -^-^y [«3 V3] = 0, 

Po = ^ V^a. [2(a. -+- a.) E. — a. F,]. 

Celle dernière esl Texpressioii du volume de la mrface podaire d'une elUpse 
par rapporl à son ceulre. Par subslilulion aa n.® 98 on Iroqv^ra q«e le volune 
d'une aulre podaire quelconque de celle courbe se iroqve donne par la formule 

[P] = [Po] + l ^^ ([(2a. - a.) E, - a. F.] «> 
-h [(a. — 20,) E. -f- a, F.] y» + (a. — a,) E. »" Y 

à laquelle nous aurions élé conduils loul de suile si nous avions cherché direcle- 
meni les valeurs de Ajx , A,, , A3^ lelles qu'elles ont élé indiquées au n.® 13. 
Dans le fail quand a, = a, la formule qui précède peut aisément se réduire en 
celle que Fon a déjà Irouvée au n.® 13 pour le volume de la surface podaire d*une 
circonférence. 

31 . Nous donnons , en demier lieu , les modificalions des formules préeédentes 
qui correspondenl aux cas parliculiers des ellipsoides de rolalion. 

Pour le aphéroide allongé a, = 113 nous avons 

p.--5|(^.+3^^(.,.+;ijfév)**[\/°-^*\/if]l- 

Poor «* x=^ a, ^ ai » y = a ^<0» le voIimm de la podaiie ^ npjBtm i ut f<H 
yer devienl 
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dP 1 

€'esl-à-dìre égtl aa votame de U sphèn sur l'axe majenr de Tellipse géoératriee , 
comnie cela doit étre. 

Poar le qihéroide aplali a^ = a, oous ayons 

p.=|[(3«. -H 2 o.) •«. + ^^^.«.co-y^ 

dermére formule qui, pour a, «= 0, se rédail ausai à la dernière formule dn o.® 13. 
Londres. Septembre 1862. 

Note addiiiandle. 

Lorsque f avais envoyé à la rédacUoo de ce Jounial le travail que on vieni de 
lire, M. Borduardi a eu l'obligeance d'appeller mon allenlioo sur deux mémoires 
aolérieurs de rexistence desquels je o'avais pas eu coonaissaace, et qui Iraitent ausai 
les volnmes des surfaces podaires. 

Le premier de ces mémoires a pam dans Jes itrc^ves de MaAématiquet et de 
Pfcyaìigiie, de M. Grunert^ t. 32, 1860, sous le lilre de e Kubatur des Fusspunk- 
tenkorpers eines Ellipsoides. » L'anleur, M. Èhgener de P^Men, y exprime le volume 
d'une surface podaire quelconque d'un ellipsoìde primitif, au moyen d'inl^rales el- 
lipliques de la première el de la seconde espèee. U ne donne pas, il est vrai, d'une 
manière explieite, la relation fondamentale du n.® 15, au moyen de laquelle le vo- 
lume P d'une . podaire quelconque se déduit immédialement du volume Po de la po- 
daire eentrale (déjà calculé par TortoUmi^ et des dérìvées partielles de P^ par rap- 
port aux axes. Toutefois, U arrìve à une expreasion symétriqne forte intéressante de 
P en fonetion des dérìvées partielles de Fintégrale douUe 

mk^d^d^ 




eoa* 5 sin'^eos'tf sin*5sin*4' 



kS t 



a, a, a. 



è laquelle JaeM (Journal de OeDe, U X) a reduit la quadrature de la surfaeede 
l'ellipscrifde à axes réeiproques de l'ellipscrifde prìmitif. - Grìioe à celle expressioo de 
P. II. Mtt§eaer a égiìement été eonduil à la déeouverte de la sèrie des 
lievi des orìgiiws des podaires de méne votnme. 
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Le secood de ces mémoires, qui a un caraclére plus generai, ne parali pas avoir 
élé porle à la connaissance du pubblic. Il a élé publié à Berlin en 1859 , sous 
forme de Tbèse inaugurale et porle pour lilre: «r De superficierum pedalium theo- 
rematihus quibusdam. » L'auleur, M. Fischer de Berlin , y traile d*abord de quel- 
ques unes des propriélés générales des surfaces podaires. Il examine ensuile les vo- 
lumes des surfaces podaires et élablit d'une manière parfailement generale les deux 
tbéorèmes fondamenlaux énoncés dans le n.® 3. 

Londres, 27. avrii 1863. 
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SDLU RIFBAZIONB DI DNA SUPPOSTA ATMOSFEIA UINABB. 

MOTA 

DEL PROF. F. O. MOSSOITI. 



Quettume* Si domanda se è poasilHle che mi rag^ di hiee che parte da una 
stdia e trayena Tatmoafera lunare sia rifralta in modo che l'immagine della stella, che 
esso dipinge, si progetti sopra il diseo della hma. 

I^jpoifti. Le equazioni del moYÌmento di una moleeola luminosa che penetra un 
menò composto di coppe sferìcbe concentriche di poter rifirangente yariabOe, espresso 
da àA, quando si prenda per origine delle coordinate il centro della sfera, sono 

d^_ dA« ^_tl^l d*> dA % 

di»"" drr' di'"" d7r' di»"" dr r 

le quali forniscono direttamente i quattro integrali 

dif àx 

Ai *dl 

d% dx 

x^ x-- = c 

di di 

^dl ^dl "^ 
ex' d«* di* , ^ ^ 

d?-^d7-^d-l^ = ^^"^^' 

V essendo la velocità della luce nei voto. 

Le prime tre moltiplicate rispettivamente per x, — y, e s e sommate danno 

e» — c'y -4- e"» = o 

Quest'equazione ci mostra che la trajeltorìa descritta dal raggio di luce è un piano 

che passa per l'origine delle coordinale o pel centro della sfera. 

Poiché la curva descritta dalla molecola luminosa giace in un piano, prendiamo 

dz 
questo piano per qudlo delle x y; in tal caso < « j- saranno sempre nulle , e si 

avranno semplicemente le due equazioni 

éy ex Ax' dtf* d«* . .^ 

di* di ' dl*drdr 
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Permoluido le éUkttmùàXi, cosi che siano prese relstÌTimeBle ed s ed elnÌBiiido 

-r— fra le due eqnaziooi si aTii 
ér 

/lì ^y ^* ^ 

(1) *dl""^dl^^7^+TA 

Questa equasione è quella che ya i fDrnirci la risposla al quesito. 

ChiaiDiamo 180® — $ l'angolo dM la Umgenle della Irajettoria fa coU'aase delle 
JT, cosi che sia 

(2) 1? = — cos© (3) ^«sinfi 

d* d« 



e rifieriamo la curva alle coordinate polari, ponendo 

x = rcosf y = rsinf 

con queste dcjioininaiianì la precedente equazione darà 

r sin (© H- e) = , — 

che senrirà a determinare la costante arbitraria e. In fatti è facile di verificare che 
Tangolo 9 + è quello che fa la tangente afla traiettoria col raggio r; supponiamo 
che al limite dell'atmosfera dove Ji;A=>oed r = l + TSÌa C valore 4i questo 
angolo, si avrà 

(1 -4- t) sin C = — , e = » (1 H- t) sin C 

V 

... • / . *v (1 -f- ?) sin C 

e -quindi rsin (f -4- 9) = — i 

Dalle equazioni (2) e (3) si ricava 

ds *d« drds dr» dr* 

sostituendo questi valori, e quello di e, nell'equazione (i) si avrà finalmente l'equa- 
zione della trajettoria del raggia ài luce riferito alle coordinate polari, che sarà 

dr 



df := 



V (1 ^ t)« sin* C 
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Per semplificare un poco quest'equaiione, prendiamo per aniia il raggio della sfera 
solida, della luna, e supponiamo che k rappresenti il poter rifrangente alla sua su- 
perficie cosiché quando r s= 1 si abbi pure A = i; considerando A come una fun- 
zione di Ty e posto per brevilii» -^«=3 1, facciamo 

i-4- tA y(r) 
1 -h t r* 

Con queste posizioni l'equazione precedente prenderà la forma 

dlog r 



df = 



y/,(.,_(^..., 



Consideriamo un raggio di luce che parte da un punto della superficie lunare, e sorte 
dall'atmosfera. Sia M il minimo valore che può avere la funzione <f (r) in tutta Testen- 
sione dell'atmosfera; affinchè il radicale della precedente equazione si mantenga sem- 
pre reale, ed il raggio di luce possa di fatto uscire, dovrà essere 

Dunque il pia gran valore di sin' Co > sotto il quale un raggio di luce, che parte 
dalla superficie della luna, può sortire dall'atmosfera, sarà dato dall'equazione 

Suppongasi ora che un raggio di luce entri nell' atmosfera lunare per atraver- 
sarla e sortire dalla parte opposta: Questo raggio nel suo corso si avvicinerà al cen- 
tro della luna sino ad un certo punto per poi allontanarsi, dì modo che r avrà un 

minimo, e sarà per questo punto -— = 0, dunque per questo valore l'equazione (3) 
darà 

sia 

Ma il secondo membro ha per valore minimo sin' Co dunque dovrà sempre essere 

sin* O sin* C© 
e come i due raggi di luce non possono uscire dall'atmosfera della stessa parte della 
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ascisse positive se sin ( e sin C^ non hanno lo slesso segno , perciò la precedente 
equazione darà anche 

Dunque un raggio che traversa 1* atmosfera non può mai al sortire fare col raggio 
vettore un angolo più piccolo del più grand' angolo che un raggio che parte dalla 
superficie lunare farà col rispetto raggio vettore nel punto d'emergenza. 




Ciò posto sia T il luogo dellosservatore sulla terra, C il centro della luna, TS 
il raggio che parte dal punto e costituisce l'immagine del punto più esteriore del 
lembo della luna e sorte sotto il più grand* angolo CES il cui seno ha per espres- 

sione, "z y^M. Se un altro raggio di luce T« avesse potuto traversare l'at- 
mosfera e dipingere Timmagine della stella sul disco della luna, dovrebbe essere l'an- 
golo CTs <C CTS, sia il punto* e dovrebbe cadere interiormente nel triangolo CTE. 
Ora nel triangolo CET si ha l'angolo estemo CES = ECT + CTE e nel triangolo 
C e T si ha Ce» = cCT H- CTe, ma è ECT > cCT, e CTE > CTe, dunque do- 
vrebbe essere CES >- Ces, cioè Fangolo che il raggio di luce OET, che parte da 
un punto della superfìcie della luna , fa col raggio CE al punto d' emergenza, do- 
vrebbe essere maggiore delFangolo che il raggio di luce seT che viene dalla stella 
ed ha traversalo l'almosfera fa col rispettivo raggio Ce, la qual cosa, come abbiamo 
veduto sopra non è possibile. 

N. Qaesta breve Nota fu scritta dal Prof. MossotU In lloma nel 1836 , e la lasciò in mie mani. Ho 
creduto ora di pubblicarla, pensando di far cosa grata ai lettori , quando ad essi si rammenti Tinsigne 
Scienziato recentemente perduto. 

B. T. 



Tom. V. N. t. 



14 
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NOTE réUuive à la fmuaion af-, 
PAR LE PERE J. L. A. LE COINTE. 



Lemme' - a et N etani deax nombres positife, le premier an moios égal à 2, 
et le second qaelconqne, et log désignant un logarithme pris dans le système doni 
la base est a, on a la relation 

log N<v^N. 

Démonstration, La lettre l placée devant un nombre désignant le logarithme né- 
périen de ce nombre, on a évidemment 

dou ^<2, 

et par conséquenl -j=i<,lat 

ou bien Ta*^ ^^' 

Or, on sail que l'on a j— = logN) 

dono log N < v^ N. 

ScoUe* Dans le théorème précédente on peut supposer a = ÌO, car 

M0 = 2, 302 

Théorème. La fonction af tend vers Tuoité comme limite lorsque la variable x 
re^it des valeurs positives décroissantes et tendant vers zèro comme limite. 

1 1 

Démonstration. Désignons par y la fonction --=• » et posons x =: — On a 

d*où, en prenant les logarithmes vulgaires des deux membres de cette égalité, 
et par suite de ce qui précède» il vieni 
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Gelte inégalité monlre (jue % recevanl des valeors positives de plus en plus gran- 
des, et croissant au-dela de tonte limite, log. y tend vere fero comme limite» et que 
par conséqnent y tend vers l'unite comme limite. 

Donc et.... 

dette démonstration toutrà-fait élémentaire est beancoup plus simple qne celle 
donne par le célèbre Pfaff, et qui se tronve insérée dans le Journal de Creile 
(T. XII, p. 134), ainsi que dans les nouvellesannales de mathematiques (1." sèrie» 
T. VI, p. 393). 

Ob^ervatUm. Dans le lemme donne précédenmient, nous avons pose la relation 

V/N>MV/N) 

qui nous a pam evidente. On peut, du reste, établir, à cet égard, le théorème élé- 
mentaire que Yoici: 

Les deux progressions 

1 a a* a? 

12 3 

étant celles qui défiuissent un système de logarithmes et la base a étant supposée 
au moins égale à 2, si Ton désigne par N un nombre positif quelconque, on a, dans 
ce système de logarithmes, Tinégalité 

N > log N. 

DémùMtraUon. Il suffit évidemment de démontrer cotte inégalité pour le cas de 
N > 1. N étant un nombre entier positif, posons 

On a logN^n 4- 1, 

et N^2» = (m-l)* = l-hn4- 

Donc etc... 
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- 

Questian sur un jeu de cortes 
PAR LK PERE J. L. A. LE COINTE. 



Soìent m ai n deux nombres enticrs quelconques, et supposons que l'on ait m* 
carie» sar ehacune desqaelles se troave écrìl un nombre, les m* nombres ainai éerils 
etani toas difTérents les uns des aulres. 

Une persone pense Tun de ces nombres et, sans le faire eonnaitre, elle demande 
qa*on dispose les m" carles les unes au-dessons des autres (les nombres toamés en 
dessous), de manière qae celle qui, dans celle colleclion, occape le rang k à parlir 
de la première en-dessas, conlienne le nombre pensé A. 

Poar cela, désignons par g, r, q[ el r' les qualre nombres enliers qui salisfonl 
aux relalions 

k = m"*"' .g4-r, l_g-l-l_m, o-^r^ m""*S 

fi opérons comme il sail: 

1/ Partageons la colleclion des m" carles en m paquels (cbaqae carte etani 
tournée de manière que son nombre soil en-dessus), chacun d'eux en conlenant m*~% 
et demandons quel est le paqucl P, qui renferme A. Retournons lous les paquels 
et pla^ons-les les uns, au-dessous des autres, de Ielle sorte que P, soil au rang r' à 
parlir du premier en-dessus: soil C, la colleclion ainsi obtenue des nC carles. 

2/ Avec la colleclion G, refaisons de nouveau m paquels, de manière qu'ils 
contiennent rcspectivement loulcs les carles qui dans celle colleclion, occupenl les rangs 

• • • ■ • 

m -h 1, un- 2, m -H 3, . . . . , m -f- (m — 1), m, (*) 

à partir de la première en-dessus, Tune quelconque d'enlre elles n'étanl jamais pia- 
cée au-dessous d'une aulre qui occupe un rang moindre. Demandons quel est le pa-* 
quel P, conlenant A. Retournons lous les paquels et pla^ons-les, les uns au-deasous 
des aulres, de manière que P, soil au rang g' + 1 à parlir du premier en-dessus: 
soil Ga la colleclion ainsi obtenue des m" carles. 

3/ Avec la colleclion G, refaisons encore m paquels comme nous avons déjà 



(*) ^ou8 falsons usage icl de la notatlon de Leilniitt poor indlqoer nn multiple qnelcoaqne d'un 
nombre, et qui consiste à plaeer un poinf an-destus de ce nombre. De plus, nous considérons %éro com« 
me multiple de tout nombre. 
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fait avec la colleclion G,; demandons quel est celui d'enlre eux P» qui cooUenl A> 
el après les avoir lous relournés, pla^os-les, les uiis auniessous des aulres, de ma* 
lìiére que P, soil le premier en dessus: soil C3 la colleclion ainsi oblenue des m* 
carles. 

4.® Formons successivemenl it — 4 aulres coUeclions 

G4 » C5 , . . . . , C„_, f 

des m" carles, de Ielle sorle que l'une quelconque d* enlre elles C, soil déduìl de 
C^.i absolumenl comme on a déduìl Ct de C,. 

5.* Enfio, avec la colleclion G«_, reconsliluons de nouveau m paquels comme 
précédemmenl: demandons quel esl celui d'entre eux P qui conlienl A, el aprésles 
ayoir lous relournés, placons-les, les uns au-dessous des aulres, de manière que P 
soil au rang g + 1 à parlir du premier en-dessns: la colleclion C, ainsi oblenue, 
des m" carles esl ielle que la carie qui y occupe le rang k à parlir de la première 
en-dessus, conlienl le nombre A. 

Démanstratian* a élanl un nombre enlier quelconque, convenons de designer par 
la nolalion N(«) une quanlilé indélerminée assujellie à élre Tun des lermes de la suile 

U, A, Àf <}, . • • . I flt, 

el respeclivemenl par 

a;, , a;, , X3 , «4 , . . . . , a5^_, , x, y, x, u, 
les rangs de la carie conlenanl le nombre A, dans 

Gì , Ca , Cj, C4 , . . . , C,^_, , e, Pj , P, , P. 

On a évidemmenl 

X. = m- (W - 1) + N ^^_,^ 

ou bien, en observanl que loul nombre N/ «_,v peul s*écrire sous la forme 

(m* * — 1) (m), 

d'où Fon déduil immédialemenl 



el par conséquenl 



V = „- (W - 1, + N (^...j^ 
*, = m'-' g' H- m"-* (r* — 1) + N . ,_, 



oa bien 
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d'oà Fon dédnit inunédiatemenl 

« = «, = I»— ,< + m"-» (r» - 1) + N ^j^^j, 
Haìntenant, si l'on observe que chacan dea tennes de la suite 

à partir du second* doit se déduire du précédent absolament comme «3 se dédoit 
de x^ f Oli obtient immédiatement 

a,, =m-*^'-hm-* (r^« 1) + N(^^, ^ 



et enfin 

«.-. =m*g'-H 111(1^- 1)4- N^^j. 

Or» celte valeur de x^^ montre de soite qu'on a 

Il cs m 9' + r' B= r, 
et que par conséquent 

X = m"-* q-^r = k. 
Donc etc...., 

N. B. L'énoncé de la question qui vient d'étre traitée m'avait été communiqué 
poor le cas de m = n = 3, par mon ancien professenr et ami, M. Gascheau , de 
la Facollé des sciences de Toulonse; de sorte que je n'ai fait que généraliser la que- 
stion et en donner la démonstration. 
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RIVISTA BIBLI06IAFICA 

GiORNALB di matematiche ad uso degli studenti delle Università Italiane, 
pubblicato per cura dei professori G. Battaglini, V. Janni, e N. Trudi. 
Napoli - Pei tipi di Benedetto Pellerano editore - Ldbreria scientifica 
industriale - strada Ghiaia 60. 



Siamo lieli di annunciare la pubblicazione in Napoli di un nuovo periodico men- 
sile, il cui scopo principale si è quello di presentare alla gioventù delle Università 
di Italia quei nuovi melodi tanto algebrici quanto geometrici che giornalmente sempre 
più prendono dominio nelle dimostrazioni delle matematiche verità. Era questo un 
desiderio per coloro che sanno apprezzare di quanto i recenti metodi prevalgono 
agli antichi si pel rigore che per la facilità, e che al tempo slesso aspirano ad un 
ordinato avanzamento della scienza in questa penisola; la quale al dire del sig. Ter- 
quem - Nouvelles annales de mathémaliques , voi. 12. pag. 106 — c'esl toujours 
montrée, dans la région intellectuelle, au premier rang. - Grilluslri e chiar: redat^ 
tori Battaglini , Janni , e Trudi , e Collaboratori: Avena Carlo - Brioschi France- 
sco (Milano) - Casorati Felice (Pavia) - Cremona Luigi (Bologna) - Doma Ales- 
sandro (Torino) - Fergola Emanuele - De-Gasperis Annibale - Dei-Grosso Remi- 
gio - Padula Fortunato - Rubini Raffaele - Sabato Andrea -- Sannia Achille - già 
abbastanza noli per i loro dotti lavori scientifici, sono pel pubblico una sicura ga- 
ranzia onde adequatamente raggiungere il fine proposto. 

Intanto affinchè ognuno possa riconoscere il molto d' utile che possa derivarne 
alla scienza da questo periodico, diamo qui l'indice delle materie contenute nei pri- 
mi sei fascicoli già regolarmcnlc pubblicali: 

I? Teoria elementare delle forme geometriche, per G. Battaglini - Teoria geo- 
metrica delle curve del second'ordine: per V. Janni - Esposizione di diversi sistemi 
di coordinate omogenee: per N. Trudi - Intorno ad una trasformazione delle forme 
quadratiche; per F. Brioschi - Dimostrazione di un Teorema proposto dal Capitano 
Faure; per Enrico d'Ovidio - Nota intorno ad una proprietà del cerchio dei nove 
punti; per N. Trudi. 

II? Teoria delle funzioni ellittiche; per R. Rubini - Teoria elementare delle forme 
geometriche, per G. Ballaglini {continuazione) - Esposizione di diversi sistemi di 
coordinale omogenee , per N. Trudi {continuazione) - Una dimoslrazione del Teo- 
rema di Slurm, per N. Trudi - Quislioni. 

III? Sopra una proprietà delle forme ternarie. Nola del prof. F. Brioschi -So- 
luzione di un problema relativo alle superficie di second'ordine, per Eugenio Bellraroi 
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Nota sulla catenaria di eguale resistenza, del libero insegnante nell'università di To- 
rioo» ingegnere prof. Alessandro Doma - Teoria geometrica delle curve del 2? or- 
dine y per Y. Janni (continuaxione) - Sui teoremi del Poncelet relativi ai poligoni 
iscritti e circoscritti alle coniche , per N. Trudi - Quistioni - Necrologia. Ottaviano 
Fabrizio Mossotti - Bibliografia. Sulla introduzione ad una teoria geometrica delle 
curve piane: per Luigi Cremona, professore dell'università di Bologna. 

lY. Teoria elementare delle forme geometriche, per G. Battaglini {c(miinua2Ì(me) 

- Sulle coniche di nove punti, nota di Eugenio Beltrami - Teoria delle funzioni el- 
littiche, per R. Rubini (contìn.) - Sulle equazioni algebriche, nota di E. Beltrami 

- Sui teoremi di Poncelet relativi ai poligoni iscritti e circoscritti alle coniche, per 
N. Trudi {contiti,) - Soluzione di alcdne quistioni proposte nel fascicolo di febra- 
jo 1863 del giornale di Terquem inviateci da alcuni giovani studenti - Corrispon- 
denze. 

Y? Sulle equazioni differenziali che si presentano nei problemi di meccanica: nota 
di Remigio del Grosso. - Due teoremi di determinanti, di Enrico d'Ovidio - Teo- 
ria delle funzioni ellittiche, per R. Rubini (conHn,) - Esposizione di diversi sistemi 
di coordinate omogenee , per N. Trudi (conL) — Soluzioni di alcune quistioni pro- 
poste nel fascicolo di febrajo 1863 del giornale di Terquem, inviateci da alcuni gio- 
vani studenti {cont), 

YI. Teoria elementare delle forme geometriche, per G. Battaglini ~ Nota sulle 
serie di curve d'indice qualunque , per G. Battaglini - Teorica dei conlravarianti , 
degli invarianti, e dei covarianti, per Y. Janni - Nota sopra un problema di Geo- 
metria , per E. d'Ovidio - Nota sulle curve del 3? grado , per N. Salvatore Dino 

- Soluzione delle quistioni proposte dal prof. Trudi: per F. Gambardella. 
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DEI MOMENTI d'iNERZIA E DI ELASTICITÀ* DELLE 8IZ10HI 



DEL DOTT. DOMENICO CIPOLLETTI. 



Quel che mi propongo in questa memoria, è Tapplicare le formole generali dei 
momenti d'elasticità e d'inerzia delie sezioni dei solidi, ai casi più oytìI che si pos- 
sono presentare nelF odierne costruzioni. Niun lavoro completo su questo argomento 
credo sia stato pubblicato; nelle opere le più stimate che trattano di meccanica pral^ 
tica, e della resistenza dei materiali non troyansi che poche applicazioni. 

La curva che prende un solido, prismatico orizzontale omogeneo; lorchè essendo 
fisso in una estremità, è gravato nell'altra da una forza qualunque verticale , viea 
data dall'equazione 

-i- = Q(o-^') (A) 

r 

nella quale 

(B) 



= E I dx I i^djf 



espressione che chiamasi momento d* elastidià , detto ora L il momento d* inenda 
della sezione del solido rispetto l'istesso asse cui vien riferito il momento d' elasti- 
cità si ha 

L = ^ I àx I y*dy (C) 



^ Jx, Jf(x,) 



essendo V il peso dell'unità di volume del solido, e ^ lo spazio percorso da un corpo 
in un 1"; supponendo 

V 

— ( = costante) = 1 

dalle due (B) e (C) si ha 

ossia il momento di elasticità uguaglia quello d'inerzia moltiplicato per il coeffieienU 
E di elasticità^ ciò posto avverto; 

I? Che quando un solido qualunque orizontale essendo fisso in nn* estremità , è 
gravato nell'altra da un peso verticale; si consideni che in ogni sua falda sottile av- 
Tom. V. N. 'S. 15 
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Tenga una roUzioiie inlorno ad una retta perpendicolare al piano della flessione, e 

che passa per il centro di graviti della falda; e che chiamasi osse d'equilibrio. 

nt Che perciò nelle formole (B) e (C) i momenti di elasticità, e d'inerzia de- 
▼onsi calcolare rispetto questa retta che considero come asse delle ascisse, ed il centro 
della falda come Torigine. 

ni? Che per la (D) determinalo il momento d'inerzia di una sezione; intenderò 
determinato ancora quello di elasticità. 

La ricerca dei momenti di elasticità e d'inerzia riflettendosi tutta, so quella» di 
quei d'inerzia; presento alcune norme, che la rendano nei diversi casi che si consi- 
derano più facile e spedita. 

I.® Se la sezione è divisa in due parti simmetriche dall'asse d'equilibrio: allora 

»/(«o) r^o rf(»o) 

L = 



= Ux j y*dy = 2 Idi; ly»dy 

J-x^ J-f{Xo) J-x, Jo 
è divisa ancora in due parti simmetriclK 

dx jy'djf-4 ìdx Uéy 



II? Se la sezione è divisa ancora in due parti simmetriche dall' asse delle ordi- 
nate; sarà pXo /»/{«o) /»«© /*/(«o) 

III? Per rendere in alcuni casi più facile la integrazione si può invertire 1' or- 
dine di essa e cominciare dalla x, 

rV? Se il contomo della figura è formato da una linea discontinua , o se essa 
contiene dei vuoti: la si deve immaginare divisa in partì; si calcolano i momenti d'i- 
nerzia di ciascuna di esse, che si devono sommare o sottrarre , secondo che la fi- 
gura risulla dalla somma, o dalla sottrazione di esse; questa norma è utilissima per 
la ricerca dei momenti d'inerzia delle figure* ad 0, a T a doppio T e delle sezioni 
delle longarine. 

V? Se l'asse d'equilibrio non divide in due parti simmetriche la sezione; si pos- 
sono ancora calcolare separatamente i momenti d'inerzia della parte superiore ed in- 
feriore; e quindi sommarli, per avere il momento d'inerzia totale. 

VI? essendo e» l'area della sezione; L' il suo momento d'inerzia rispetto un'asse 
parallelo a quello che passa per il suo centro di gravila ; e z la distanza dei due 
assi, si ha 

L' = L 4- « z*, L = L' - 0, ** 

e perciò, se toma vantaggioso, fi^ avere il momento d'inenia d'una sezione rispetto 
l'asse d'equilibrio che passa per il suo centro; basterà trovare il momento d'inerzia 
della slessa rispetto un asse parallelo al primo; e quindi per aver quello sollrarre da 
questo il prodotto deU'area della figura per il quadrato della distanza dei due assi.. 
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1. Per una seùone rettangolare. Siano, b, ed a la base e l'altezza: dalla for- 
inola generale (C) sì dedurrà 

/.la Ma /»i* n\a 

L= I d« jfAy = iì ix Ij'dy-a.^. — (ij + i*) 

quindi ^ *^ 12 ^^^ 



per ottenere il momento d*inerzia L rispetto la base: si ba 

ib 



"Sir'-'^ 



2. Per una setùme quadrata. Essendo a il lato del quadrato dalla (1) 

3. Per una sexhne paraUelogramrM. Sia b la base, a il lato del parallelogram- 
mo» 4* l'uigolo che formano, considerando Tasse delle di come quello dell'ordinale Te- 
quazìone del lato della sezione è 

COS. 4» 4 , 

sen.^» 
ed integrando primieramente rispetto x si ba dalla (G) 

^sen. 4» 
L 

^ sen* 4» 

^rcos.4» y* . b y31isen.4' . , , ./ * * \ 

[sen. 4» 4 2 3j.t8en.4» ^ V^^^ 372^/ 

- b aK sen'. 4» .o. 

ossia L = jy- ^ (3) 

4. Per una sewme romboidale: essendo a il lato, dàlia (3) 

j^^_5Wj^ (4) 

5. Per una sezione a triangolo isoscele con la base tferticale. Sia a la base, e 
b Taltezza orizontale, ed il vertice della sezione l'oH^nt deUe ooordiifate: l'equazione 
del lato sarà 



f \ sen. 4» j V 

J-isen'.O' ^ ^ 
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V=2** 



e perciò 



= 2 J dxj|^dy==|.^jx3 



b 



ossia "48 ^^^ 

6. Per una sezione a triangolo equilatero con la base verticale; in lai caso ira 
la base a e l'allezza b si ha la relazione 



^b^^{a* = a 
ossia ò ^=' I ^ 3. a 

falla questa sosliluzione neUa (5) si ottiene 

'-=3273 <«> 

7. Per una sezione a triangolo isoscele con la base orizontale. Si chiami b la 
base, ed a l'altezza, rappresenti 

y r= — fit ^ + n (o) 

l'equazione del lalo del triangolo; essendo sempre l'origine deUe coordinate nel cen- 
tro della sezione: si trova 

2 2 a 1. 2a 

n = -a;m = 3a:-.-ò = -j. 

e perciò la (a) diviene 

2a 2 

dalla quale 

b /2a \ 

* = 2iÌT-yj 

ed integrando primieramente rispetto alla x 

tfdy Id^ ' ^t Cyjéy(^^^y^ 

b\2aSb^^ì6a^ 2a a* aM 
■"a [3 '"3^ 4 *P"*" 3 '3*"^4r3^J 
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_bV2a 9a^ IS.a^ 



ossia L = — (7) 

8. Per una sezione a triangolo equilatero colla base orizontale: tra Taltezza a, 
e la base b si avrà la relazione 

ossia ^ =*= "75 

fatta questa sostituzione nella (7) si ottiene 

9. P^r una sezione a triangolo rettangolo. Sia b la base, ed a l'altezza; l'equa- 
zione deiripotenusa, essendo l'estremità di b l'origine sarà y = lx e detto L' il mo- 
mento d'inerzia della sezione rispetto la base 



pb nfx 3 nb 

;= I dx ly»dy = |p ìx'dx^ 



0^ 

12 



(fl) 



e dalla relazione 
si dedurrà 



L'-a,Z» 



- aH aò/aV 
^="12 ""Tisi 



ossia "36 ^^ 

10. P^r fina sezione di un triangolo acutangolo qualunque colla base orizon^ 
tale. Si conduca l'altezza a, che divida la base in due parti ò, e V; e si avranno 
due triangoli di altezza comune a, e di base l'uno ò, e l'altro V: essendo i centri 
dì gravità sull'istessa orizontale; dalla (9), si ottiene 

(b + 6') a^ 



L = 



36 



11. Per la sezione di un triangolo ottusangolo qualunque colla base orizontale^ 
Sia questa b; si conduca l'altezza a; si dica V la base del triangolo rettangolo che 
à ottiene prolungando b fino all'incontro di a: immediatamente dalla (9) 



iiS 
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^ 36 



C") 



12. Per mia $emme trapeimdale rettamgola a basi parattde veri 
DO (fig: r.) qf p^ Ih ^ Immì maggiore e minore^ e Talteiza: rappreseDli 




y = m « + it (a) 

Tequazìone del lato BC: easendo n===p9 da questa m <= ^-^eiper^6vnene\tL{a) 

il conduca la CM alla metà di p; sostitoito nella (a) \p in luogo di p, si ha 



2& 



X -h p 



(«*) 



che rappresenta la sua equazione. 

Si conduca la MN alla metà dì q e Pf essendo ys=iii« + ii la sua equazione^ 



si ha 



onde essa diviene 



p q — p 

» = 2'*"= 2l^ 



{<^) 



condotta ora la AN, e fissati su di essa e sulla MG due punti Q e P U primo di- 
stante I AN da N; il secondo \ MG da M ; dovendo il centro di gravità della se- 
zione trovarsi» e sulla PQ, e sulla MN; si troverà esso nel loro punto d*incontro R; 
per determinare l'ordinata di questo punto che è evidentemente la % delle formolo; 

condotte le verticali PS» RT, QY» sì trova QV -= | (a^) e latto nella (a*) 

X(=:AS)»ifc (a*) 
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risulta y(c=PS)=£^ (a«) 

rappresenti ora y = — m x -+- n l'equazione della PQ; essendo AV = | Jk (a^) e 
passando essa per i due punti P e Q per le (a^) , (a^) , (a®) » (a^) si avranno le 
due equazioni 



dalle quali 



i — —L= — nt j A + n 
^q = — m\ fc -H n 

£JL£—i 
— 3 3 p 

3 ^fc»" 3 

e perciò l'equazione della (PQ) risulta 

P . Q -^ ^P / 8v 

Supponendo coesistenti le (a'), (a^), si deduce finalmente 

detto L' il momento d'inerzia della sezione rispetto la h; per la (a') 

L'=: I dx ly'éy^\ jdajfL£.« + pj 

epperò dalla relazione L = L' — a> x' 

ossia L=^0"^-g»-6»')(p^-^) (12) 

13. Per una se%ione trapezoidale a basi parallele verticali, rappresentino h, q, p, 
l'altezza, e le dae basi inferiore e superiore più piccola; e s la distanza del centro 
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di gravità, della sezione daUa base p; è manifesto che detto L' il momento d'iner- 
zia di essa rispetto la base superiore ; sarà questo uguale a quello del rettangolo 
{q^ h) diminuito del doppio di quello del triangolo [i(9~f)^] e perciò dai (num. 
ly 9); sarà 

3 12 

ed essendo 



■H^y 



(o) 



dalle (o), (o"), {a% 



= |(^)(-') -|(P-.) 



L =17t[fP + 3«) *•- 6 (P -<-?)»'] 



la 



(a*) 



(13) 



14. Per una sezione trapezoidale a basi parallele verticali: essendo 2^, 2j>, 
le due basi maggiore e minore, il momento d'inerzia della sezione rispello l'altezza 
h che passa per il suo centro di gravità; sarà il doppio di quello dato dalla formo- 
la (a') del (num? 12) e quindi 






15. Per una sezione trapezoidale rettangola a bagi parallde ori%ontaUy essendo 
q^ py le basi inferiore, e superiore più piccola; e V altezza della sezione W, la for- 
mola del momento d'inerzia L sarà la medesima 



L=Ì2t<P-*-39)'^'-*<P+«)»'J 



(15) 



del (num? 13) come è manifesto. 

16. Per una sezione pentagona. Si chiami L' (fig. Il*) il suo momento d'iner- 
zia rispetto la retta EC; questo sarà la somma dei 
due del triangolo EDC, e del trapezio BABC; si faccia 

AM = ^, EM = K, DN = h! 

ON = «, EN = k\ OE == r 
AB = BC=.... =.EA=a 
risulterà dai (num. 1, 9,) 



.=,fii'.^).-' 



ovvero 



-4(-i) 



K'fc" , , 




ora essendo 
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AOB = 72« 
OAB = 54% OAM = 36», EAM = 18* 
AEM « 72% OEM = 18% DEN = 36* 

h = a. sen: 72? ^ « a. cos: 72** h' = a. sen: 36» ile' » a. cos: 36» 

sen. 72» = 0,9510 cos: 72» = 0,3090 sen: 36» = 0,5878 cos: 36» » 0,8090 
sarà 

fc3== 0,8591. a' ik= 0,3090. a fc'^ = 0,2030. a' *'« 0,8090. a 
e perciò soslituendo questi valori nella (a) sarà 



L = 



0,8591 a* 



(- 



0,3090 \ 0,2030 X 0,8090 a« 



—) 



0,3306. o* + Q'^^^J^^ ^^ L' = 0,3579. a* (o») 



esistendo la relazione tra il lato del pentagono, ed il raggio del circolo circoscritto 

r^lO — 2v^5 . 



a = 



2 



si ha r = 0,8507. a (o*) 



e siccome l'area di un poligono regolare, ngaaglia il suo perimetro, nella mejlà del 
raggio del circolo inscritto; detto questo raggio r': si avrà 



ea = 5 a. - ed essendo r^ 



/a* 5 

0) = f 0^2,8947—1 = 1,7205.0* (a') 



e per la {a*) 

e per la (a') sarà 

z (= r. sen: 18») = 0,8507. cos: 72» .a = 0,8507 X 0,3090. a 

donde 2' » 0,0690. a* (a^) 

e perciò dalle (a*), (o'), (o*) 

L = 0,3579. a* — 1,7205 X 0,0690. o* = 0,3579. o* ~ 0,1187. o* 

ossia L = 0,2392. a*. (16) A^..^ -^B 

17. Per una seùone esogena, (fig. Ili') il momento 
d'inerzia L rispetto la FG ; sarà la somma del doppio 
di quello del triangolo BCD, e di quello del rettangolo 
ABDE; fatto quindi F( 

AM = ^,EM»ik,AB»BC»...=^FA»a, 
dai (num. 1, 5) 



Tom. V. N. 8. 




ì%% 






essendo 
e perciò 
e sieeome 
sarà 
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BOA = AFO = eo^" rìsulu PAM = MAO = 
h=sa. eos: 30® k = a. sen: 30® 

cos: 30® =0 ,86603 sen: 30® = 0,50000 
h^ = 0,6495. a^ k^ 0,5000. a 



(a) 



30' 



(«■) 



e quindi per V (a') la (a) L = ?^?|?^(0,5000 -h 2) a* 






(«) 



ossia L = 0,5412. a^ 

18. Per una sezione ettagona, (fig. lY") il momento 
d'inerzia della sezione, sarà il quadruplo di quello del 
trapezio ABMN più quello del rettangolo BCFG : e 
perciò dai (num. 1, 12) 

12 
essendo 

BOC = 45®; CBO = 67®, 30*; 

MEO => 22% 30'; ABM = 45, 
si avrà 

g = CO (= r). cos: 22% 30' =0,92388. r 
A = (g — p). tang: ABM = q — p 

a 



(17) 




ed essendo 



r = 



ossia r B= 1,3066. a 



(«*) 



2. sen: \ 45' 
risulterà per le (a'), (a*) 

q => 0,92388 X 1,3066. a = 1,2071. a 

f -= 1,7587. a^ g* = 2,1228. a* p = 0,5. a p* = 0,0625. a* 

e sostituendo questi valori nella (a) 

L = 1,8591. «« 

19. Per una oesUme circolare. Si dica r il raggio: sarà 

L^^'S I de I ,'dy 



-ui'i 
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ora 






e perciò 






0» (fl.'-*^*)]-© 

... , 43r'itr' .- ^'^/jov 

qmndi L=--— r j— ossia L=-r- (19) 

3 4 4 4 

qaesla integrazione sarebbesi ancora potalo ottenere facilmente, facendo nella forinola 

L = I I d 05 (r* — a?)* x = r. cos: «, y = r. sen: « 

difalli per 

X = r^ cos: « = 1, a=:iO 05= — r, cos: « =2 — 1, « = ir 

epperò 

L = — |r* I sen*: a d« =»|r* 1 sen*: a da («) 

ed essendo in genere 

Jsen:"""' x. cos: » m — 1 f, .^, 

do5 sen"*: a; = H Ido? sen:*~^ 
m m J 



•»« 



sara 



e quindi 



P m— 1 f* 

I d 05 sen:"* 05= I sen:*~*«dop 

Jo m J, 

I sen*:ada = |.iir e dalla (a) L=.fr*. {.| 



TT r* 
ossia L = —T- come erasi ottennio. 



• o^ * 4 
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20. Per una sezione eUitica coWaase maggiore oriwntàle. Siano a, e 6, i se- 
miassi maggiore e minore; sarà 

/%a (*)r^ ^ — •*'* 3 /** « 

L=2 Idx ly*dy = i^ ld«(a« — aj»)* 

e dal (num? 19) 

I d a? (o* — 05*) == 7 a*. ^ donde L 

ossia L = —^ (20) 

21. Per una sezione eUiltica coU'asse minore orizonUde, sarà facilmente 

/*b ni^b^-y^ nb , 

L=2 I éy j«*daj=:i l(fr'-y*)' dy 

e dal (num.o 19) f (6'— i/')* = f y. ^ 

donde L = T • "xr * T "• ~T" ®^** I^ = ~T~ (^1) 

22. Per una sezione semicircolare con il diametro verticale, sarà dal (n,® 19) 



ossia L =» -5- (22) 



==2 rd«p'ds,=M.'.^ 



23. Per una sezione semicircolare con il diametro orizoraàle; dicasi V il mo- 
mento d* inerzia della sezione rispetto il diametro ; z la distanza del suo centro di 
gravità, da esso sarà 

r^ 
8 



dx |y*di/ = | jd«(i^-a5«)^ = - 



• ^-y* 



% = 



Ivdy ld« jydvi»'-!^' 

y |d» Idyd'-/)' 




o 



_[ 
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ITP Zn ""^ 9 



ossia 



24. Per una semne senùeUitiica coli* asse maggiore verticale. Sarà 

L = 2 fdy Jaj'dx^l f dt/(*' — y»)« 

e per il (num." 19) 

L -= -^. (24) 

25. P^ una sexione semidUttka coU'asse maggiore ori%ontale, detto L' il mo- 
mento d'inerzia rispetto l'asse 2 a orizontale, % la distanza del suo centro di gravità 
dal detto asse; sarà 

, = J2. « L Jo- = il (a!) 



J[ <ly(ò^ - y»)^ 



4 



3 



(«") 



e daUe (a), (»'), (o"), 



nìr'a/, 64 \ 



«... L g_^l-_| (25) 

26. Per una setione semieUittica coli' asse minore verUcaUf evidentemente 

itb^ a 



L«|-^ J[' dx (a* --V)« = :^V^. (26) 
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37. Ptr ww leàemt sem ìeOi ft i e a eaU'a$$e mimare ùntomtHÌet sarà 






4 A 



: 



dx Va" — «* 



s 



"a" 



(a") 



e per le (o), (a'), (O, 






■--^(-^> (") 



28. Per una sexione paraboUca coUa doppia ordinata vertìeaU. Sia a l'ascissa 
corrìspoiidente alla dopfi^ ordinala che lennina la sesione di coptomo una parabola 
di equazione 

sarà 

L=2j[' dx J^dy=|p« £«^d* = ;lp^a^ 

4 
ossia L = Y^ a. pa. ^ pa. (28) 

29. Per una tezione parabolica coUa doppia ordinata orhomtaie. Sia come nel 
(nam.* antesedente:) a l'ascissa corrispondenle alla doppia ordinata ^ ^ pa orìzon- 
tale; e si ponga Torigine alla distanza a dal vertice; Teqnazione della carva sarà 

3^ = p (a — «) 
dalla quale 

p 

e detto L' il momento d'inerzia della sezione rispetto la doppia ordinata 2 ^ pa sì 
avrà 
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= 3y |i»'o' fdy -3p'o' Jv'dv + 3 pò J »♦ d » - Jy« dy 

32 
ossia "=Ì05^^*'*' ^'^^ 

risulta 





1 X dx^ a — X 
1 dx ^ a •— X 


e facendo 


^ a — « = « 




1 (a %')^d% 


ed essendo 
daUe (a), (a'), 


32 4 


ossia 


L-,„aVj» 



(«') 



(a") 



(29) 

senza trasportare l' origine nell' estremità di a , per determinare L' , s' integrebbe la 
formola 



L' = 2 \*(a — xfdx P'^dy. 
30. Per un quadranie circolare. 



» = i^ (V. n.» as) 

O 1t 



e quindi L-iJ-(l-Hj. (30) 
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31. Per un quadrante elUttico con il semiasse minore verticale. 

L' = Jl5Ìl.(V. n.» 26) a = ^ (V. n.' 25) 

ID O TT 



Ci» 



= -^ donde L=-jg-^l-^j. (31) 



3S. Per UH quadrante eìliuieo con il semiasse minore oritontalé. 
U = !L^ (V. n.« 27) « = 4^ (V. n.» 27) 

« = — epperò L=-p.(^l-.— | 



(32) 



il il! 

6Ì 2 



33. Per un segmento di circolo colla doppia ordinata verticale^ di freccia mi- 
nor dd raggici dicasi r il raggio del circolo; fé 2f/o la freccia, e la corda che 
termina il segmenlo; si faccia Xo = r — /: sarà 

L = 2 r da? fy» dy = I r dx (r* — a?')^ 

= f 1^ [l^r- - ,. 4- ^ .re: s.n (= ^)] +?(r. -..)^[^ 

j^iLL _ r. .«: sen (= ^)]- ». ^l^^^.(^r' - x{^\ 
ovvero essendo «o = ^ r* — yj: Xo = y — f: 

34. Per un segmento di circolo di freccia maggiore del raggio, e colla dop- 
pia ordinata verticale: si supponga f> r: e sia «o e= / — r: sarà 

L«2 r ex fy*ày^i r d«{y*-»')* 



1 j3r»r «r 
6 2 
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35. Per un area di circolo compresa fra U diametro, e la doppia ordinata 
verticali: è manifesto, che L sarà uguale alla differenza dei momenti d'inerzia; della 
semiarea circolare e del segmento di doppia ordinata 2 y^: e di*7reccia r — x^: e perciò 






1 (3r3 

- { -—-. r. are 

6 2 



. are: «en (« ^) 4- «o y/ r^ - x\ (ì^-^l)] 



36. Per un'area di circolo compresa fra due doppie ordinate verticali the non 
comprendono il diametro: siano ^y^, ìyj; le doppie ordinale, che determinano due 
segmenti di freccie /„; fò; ii momento L sarà la differenza dei due; di questi due: 
e perciò. 

^=i\t [^- «-- (= t)- - -= - (= t)\ ^ ,j ^,._,.. (.^_.., ! 

= 1 P^L are: sen U i^:f=JflVr..rc..senf=^:l^ì\l-»-/''-»*<-^-^»'>| 

■-!-;rl»'. are: sen I = >'^|-r. are: seni = — '^]\ . . 

e detto ke Inarco compreso fra le due corde 2 y^; 2 f/'o: 

i ( 3f^ — cct. ect. 
0(2 -f- ect. ccl. 



ovvero 



«Saar* 






i' = |(-^A. + 5^ »/^^^^ (!»- + »•)) 






37. Per un'area di circolo compresa fra due doppie ordinate vertkaU che comr 
prendono il diametro: essendo 2y: ^ìf^ le due doppie ordinate verticali dal (n. 34) 
Tom. V. N. s. 17 
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«-^i 



>-=§ 



^ (|r».r.«rc:«en(=-^W».^r»-»J(|r*-a!j) 
I r*. r. are: seo (=> ^\ + a!^ )/r'-a}\ (\r*- a}\) 

( |r». r. are: sea (= 5l£jZ1Ì\ + y, ^/"F^J (|r» + j,;) 
1 r». r. are: wn (= *^Z3l^ + y-, ^/PTIT^^ (• r» + y'J) 

( I r». r. aw: seo (= JL^^+(r_/.) ^Ìrf,^Jl (|r«+2 r /,-y^) 
f r». r ar«: sen (= ^-=:^Vlr-/,Var/,'-/.' (} r»-f-ar/,'-/J) 



^--e 



e delto A4, : l'arco compreso fra le due doppie ordinate 












/-A, 



38. Pa* «n iegmento elìiuico colla doppia ordinata vertieale: sarà 



b^ iZà 



[^^a.««:«n(«^)]-«,^7"Z:iJ(|a--xJ)j 



67F j 8 
faliovi «« = r V' *• — »; 



. 1 I 36* Pira 



s. P3, a — / 



L = 
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b^ (3a3 



6.0^ ( 2 
nelle quali fallo 



^ - a. arci sen (= nT^)] ~ («-/)v'2a/-/'(«*+2«/-/') 



Tra 

—-^ — a. are: seo 

2 



I = -^ ì = kc9 si ha ed.... 



Ae é la mela dell'arco d'un segmenlo di circolo di raggio a; circoscrillo al segmenlo 
elliUico. 

39. Per un segmento eìUuico colla doppia ascissa verticale: sarà 

L = J[* ày Jx-éx = l^ J* dy (6« - t/')T 

fallovi t/o =^ — V^ a* — »J 

fallovi y© = ^ — / 

L= e^r j ^- A. - (6 - /) V^2ft/-/M|6' + 26/- /')j 

essendo A» == -tt • — b. are: sen I = =^ ■ 

40. Per un segmento eUiUico di freccia più grande dd semiasse maggiore ori- 
%ontailet sì avrà 

e fallovi *o = — ^ o* — yj 



, 1 ( 30' 



6 2 



essendo 



A. + j,.^6^j(2f-H,:)j 
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A, = — -h «- jfc- Sem I = -^ 1- 

41. Per tm tegmauo Mttko di freeòa wuggiort ad 
tolti arreno 



L=2 r a» f»»d«=i^ ![**,(*'-,•>• 



^ (3»> 



= -^ [ ^A. 4- ,. •*■ - ir: (!*■ - f5 



e Mori 



f.=TV^**-*Ì 



L=-;- 



1 ( 3a* . ft 



8 



A, -t-f *.•*'-»: (i«'+*:)| 



etiefido A, = — -+- ò. are. seo I = ^n*— «JÌ- 

42. Pa* tm Mj^maila éOittàeo compreso fra Vatae mimare, e ìa doppia 
naia vertìeaU: essendo x^ l'altezza del segmento fra corda e corda; si ottiene 

L = 2 j dx jV^f — 2 Td* ff^df 

e dai (nnm. 25, 38) 

.are. Kn(= ^^~»«) -t-|-».^F::jf)(iy +,3|. 

43. Pl^ tm tegmetUo éOiidco compreso fra l'asse maggiore^ e ìa doppia ascissa 
verticale', delta y^ Faltezza 

L = 2 I éy |«*dd^ — 2 | d jf jx^dd^ 
e dai (anni. 26, 39) 

, 1 (3a** / i/a*— «!\ ^ ,- j,, , ,J 

L'="^[--^>a»arc.«en^= V ^ ^ J4- — •a'-g»(|tt*>Ha?:) j. 



L -a» — / 'a 

6 2 
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44. Per un'area ellittica compresa fra due doppie ordinate verticali che non 
comprendono il diametro. Siano xj , x, , le ascisse cairispondenli alle due doppie 
ordinate 2 y\ , ^y^} avremo 

L = 2 I da; j i/*di/ — 2 1 do? I y'dt/ = 2 | Ar | ' y» dy 



eTo^l 2 
ovvero 



I a. are. sen I =— I — a. are. sen | ^— s 1 1 ! 

L V «/ \ ««/J-«ov^a'-«;(i««'-*;)i 



»=x r = «. 



45. Per tin' area d' e^&m compresa fra due doppie ascisse verticali che non 
comprendono l'asse maggiore, per il (num? ani".) 






^°"4'[^2 '»*'''*«"(=^^V^"'"t5/ «^a'-«'(|a* + *')] 



X =s x'o xtsar'* 



46. Per un'area ellittica compresa tra. due ordinate verticali che comprendano 
l'asse minore: dal (num? 42) 



XSSX^ XSiX 



x=3— or'e «S3— xo 






3«-y'o y^-y'o 

47. Per un'area ellittica compresa fra due doppie ascisse verticali che com-- 
prendono l'asse maggiore: dal (num.® ani:*') 
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48. Per um $egimenio ànoUart colla carda 2 i« orisamiBUz a ridiiani req: 

L = L' - « I» («) 



91 Im 



delle Zy z*, le duUnze del cenlro di gravila deO'area; dafla doppia aadase 2 x, , e 
dal dìaiaelro orizootale: rìsuJla 

deUA L' il momento d'inerzia dell'area rìspeilo la corda ^x^z ù aTrà 

= I J^" 4r 1^(1^ - «»)» - 3 1^, (r- - «") + 3 ,: ^^^^^ - »:] 
oni 

e MMliluendo e ridneendo 

e per l'eq: (a), («0, (o"), (a*) 

L = f j 3 r". are. «n (= ^)(| r« - «« ^ «j) - i «. i/TT^l^ (^^-.6«'-«J)j . 

49. Per un ug/memlo di circolo eo mf reso fra U diametro e te doffia aodsoa 
orisumUiU. Si dica qaeala ^x^i e Pallezza del segmeolo jf^; ri ha 
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« =- ^^^ 2 I dy V'r* — y* = r f^ — r. are. sen ^= ^jj 4- «o v/r»— «J 

il momento d'inerzia L' rispello il diamelro orizonlale; sarà la somma dei due del 
rettangolo 2 x^ , y^} e del segmento 2 y^^ di corda; e (r — Xq) di freccia: e perciò 
dai num.' (1, 33) 



ovvero 



L'=i[^.rc.seo(=^)+3a,,v^;^3i:(J-«j)] 



e perciò 



5(^. P^ un segmento di circolo di freccia maggiore del raggio colla doppia 
ascissa orizontale. S'ottiene 

G>=2 I dyjdj; = r7rr — r. are. sen l = -^ I j ^ x^^r* — x] 
ed essendo z la distanza jdel centro di gravità dell'area dal diamelro orizontale 

I ydy (da; | ydy^f — y" 
I d y dx j d y \f r* — y* 
e per i (num.* 23, 49) il momento L' rispetto il diametro 

("F ^ r. are. 8en^=^) + 3«o •'^^^^(■y - ^Ì)\ 



L' = 


8 


i 1 


3r3|^ 
2 l 


2 


' f . 




1 

6 


3r3 
2 


Ttr — 


• r.arc. 


sen 


per 


la L 


= L'- 


— wa' 


1. 

• 
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51. Per fin segmento di circolo compreso fra due dóppie ascisse oriwntaU, che 
non comprendono U diametro. Siano 2x'o , 2 Xq 9 le corde minore e maggiore del 
segmento; di ordinate jf'o» ìf"o ' I^'» L", L"', i momenti d'inerzia, dell'area data , e 
dei segmenti di corda 2Xo , 2x'o , rispello la doppia ascissa 2x, ; sarà 

L' = L" — L'" (a) 

esprima fi' il momento d'inerzia del segmento di corda 2afo rispetto una linea che 
passa per il suo centro di gravità: %' la distanza di questo centro dal diametro: 2" 
dalla doppia ascissa 2x^: J l'area: sarà 

= /x -4- « « 

ovvero L"' = /x' -f- «' (»' — jfo)* («') 

e dalla (o) L' =-- L" - p' — «' (a' - y^)* (o") 

esprima L il momento d'inerzia dell'area rispetto la retta che passa per il suo centro 
di gravità: %'" , la distanza di questo centro dalla corda 2x^: z , dal diametro : m 
l'area: avremo 

L = L' — » «*; ossia L = L' — « {« — y^)* 



e per 1' ((T) 
risulta 



ossia 



L = L" - ^' - « (z - y,r - «' (^ - y,)« (a'") 

r*. are. sen l = -^ l — «^ ^ »•* — «J 
-r*.arc.senl = — ^j-h«'o^»'' — *J 

« = r* \^ are. sen I = -^1 — ^^ » /r* — x* 



X as x'o. « ■■ X'o 






dx * 



riflettendo come /x' può farsi uguale al momento d'inerzia del segmento di corda 
2 dp'o rispetto l'istessa corda; diminuito di fJ (z' — y'^)* 
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- I (^|r«. are. sen (=^) (ir« - x'\) - i as-. ^i^:^ (V r' - a^l)\ 



I tJ 
6> 



ovvero 

L = 1 ^ [l i^. aro. sen (= *) (1 r" -«*) - i « v'T^^p (^ r*— «')ì 

52. ^er un segmento circolare compreso fra due doppie ascisse orizontali che 
comprendono il diametro. Siano ^x^^ 2£t;'o, le corde, superiore ed inferiore, che 
terminano Tarea: di ordinale y^ , y\ ; si ha 

X ss JTfi X SS X 

« = r^ [y - r. are. sen ^= ^jj + ^""aj^ ^y-^ x* 



e 



z 



I yd]^ Idre „ , 



il momento d'inerzia L' dell'area rispello il diametro è la somma dei due: dei due 
segmenti di corde il diametro comune , e le doppie ascisse 2Xof 2 o^o i ^ perciò 
dal (num.* 49) 



XaXg _ XOiX, 



xas— x'o xui je in 



e quindi 



'**0 r- , V -. '"'o 



t-i(¥S [¥-—• »(-'t)]-'£ '^^(t---)) 



Tom. V. N. 3. 18 
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53. P€r «fi leKfmetito Mitico colla doppia ascissa amonude. Sia questa ^x^: 
di ordinata y: ri ha 

""*£*''' J' '" K * I ^~ *•""• ""('^ ^)ì ~ '" ^^^^) ^"^ 

e dette s, J, le diitanza del eenlro di gravile dell'area dalla iopjM aaeian ix„s e 
e dall'atte maggiore: 

ed ewndo L' il momeDto d*ioerzia dell'area rispetto la corda 2d;o 

L' = a ('• ix f»« dy = i^ f '• d<t (v^"?=? - »^?=^» 

= f|^(^io».arc.teii (=-j) (|a*-«ì) - i*,^(o'-x;) (¥«--«;)] (a") 
daUe (o), (o'), (o"), 

L-,i({......«. (=i^)({ _ ^_ J)_i.^,..-.:,(u-^_5)). 

54. Per tm sé|^menla eUitUco colla doppia ordinata oriiontale: dal nom. aai*. 

L _i .•;(i*..»,«.(-f )(. _ i;-^)-^^,^-rt (v-?-^))- 

55. Per tilt segmento elUttico compreso fra l'asse maggiore; t^ la doppia ascissa 
mi%ontale; si ha 

« « ^ — oi. are. sen f = ^ j ^^^o V^ («* — «J) («) 

f,a,f.. |-i(>--.-)t .,^^_.. 
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ed analogamenle al (anm." 49) 

e dalle (a), {a), (a") 

■• - U^ [¥ - - •"• "" (- t)] + ". ^ (•• - •» a - •:)) 

— U Y - a. are. sen ( = ^j U- — aJo v^(o' — a;J)J «* 



ossia 



56. Per un segmento ellittico compreso fra l'asse minore , e la doppia ordi- 
nata orizontale; dal (num.® ani*.) 

^3,„.-.:,(^(^-..)-,:)|. 

57. Per un segmento ellittico di freccia maggiore del semiasse minore verti- 
cale: analogamente al (num.*' 50) si ottiene 

■■-é^j¥(—'--"(-^))('-^) 

58. Per un segmento ellittico di freccia maggiore del semiasse maggiore ver- 
tiealei dal (num.^ ant.') 

+3..v(»--»:)(-^(^-.-)-.:)j- 
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59. Per un segmefUo dliuieo eomiemuo fra due doppie ascisse oriwataU dke 
non comprendono l'asse maggiore} anak^iamente al (nam/ 51) 

60. Per un segmento elUttìeo colle ordinate orixoniaU die non co mp ren d ono 
l'asse minore: (dal nam.** ani*.) 

L^ltS^' (} 6'. .rc. «en (= ^)(| »« - ,•.) _ f ^(j.,,j, (^ ** - fj)) 



3 a' 

- 2 « (» - yJ)- 

61. Per una sezione a doppio T a nervure uguali senza canloiiale. Sia a l'al- 
tezza del pezzo : b^ la larghezza o la base, a, la distanza delle nervure, V la loro 
lunghezza. Il momento d'inerzia L sarà la differenza di quello del rettangolo (a, ò)» 
e dei dae dei rettangoli ugnali (a', b'): e perciò dal (nnm: 1). 

L = ^(fta^ — 2W) 

62. Per una sezione a T a nervure uguali^ e a doppie cantonate uguali. Rap- 
presenti a, l'altezza, b, la base del pezzo: a\ la distanza delle nervare: a", la di- 
stanza delle cantonate orizontali: a"' quelle delle cantonate verticali, V lo sporto delle 
nervare sulle cantonate: 6' la lunghezza delle cantonate orizontali: ò'" la grossezza, 
sarà dal (num. 1) 

L = ^ { ^3 _ 2 (6'a'5 4- ò V^ -h ò V) } . 

63. Per una sezione a T, con nervure uguali senio cantonate. Esprimano a', 
la grossezza delle nervare: 6' , la grossezza del dritto : z la distanza del centro di 
gravità della sezione dalla base b, sì trova 

, ba* - {b — b) {a* — g'') 
* « òa' 4- ò^ (a — a') 

L' == I (òa'5 4- ft'a' - òV^) 

64. Per una sezione a T con cantonate. Si indichi con 26, ^-^-^ 
la lunghezza della base , o della spalla del pezzo: con 2ò^, la 
larghezza del dritto : con a', a", a'", le distanze delle nervure , 
delle cantonate orizontali, e verticali, dalla orizontale che passa 
per il piede del pezzo, si ha 
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« = 2ft^ 0' 4- 2 ft (a — o') -h 20" (a' — a") + 2Ò'" {a! — a'") (a) 

_ , g' ò - a'V (2a - o^) - aV (2a - a ") - a'V" {2a - a"') , 

* ~ * ^4 a' 4- ft (a - a') -4- b' (a' - a") +T"^'".iri"') ^"^ ^ 

esprima M, R: momento d'inerzia del rettangolo: sarà 

L' = M, R. (a - a', 2Ò) 4- M, R: (2ftS o) - M, R: (a - a', 26*) 

-h 2 M, R: (a — a\b") — 2 M, R: (a — a', b") 

-h 2 M, R: (a - a'", ò'") — 2 M, R: (a - a*'") 

= f ^ M a' 4- fc" (a - a")5 + ò'" (a - a'")' — (a - a')' (6" + T 4- **) } 
ovvero 

L' = H Ò4 o3 -f. 2 ò'" (o - a'")' - (a - a'f 2 M J (a") 

e dalle (a), (a'), (a") 

L =U64a3 .+- 2 6'" (a - a')' - (e - a^^Jò*} 

- {Ma'-f-2 2"'ò'"(a'— o'")} 2* 

65. P^ una sezione a doppio T con nervure dissuguali senza cantonate. Ks^p- 
presentino: 6, ò', a\ a", le lunghezze e le grossezze delle cantonate inferiore, e sa- 
periore , a'" la loro distanza verticale: e z la distanza del centro di gravità , della 
sezione della nervura superiore b^: il momento della parte superiore del pezzo alla 
lima, orizontale che passa per il suo centro di gravità, risulla, essendo b" la gros- 
sezza del dritto 

b"z'-+ (V - b') a" (» - ^\ 
e quello della parte inferiore 

*(-')(t^)-(*-'>(—- t) 

uguagliando si deduce 

, y'o' + 2 a o' (b - V) - a '^ (b - b') - a"' (V - b") 
""^-i b"a-h a'~{b - ò*') 4- o" (6' — b") 

il momento d'inerzia L rispetto la linea, che passa per il centro di gravità del pezzo 
risulterà dalla somma dei momenti di inerzia della parte superiore^ ed inferiore, espresti 
da 

b' z^ (b' - b") (z - g'^)^ b(a — zf {b-^b"){a — a'—%)^ 
3 3 3 3 

e perciò fatto a — a' ?= a^ si ha 
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L^\\l/z^^-b{a — zY H- (b"—ìn {z-^an^^iV - b){z--af \. 

66. Per una sezione a doppio T con cantonate superiori a nervure uguaUi 
i momenti delle parti superiori, ed inferiori del pexzo alia linea che passa per il suo 
centro di gravità: sono espressi da 

2 (6 - M) a'(a - «-y) + 2 t* (a - «) (^^\ 



-h 2 b'" (a' ■+■ a" + ci" - %) (^-±^ 



Jll 



4- a'" — % 



)■■ 



n 



- g" fr •^ r («^ -- g") 4- 2 gT (g' 4- ^) -4- 2 a g' {b -- b^) 
* 2a' (6 — M) -+- g" (6" 4- 6'") 4- g è* 4- g'" 6' 



jit 



a SS5 g 4- g 4-g 



essendo 

il momento di inerzia della parte superiore, é 

2 g>^ 2 »' (» - g')^ 2 b" (z^a' — g")3 
3 3 3 

quello della parte inferiore 

2 6 (g - »)' 2 (ò — fc'O (a— g'- »)' . 2 ò'" (« — »)' 
3 3 3 

uguagliando si deduce L* 

67. Per una sezione a doppio T a nervure dissuguali con cantonate: dai nu- 
meri antecedenti, facilmente si ritrovano le dimensioni delle sue singole parti: si. ha 

Z3 



L 



C=f 



3 
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essendo 



S«"ft"(T 



4- « "T- « 



•") = *"«"(t 



4- « -+- «' 



-) 



fff ^in 



'+-b"'à 



\2 



4- a' -H « " 



'\ -hM o* {^^J + a"'\ + 6»o» (- 



a 



4- «' -t* «' 



') 



2ò"«6" 4- r + M S«" = «" 4- «'" 4- «* 4- «* 

ed esprimendo M^R: momento di inerzia del rettangolo: sì ha 

L' = M,R: (a, 2 ò) — 2 M,R; (a, 6«) 4- 2 M,R: («', fc«) 

— 2 M,R: (a, ò") + 2 M,R: («' 4- a", 6") 

— 2 M,R: (a — «, 6'") 4- 2 M,R («' 4- a*, 6'") 

- 2 M,R: (oS 5*) 

= 2 M,R: (a, i - fc« - i") 4- 2 M,R! («', Ì«) 

- 2 M,R: (a - «, ft"') — 2 M,R: (a — « - «", M) 



2 M,R: («' 4- a", 6" 4- ft'" 4- ft*) — 2 M,R (a*, ò^) 
= 2 M,R: (a, 6') 4- 2 M,R: (« , fc^) - 2 M,R: ( a- «, 6'") 
- 2 M,R («, M) 4- 2 M,R: (« + «'", **) — 2 M,R: (aS fc») 

essendo a = a — a — a' la distanza verticale delle due nervure: e b^ = b" 4- V" 4- b^ 
la lunghezza orizontale delle cantonale inferiori: delle formole antecedenti si dedurrà L. 
68. Per una seùone di longarina. Sia a\ lo sponto dei dritti sulle cantonale 
verticali; a", 6^, la loro lunghezza e grossezza; a'", b^ quelle delle orizzontali: V la 
disianza fra dritto e dritto; 2b" quella compresa fra Testremità delle cantonate orìz« 
zontali; &'" lo sporto della lunghezza b del pezzo suirestremità della stessa; a Tal- 
lezza: per determinare la % dalla base b si ha 



C 



LJi 



2o*.^-2 6'(o' + a" + o"')^ 



1 



±_±±i _ a t" (a- 4- o" + a"y 

2 

.1 



dalle quale 



». fc"' (a' 4- a" 4- o"')» - 2 l>* (o' 4- a")» - i b' a' 
= { 2aò — 2 (a' 4-a" 4- o'") (6' 4-^" 4- ò'")— 46^(0' 4- a") - 465a'| 4 
, 6a' - S ^ (S o) — 2 6* (V a)* — 2 ft» a»» 

2 =3 -^ ■ ■ ■ "?_ — ^^ ■ I, ■! ■ ■ — >5 — 1 . ■ _ , I «■ ■ 



«6- V;6. 2«-^a fc*. 2;a"26*a' 
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facilmente trovasi rispetto la BIN 

L' =1 { òa' - 2 6 (2 a) - 2 ò* (2 a)^ — 2 J» a!^ \ 

dalle quali L: per la L = L' — cox'. 

69. Golia semplice norma esposta al principio di questa memoria ; si calcolano 
facilmente i momenti di inerzia delle sezioni che contengono dei vuoti : le applica- 
zioni, sarebbero indefinite; ne accenno soltanto qualcuna. Le istesse lettere) con di- 
versi accenti indicheranno le dimensioni omologhe di figure simili. 

70. Per una sezione rettangolare con una apertura rettangolare 

L = ^ (V a'* - 6V^); (v. n.* 1) 
quadrata L = ^ (ò' a" — a"*) ; (n.* 1, 2) 

circolare concentrica ^^^m"a ^^^y ("•* U 19) 

70. Per una sezione triangolare isoscele a base orizontale con un'apertura si- 
mile concentrica 

L = À (^' — bW^) (n? 7) 

se la sezione è equilatera 

71. Per una tenone formata da due circoU concentrici: sari dal (n? 19) 

L = ^ (r'* - r"*). 
4 

72. — da due ellissi concentriche coU'asse maggiore orizontale dal (n? 20) 

L-=^(aV5_aT'). 
4 

73. — da due élUssi concentriche coU'asse minore orizzontale dal (n! 21) 

L = ^(ft'a''-6V3). 

4 

74. Per la sezione di un canale formato da due rettangoli} sì ha 

L = i { 6'o' (0^ — 3 «•) — 6"o" (o"« - Z%')\ 
se da dae quadrali 
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75. Per la sezione di un canale triangolare isosede colla base orisumtale: dal 

(n? 7). 

•'W^^TS^' L =^5 6a^— fta^t 

L = ^ { Mo' (a'* - 18»') - b"a" (a"' - 18 »») }. 

76. Per un canale semicircolare formato da due semicerchu concentrici col 
diametro oriiontale: dal (n? 19) 

77. Per un canale semiettittico formato da due temidìùti concentrica coU'asse 
maggiore orizontale: dal (n! 20) 



4 /a'b" - aV \ 
3; V a'6' - a"b" ) 



U =l{a'yi — oV)j L = " lia'b'^ - a"b"') - 8 (aV — oT) »*]. 

8 O 

78. I momenti di inerzia delle sezioni esibiti io funzione della loro area (u) : 
vengono espressi dalle formole: 

L = '^' a* w = oò, (per il n? 1): L == -^77 a\ 

12 12 

6» «= a*, (per il n? 2): L = ^o*, « = ta. sen: <», (n! 3): 

L = X5**> « = a* sen. 4» (4) 
L=^.a% « = ^, (5): L = ^«', » = i^Ja (6). 
L = -a% .» = ^. (7): L = ;j^a», « = ^3. (8)s 

L = ^ ^g a', a =-2-' " =T' ^ * ^" 

h=ll^-h^- 6^), *. =|(/» -•-?), (12): 

L = J^k*(l4-^ii^)-i««j,(13): L =. JO»» + «»), (14): 



Tom. V. N. 3. 
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I— ^(*— ^)(M)= L^UIr'.-JW,;^ (39), 

• = r. A, — Ji, ^(r» — ;^ 

la ade daVaco ed tritìo- mmOmnlg per ^ diri cai: 



L— i(-^«-H2;«(r'-«^5j paa(»:37) 



per i (»; 48). 
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Manuscrit coté^^l du Supplément arabe de la Bìbliothèque 

imperiale de Paris. 

(YolaiM ia-4.0 de tss fBoiDets eo papier dont le premier et les deax demlen aont dee hnflleti de garde noo nu- 

mérotés, tandb que les 129 aatres loot numérotés avec deu nomérattoos oontéeattves doat la première va de t 

è 71, et la noMide de t à 68. 
FeoiOet t V. lig. t à 69 «. lig. 14 de la première naménttoo: Commentaire do TalkhU oa « Exposé dee opératioos 

» da eakal », tratte d*arithmétiqiie pratlque d*llm àlbanoà, matlièmatiden et astronome qui llorissait ao Maroe 

dans la |»emière moitié da Xlll. siede, par Àllialafàdl , matbémaUden arabe-e^agnol , moit en I4M de !.•>€. 

La copie est datée do 99 ramadbàn 1S29 d», rhégire, oa 14 septembre 1814 de J.^:. 
FenUlet 89 v. lig. 16 à 71 «. lig. 7 de la première namératloa: Moroeao relatif à qaelqaes qaestioos ehnmologiqaea 

par Abod Zaid ÀbdalrahmAn Ibo Omar àl'okadl Alfoùned. 
Feoillet t r. Ùg. i à u «. lig. 94 de la seconde namération: Àatre commentaire, sana nom d'aateor, da Talkis dlbn 

AIlMttnà. 
Comperer sur ce Manaserlt le Journal «uUtigu»^ Cahier de Fèvrier— Mars 1862, pag. 106, lig. 18 à pag. 107, lig. 

demière. 
Les naméros des feoHlets marqaés en marge dei pages 6 à 19 de la tradacUoo d-i^rèi se rapportent à la premlèN 

dee deax bomèratlons da manoscrit). 



A. 



La nom de Dieu clément et miséricordieux. Que la bénédìclion et le salul divina 
soienl sur notre Seigneur Mohammed ! 

Le servilear du Dieu très-haut, celui qui a besoin de son pardon. Ali Ben Mo- 
hammed Ibn Mohammed Ben Ali le Koraichile Alandalouci Albaslhf, connu sous te 
nom d'Alkala^di, que Dieu trés-haul soil miséricordieux envers lui, amen, amen, 
amen, amen, dit: 

Louange à Dieu qui a créé Thomme par sa gràce , et qui Ta fait exisler pour 
ce quii a résòlu et décrété par la volonté de ses jugemenls et de sa puissance. Que 
la bénédiction et le salut divins soient sur notre seigneur Mohammed, sa famille et 
ses compagnons. 

Pour en venir au fait. Le but que se propose (le présent ouvrage) est Texpli- 
cation de « L^exposé des opéraiions du calcul » du cha'ikh, du très-savant imam, 
Ahmed, sumommé le fils de Tarchitecte (Ibn Albannà), Thabitanl de Maroc, puisse- 
t-il étre agréable à Dieu, et puisse Dieu le rendre contenl. L'inlention de (rauleur) 
est que cette inlroduclion forme le commenccment du travail qu'il se propose d*en- 
treprendre dans cet ouvrage, et qu'il indique dans le conlenu de cette (inlroduction) 
ce qu'ont mentionné les anciens relativement à celui qui écrit un ouvrage sur une 
science, à savoir qtf*iì faut qu*il y fasse attention aux huit points capitaux suivants: 
le bat, Tatilité, le earactère, la méthode de Tenseignement, Tordre, le nom de l'au- 
teur, la justesse, et la division. 
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L'aalear, qae Dien soìt miséricordieut envers lai, a réuni implicitemenl ces hnil 
pomU dans celle inlrodaclion, ainsi qu'il l'a cxprimé dans cerlains vere que yoici: 

Je me suis applique à élre concis dans mon exposé, 
Paroe qae je connais les difféfenles parlies de la scienee 

el parce qae je sais abréger. 
Je ne crains pas qa'on m'enlende mal en prélanl à ce qae 

je dis des sens différenls de celai qae j'ai voala exprìmer, 
El je ne cherche rien aa delà de ce qai esl saCfisanl poar moi. 
Cependanl je crains le blàme-des grands hommes, 
El cerlainemenl les savanls accomplis soni en droil 

de suivre ane aatre voie. 
Mais le devoir de la chamelle esl d'enseigner les 

peliu (•). 

L'aalear dil: Le hut (**) , c'esl k dire Tobjel , dan» cet ouvrage , c'esl à dire 
cel écril, est de donnèr un exposé fait avec choix, cesi à dire an exposé éléganl 
el concis, des opératìans du calcul, de (aire comprendre promptement ses règles , 
c'esl à dire de rendre les règles de Touvrage facilemenl accessibles , ainsi que le 
sens des théorieSf aa moyen des problèmes placés chacan dans le chapilre de la règie 
qai le concerne el qui lui convieni, et de présenter dans un ordre sevère les bases 
et le système de cet art. Il comprend deux partieSy c^esl à dire cel ouvrage (com- 
prend deux parlies), dont la première traite des opérations du nombre conttu^ en 
fail d'enliers, de fraclions el de racines, tandis que la seconde traite des règles au 
moyen desqùeUes il est possible d'arriver à la connaissance de la grandeur de l'in- 
connue qui est dierchée, en partant des quantités connues et données, c'est'àdirc 
au moyen desquelles il esl possible de délerminer Tinconnue, ainsi qu'il sera expliqui 
plus lard, si Dieu le permei , dans la seconde panie de l'ouvrage. (Celle seconde 
panie Iraile) de la manière d'opérer avec les proporlions el avec les plaleaux df 
balance (***) , de l'algebre , el de ce qui se rallache à cela. Comme si Ton vou» 

(*) Letexte de oes ?en que présente ici le manuscrit, me parati très-corrompu; en ontie la première 
partie da manoscrit (fol. i à 71 de la première nnmération) est d'ane fort mau?ai8e écritore. Lei mémes 
?er8 sont rèprodoìts a?ee oertaines Tarìantes, et sona une forme plus correete, an fol. 1 r.* de la ieeoode 
nnreération. 

(**) Les mota ìmprìmés en italìque forment la traduction des parties da texte de l'ouvrage oommeulé, 
intercalées au milieu du commeotaire et écrites , dans le manuscrit arabe, à Teucre rouge. Pai auai 
mis en italìque quelques passages qui ne sout .pas écrits à l'encre rouge dans le manuscrit, mais qui fónt 
cependant partie du texte commenté , ainsi que je Tai reconnu par un examen du seoood oommentàire 
du taikhU^ contenu dans ce manuscrit, et d*un troisième commentiire contenu dans le manmerìt Xj 
da Supplément arabe de la Biblfothèque imperiale de Paris. 

(***} Ce som désigne la règie des deux fausses positions. 
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dit: on addilionne le tiers et le quart d'une quanlité, et cela fait tant; on Ton ad- 
ditionne le tiers et le quart et le cinquième d'une quantité, et cela fait tanl; com- 
bien est cette quantité ? L'autcur dit (quc cette détermination de Finconnue par les 
connues est possible) lorsqu'il existe entre l'une et les autres une relation qui dé- 
ternUne cette (dépendance). Cette relation (. est le rapport qui existe entre les nom- fin de 
bres eie. 

Si Fon Yous dit: combien est la somme de huit uombres dont les plus petit est 
deux^ et qui se dépassent mutuellement de quatre ? | Alors mullìpliez l'excès par le ^ g ^ 
nombre des nombres (termes) moins un, ce qui donne vingt huit. Ajoutez-y le deux; 
ce sera irenle , ce qui est le plus grand (des nombres). Ensuite ajoulez au trente 
le premier nombre, ce qui fait trente deux. Multipliez cela par quatre, la moitié du 
nombre des nombres. Yous aurez pour resultai la quantité cherchée, à savoir cent 
vingt huit. En voici la figure, et Dieu seul connait la vérité. 

.-. 2 .-. 6 .-.10 .-. 14 .-. 18 .-. 22 .-. 26 .-. 30 .'. 

L'auteur dit: Quant à la sommation des nombres suivant l'orare, elle consiste à 
muUiplier la moitié du (nombre) jusqu'auquel (la suite) s' étend par le (nombre) 
jusqu'auquel (la suite) s'étend plus l'unite, Ceci est la troisième espèce de Taddi- 
tion, et d'après ce que Tauteur dit, Topération est clairc. Par exemple, si l'on vous 
dit: addilionnez depuis un jusqu*à dix suivant Tordre naturai des nombres, alors ajou- 
tez un au dix; ce sera onze. Multipliez cela par la moitié du dix; vous aurez pour 
resultai cinquante cinq, ce qui est la quanlité cherchée. Et si Fon vous dit: addi- 
lionnez depuis un jusqu*à dix-huil, alors ajoutez un au dix-huit; ce sera dix-neuf. 
Multipliez cela par la moiiié du (nombre) ju8qu*auquel (la suite) s*élend , à savoir 
par neuf. Yous aurez pour resultai cent soixante onze, ce qui est la quanlilé cherchée. 
L'auteur dit : et l'élévation au carré (se fait) par la multiplication de deux 
tiers du (nombre) jusqu'auquel (la suite) s'étend plus un tiers d'une unite , par 
la somme (des nombres simples). Cela veul dire l'élévation au carré de l'addilion 
des nombres suivant l'ordre, ce qui deviendra plus clair par notre exemple. Si Ton 
vous dil: addilionnez à partir du carré de l'unite jusqu'au carré de dix, alors To- 
péralion dans ce (problème) consisle à prendre deux tiers du dix, ce qui fait six et 
deux tiers , et à ajouler à cela un tiers d'une unilé , de sorte que la somme sera 
sepl. Multipliez cela par la somme (des nombres simples) à savoir par cinquante cinq; 
vous aurez pour resultai la quanlilé cherchée, à savoir irois cent qualre-vingl cinq. 

L'auteur dil (*): et l'élévation au cube (se fait) par l'élévation au carré de la f- s.r. 
^ ' ' ^ lig. 19. 

(*) Je rappelle qne « l'auteur » de Fouvrage commenté est Ibn Albannà. La règie pour la sommation 
des cubes qui suit ici, appartient donc à Ibn Albannà, contemporain de Léonard de Pise« 



t 8 r. 
lig.S4. 
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somme (*). Celle somme veut dire celle qui refluite de radditìon dea Dombres (sim- 
ples) suivanl Tordre. Et le cube signifie, d'après ce qai a élé expliqué, le prodnit 
de la multìplìcation d'an nombre par lai-inéme et paia da résaltat par sa raeine. 
Par exemple, sì l'on voas dìt: additìonnez à partir du cube de l'anìlé jasqu'aa cabe 
de dix , alors élevez au carré la somme (des nombres simples) à savoir cinqnaote 
cinq. YoQS aarez poor résultat la qaantité cberchée, à savoir trois mille yingt cinq, 
ainsi: 3025. 

L'aateur dil: QuarU à Vaddiiion des nombres impatrs suivarU Varare, elle oonr 
siste à élever au carré la moiHé du (nombre) jusqu'auquel {la suite) s'étend joim 
à Vunité. Cecì est la quatriéme espèce (de l'additioD), et c'est la plos facile de ces 
espèces. La manière de Teffectaer est claire^ d'après ce qne l'aatear a expliqué. 
Par exemple, si Ton voas dit: additionnez depais Tanité jusqn*à neaf^ (en prenaot) 

f. 8 V. les nombres impairs saivant l'ordre, alors ajoulez l'unite au neuf , ce qui fail dix. 
Élevez-en la moitié, à savoir cinq, aa carré. 11 resulterà vingt cinq, ce qui est la 
qnantité cherchée. Et si Ton vous dit: additionnez depuis l'unite jiisqu*à vingt trois, 
alors additionnez l'unite au vingt trois, ce qui fait vingt quatre. Élevez aa carré la 
moitié de cela, à savoir douze. Yous aurez pour résultat cent 4|aarante quatre , ce 
qui est la qaantité chercbée. 

L'aatear dit: Et Vélévation au carré (se fait) par la multipUcation d'un sixième 
du (nombre) jusqu*auquel (la suite) s'étend, par le rectangle compris sous les deux 
nombres qui Vavoisinent par après. C'est a dire l'élévation au carré de tous les nom- 
bres impairs. Et « le rectangle » est le produit d'un nombre par un (autre) npm- 
bre. L'auteur dit « par après » par précaution, afin qu'on ne s*imagine pas qu'il 
s'agit du prodoit des deux nombres qui précèdent le (nombre) jusqu'auquel (la suite) 
s'étend. L'éclaircissement de cefa se trouvera dans notre exemple. Si Ton voas dit: 
additionnez à partir da carré de l'unite jusqu'au carré de neuf, alors prenez un si- 
xième du neuf, ce qui est un et demi. Formez le rectangle des deux nombres qui 
suivent le neuf, à savoir du dix et du onze. Leur rectangle est cent dix. Multipliez 
cela par le un et demi. Il resulterà cent soixanle cinq, ce qui est la qaantité cherchée. 

|: ' ^^ L'aateur dit: Et Vélévation au cube (se fait) par la multipUcation de la somme 

par son doublé moins un (**). Cette élévation au cube (doit s'entendre de) l'addition des 
nombres impairs. Par exemple, si l'on vous dit: additionnez depuis le cube de l'unite 
jasqu'aa cube de neuf, alors vous savez déjà que la somme (des impairs simples) est vingt 
cinq, et le doublé de cela moins un est qaarante neuf. Par conséquent multipliez le vingt 
cinq par le quarante neuf. Vous aurez pour résultat mille deux cent vingt cinq , 

nC«tàdirel'-f-2'-h3'4-...-f-»' = [5(n-»-l)]'. 
nc^tidiw 1^ + 3^-1-5*+. ..4-(2»—l)^«n*(2n»—l). 
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aitisi: 1885. I Rè^ fondameDlale. Si Ton tous dìl: addiUoonei depais le cube et h^JL 
ranilé, siuTaiit Tordre des nombres impairs» josqn^à «n nombre ineoona, el le ré- 
solut aera tant; alon mulliph'ea ce résolut par boit, et addìUoonei aa produit ane 
QDité. Prenez la racine de la somme, el ajooles à la radne de nooveaa oiie miilé. 
Prenez la racine de ee résolUt el relrancbei-eD une onilé. Ce qui provieni esl le 
(nombre) josqo^aaqael (la saite) sVtend (*). Par exemple» si Ton yoos dil: on a ad- 
ditionné depnis le cube de Tonité josqo*aa cobe d*ao eertain nombre snÌYant Tordre 
des nombres impairs, et le resultai a élé mOle neafcentqnatre-yingtdix (**). Alors 
maltipliez celle somme par huit , et ajooles an prodail ane onilé. Voas aurei ea 
somme cent cinqaanle neuf mille deox cent et un. Prenea-en la racine» qui est troìt 
cent qoatre-yingt dix-oeaf. Ajoalez a cela noe unite, ce sera qoatre cenls. Prenei- 
en la racine , qui esl vingt , et relrancbei-en Tunilé. Yous aurei pour rcsle | dix* f. § r. 
neuf, ce qui esl le (nombre) inconnu jusqu*auquel (la sulle) s*élend. La manière 
d'exéculer celle qiéralion se presenterà encore, si IKeu le permei» dans le probléme 
du cbàleau (***), trailée au moyen de Talgèbre. | L^/* 

L'auleur dil: Quani à VadditUm des nombres pairs suivami Vardre, ette con- 
sisU à ajouier au {nombre) jus^'auquei {la suite) s'étend, constammeni deum, ef 
à multipUer la moitié de la somme par la moidé du (nombre) jusqu'auquel {ìa 
suite) s'étend. Geci esl la cinquième espece de Taddition. Et Topéretion, d*aprÒ8 ee 
qoe l'auleur a dil, est claire. Par exemple, si Ton vous dil: additionnes depuis deu 
jusqu*à dix, alors ajoulez au dix deux, ce qui fall douze. La moitié de cela, à sa- 
yoir six, mullipliée par la moitié do dix, donne trenle, ce qui est la quanlilé eber- 
diée. Et si Ton vous dil: additiomiez depuis deux jusqu*à vingt deui , alors ajoulei 
au (nombre) jusqu'auquel (la suite) s'élend, deux, ce qui fail yingt quatre. Multi- 
pliez cela (****) par la moitié duyingt deux. Vous aures pour resultai cent trenle 
deux, ce qui esl la quanlilé cherchée. 

L*auleur dil : Et Vélévation au carré {se fait) par la muUipUcation de deux 
tiers du {nombre) jusqu'auquel (la suite) s'étendy plus deux tiers de l'unitéf par- 
la somme (des nombres pairs simples). Cesi à dire Télévalion au carré des nom- 
bres pairs. Par exemple, si Fon yous dil: additìonnez depuis le carré de deux jusqu*au 



n.Cest à dire, fi l5+3*4-5*H-...-f-«^ = *, on aura ^^^.8-hl-Ì-l — !=«. 

(**) Cesi ainti qoe porte le ms. Mais oette le^oo est baste ; il bui lire: dix-neof mille neuf eenli , 
cTest à dire 19900 an lieo de 1990. 

(***) Le mot qoe je tradois lei par « chAteao » signifle aoisi « selle ». Or, ToavraRe d*lbii Al-bainA, 
eommenlé iei par Alkala^adt, était on abrégé d'un ooYrage appelé « La petite selle »(VoirJoomal aiia- 
tìqoe Cahier d*oetobre-no?embre 1854, pag. 871, lig, i à 7). 11 est dono possible qoe Alkala^dt fuse id 
allosion k OQ probléme conteno dans ce demier ouv^lg^ de sorte qa*il bodrait tiadoire: «dans le prò- 
• blème propose dans (Tooyrage intitolé) la petite selle » 

C***) Cesi tinsi qoe porte le ms. Il fiiut lire: mnltipUez la moiUé de eeU. 
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carré de douze. Alors vous savez en verlu de ce qui précède, qoe la somme (des 
pairs simples) esl quaranle deux. Réservez cela. Ensuile prenez deux liers de doaze, 
ce qui esl huil, et ajoulez-y deux liers , ce qui fail huit et deux liers. Mullipliez 
cela par le quaranle deux. Yous aurez pour résullat la quanti té chercbée, à savoir 
trois cent soixante qualre. 

L'auteur dit : ou mulHpliez un sixième du {nombre) jusqu' auguel {la suite) 
s'étend, par le rectangle compris sous les deux nombres quii' avoisineru par après. 
Geci est une seconde manière de Télévalion au carré des nombres pairs. Son éclair- 
cissement , au moyen de noire exemple , consiste en ce que yous mullipliez le si- 
xième du (nombre) jusqu'auquel (la suite) s*élend, à savoir de douze, par le rectangle 
compris sous^ treize et qualorze , à savoir par cent quatre-vingt deux. Ce (produit) 
sera la quanlité cherchée. 
f. 9 r. L'auleur dit: Et Vélévation au cube {se fait) par la multiplicatùm de la somme 

{des nombres pairs simples) par son doublé {*), Geci est Télévalion au cube en 
additionnant Ics nombres pairs. La somme esl dans nolre exemple quaranle deux , 
et son doublé est qualre-vingl qualre. Si Ton en fai! le rectangle , le produit est 

t 9 r. trois mille cinq cent vingt buit, ce qui esl la quanlité cherchée. | 
lìff ss 

Remarque addilionnelle, relative au cas où lon vous dit : addilionnez à partir 

d'un nombre qui n'est pas un, ou qui n'est pas deux, d*une manière semblable à 
ces addilions (qui précèdenl). L'opéralion en ce cas consiste à faire d'abord Taddi- 
tion à partir de Tunité ou à partir du deux, et à retrancher ensuite de la somme ce qui 
résulle de (l'addilion faile jusqu*au nombre) propose dans le problème (comme com- 
mencement de la suite). L*auteur n'a pas signalé ce (cas) dans le présent ouvrage, 
f. 9 V. mais il Ta signalé dans les discours (**). Par exemple si | Ton vous dit: addilion- 
nez depuis cinq jusqu'à seize suivant Tordre nalurel des nombres, alors addilionnez 
d'abord depuis Tunilé jusqu'au seize, d*après ce qui précède. Yous aurez pour re- 
sultai cent trenle six. Réservez cela. Ensuile relranchez du cinq une unite. li reste 
qualre. Addilionnez depuis un jusqu à qualre, vous aurez pour somme dix. Relran- 
chez cela du (nombre) réservé, vous aurez pour reste cent vingt six, et Ielle est la 
quanlité cherchée. Et si Fon vous dit : addilionnez depuis six jusqu*à qualorze en 
prenanl les nombres pairs suivant Tordre , alors addilionnez d*abord depuis deux 
jusqu*à qualorze. Ce sera cinquante six. Réservez cela. Ensuile relranchez du six 
deux; il vous resterà qualre. Addilionnez depuis deux jusqu' à qualre , ce sera six. 
Relranchez cela du (nombre) réservé. Yous aurez pour reste cinquante, ce qui est 

n Cesi à dire 2'+4'4-63-+-...-f-(2n)3=2 [n(n-f-l)]". 

(**) Gela pent signifier qoe rauteor, Ibo AlbannA, a exposé ces règles verbalement, ou quMl leaaez- 
posées dans un ouvrage intitiilé « les discours, » 'ou dans un onyrage divise en « disoonrs, » c*e8t à dire 
en « livres. » 
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la qaanlilé cbercbée. El si l*on vous dil : addilionnez depaìs sepl jusqa*^ onze gii 
prenant les nombres ìmpairs saivanl Tordre , alors addilionnez d*abord depuis un 
jnsqu'à onze, ce qui fail Irenle six. Ensuile relranchez deux de sept. 11 reste cinq. 
Addilionnez depuis un jusqu*à cinq, ce sera neuf. Relranchez cela du (nombre) ré- 
serre. Il resle vingl sept, ce qui est la quantilé cbercbée. El vous règlerez d*une 
manière analogue Topération pour l'élévation au carr^ el pour I^élévation au cube (*). 

TROISIÈME CHAPITRE 

DB LA SOUSTRACTiOlf 

L*auleur dil : jLa somtrcxtion est la recherche de ce qui reste après qu*on a 
retranóhé Vun de deux nombres de Vautre. Ceci s*applique k Texéculion écrilede 
la souslraclion. Dans cerlains de ses ouyrages (Ibn Albannà) a dil que la significa- 
tion de la souslraclion consiste à faire connailre la différence enlre deux nombres 
différenls par rapport à la quanlité , doni Tun esl plus pelil et Taulre plus grand. 
Il n'a pas renconlré la vraie définilion de celle (opéralion) dans le « Soulèvemenl 
du rideau » (**). Le plus couvenable esl de dire que la souslraclion esllarecber- 
che de la différence enlre deux nombres doni Tun esl plus pelil et Taulre plus grand. 
L'auteur dil: Elle (se fait) de deux manières. L'une consiste à retrancher le plus 
petit du plus grand une seule fois. Cesi celle par laquelle ou commencera dans le 
présenl chapilre; corame si Ton vous dil: relranchez treize de trenle sepl (***). Alors 
vous direz: le resle esl vingl qualre. Lauteur dil: L'autre espèce consiste à retranr 
cher le plus petit du plus grand plus d'une seule fois. Ceci esl le chapilre de la 
preuve (****), ainsi qu'il sera exposé plus lard, si Dieu le permei. Conune si l'on 
vous dil: relranchez du Irenle cinq (constammenl) sepl (♦♦*♦♦). Ou bien, il en res- 
terà un excédant » corame (si vous prenez) quaranle el un (<^*****]. L'auteur dil : 

(*) Ceci comprend la sommation des sèrie*: 

m'-+-(iiH-l)'H-(m-|-2)34-....-+-(m-f-n)', 

(2m)'^-(2m-i-2)^-4-(2mH-4)'-h...-f-(2m-+-2n)^. 

(2m-|-l)^H-(2m-f-3)3-h(2mH-5)^-f-...+{2m-+-2n-f-l)'. 

(**) Cet ouvrage d*Ibn AlbannA est mentionné dans le passage d*Ibii Rhaldoùn doot le texte et la tra- 
dnetion se trouvent dans le cabier d*octobre-novembre 1854 du Journal asiatique, pag. 370 et iuìt. 

(***) Le texte du ms. porte par erreur iix au lieu de ««pt 

(**»*) Cest ropération décrìte dans le 5.e ebapìtre de la première Partie de I*Arithmétìqne d'Alkala- 
^dt. Pag. 252 à 255 des Atti deirAccademia Pontificia de*Nuovi Lincei, Anno XII. 

(*****) Le copiate paratt ici avoir oublié quelques mots exprinaant à peu prèsoed: «etdansoetexeIn• 
» pie il ne tous resterà aucnn excédant ». 

(******) En effet, si Ton retranche de 41 autant de fois 7 qu'il est possible, il reste rexeédant 6. 

20 
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^wr la frenUère e$pèce , il fata piacer le {nombre) domt am rettamdke éam urne 
Ugne, et au-desMous le nambre qu'il s'agii de retnauker , de la mime mamère 
camme don» Vadditìon; pois U faui retrandher éhaqae place (c'esf à dire ékaqàe 
iO r, éhiffré^ de ceka qui lui correspond, \ s'il y en a un qm bd corre sp o m d (*). 

.... Yoos aorez poor résnlUit (**) deoz cent qnaU'e-yii^ qntlre , ee qm M 
le oombre déficient. 11 a cornine parties: une moitié, k savoir cent quanuite deux; 
no qnait, k Mvoir soixante et onze; un soiiante-elroiiziéine, à sayoir qnatre; la moitìé 

M 9. de la (fraclion précédente), à sayoir deux ; et la moitié de celle-ci , à savoir | nn. 
La somme de ces parties est denx cent yingt, ce qni est le nombre excédant. Gdui- 
ci a comme parties : nne moitié, k savoir cent dix; nn quart, à savoir cinqnante 
cinq ; nn cinqnième , a savoir qnarante qnatre ; nn dixième, à savoir vingt denx ; 
noe moitié de dixième, a savoir onze; puis en fait de fractions non articnlées (*^: 
nn onzième, à savoir vingt; et la moitié de cela, i savoir dix; et le qnart de cela 
4 savoir cinq; et le cinqnième (du onzième), à savoir qnatre; et le dixième (dn on- 
zième), k savoir deux; et la moitié du dixième (du onzième), à savoir nn. La soinme 
de ces parties est .denx cent quatre-vingt qnatre, ce qui est le nombre déficient. Ces 
denx nombres sont Ics nombres amiables les plus petits qu^il soit possible de tronvó". 
Ceci est la fin de ce que je me suis propose (de dire) sur cette matière. 
Louange 4 Dieu, le Maitre de lUnivers. Que sa bénédiction soit sur notre Sei- 
gneur Mobammed, le demier et le plus parfait des prophèles, le prìnce des apótres, 
et sur sa famille et ses compagnons. Que le salut divin soit répandu sur eux avec 
profusion jusqu'au jour de la résurrectiòn. 

Louange k Dieu, le Maitre de TUnivers, de la part de celui qni a écrit (cette 
cq)ie), et qui a besoin (de la miséricorde) de son Seigneur qui pardonne à son esclave, 
(à savoir) Al-hàdjdj Imàd Alfihrì, puisse Dieu accorder son pardon à luì, a ies pa- 
rents , anx docteurs (qui l'ont instmit), et aux docteurs de ses docteurs , joaqn^au 
jour de la résurrectiòn. 

(Termine) k l'aurore du vingt neuvième jour du mois sacre du ramadhàn de 

699. Tannée mil deux cent vingt neuf (****). Fin. | 

'* Au nom de Dieu clément et miséricordieux. Que la bénédiction et le salut de 

Dien soient sur notre Seigneur Mobammed, sa famille et ses compagnons. 

(*) Ceit à dire si le chiffre oorrespondaDt da nombre dont on retnnche, n'eit pas zèro. 

(**) AlkaU^Adt tennioe son oommentaire en montrant la manière de tronver les denx nambret amàa- 
Mei SSO et i84; ces nombres jooissent de la proprìété qne la somme des diviseors du premier est égale 
m second, et lédproqnemeot. 

(***) Ce sont les fractions qui ne peofent pas s*énoneer an moyen des mots: une moitié, un tieis, on 
quart, ete. Jnsqu'à un dixièipe indusiTement, ni par la oombioaison de ces mots. 

f*^ Cette date comspond au i4 septembre 1814 de notre ère. Le manuserit est dome très-modeiM, 
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Le seryiteur qui a la conscience de ne pouvoir salisfaìre a la jaslice de son 
Seigneyr^ Tilluslre el leltré jurisconsulte Aboù Zaì'd Abdalrabmào Ibn Omar Al'okaìlfi 
Ai^necH qtie Dieu ventile agir avec luì selon sa gràce el sa générosilé, diti 

Louange à Dieu pour avoir cendu jDombreux acs bienfails el ses élus. Gràces à 
Dieu, pour les bienfails abondants de son indulgence el de ses dons. Que la bène- 
diclion el le salul de Dieu soienl sur nolre seigneur Mohammed, qui est la meilleure 
de ses créalures, et le dernier et le plus parfait de ses prophètes, et sur sa famille et 
ses compagnons, qui onl eu la bonde forlune d'embrasser sa eanse el de la suivre. 

Pour en venir au fail. Ceci est (un travail) qui foumit des explications faciles» 
intercalées enlre les paroles du (traile intitulé) Al-ya^àrah ( « L'aisance »), Je Vom- 
ire cornine un commenlaire de ses paroles et de ses sens cachés, et comme un éclair- 
cissement de ses fondemenls et de ses développements. Afin que ce soil un secoors 
pour celui qui désire le coroprendre, et un guide pour celui qui chercbe à connaltre 
l'explication de sa science. El quoique ce traile soit exlrémemenl concis et abrégé, 
il n'en embrasse pas moina une branche | de la science qui est d'une grande éteudne. f. 70 r. 
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K ^^xk Dom de Dieu clément et miséricordienx. Qae la bénédicliou divine soil sur 
nolre seigneur et maitre Mohammed et sur toute sa famille ! 

Louange à Dieu , maitre de l'Univers , que sa bénédictiou et son salnt soient 
sur notre seigneur Mohammed, sa famille et tous ses compagnons. 

Pour en venir au fait. L'objet de cet ouvrage est de donner un exposé fait avec 
choix des opérations du calcul, un aper^ u succinct de ses régles, et un arrangement 
d'aprés un ordre sevère, de ses fondements. II comprend deux parties. La première 
partie traite des opérations du nombre connu. La seconde partie traite des règles au 
moyen desquelles il est possible d'arriver à ce qui est inconnu et cherché en pai^ 
tant de ce qui est connu et donne, s'il existe entre les deux cboses une relation qui 
rend cela nécessaire. 

PREMIÈRE PARTIE, DES OPÉRATIONS DU NOMRRE CONNU. 

Cette partie est divisée en trois divisions. La première division traite des opé- 
rations du nombre entier. La seconde division traite des opérations des fractions. La 
troisième division traite des opérations des racines. 

Première division. Des opérations du nombre entier, 

Cette division se partage, convenablement à son but, en six chapitres» dont le 
premier traite des divisions du nombre, et de ses ordres. 
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PIBHIBI CHAPITIB 

Le nombre est ce qui est compose d'aoités. Par conséquent Tuo n'est pas ap- 
pelé nombre, parce qa*il n'est- pas compose d*unités. On dit aussi: le oombre est 
ane réunion de monades (*). 

Tel est tout nombre, comme le cìnq, le diz, le cent, le mille. 

Le nombre est divise en pair et impair. 

Le pair est celui qoi se laisse diviser en deux parties égales. Tels sont toas 
les nombres dans la première place desquels il se trouve iin nombre pair , comme 
deux, qualre, six, huit, ou dans la première place desquels il n*y a point d'unités. 
Le nombre impair ne jouit point de ces propriétés. 

On dit aussi: le nombre pair est celui qui se laisse diviser en deux parties égales, 
ou en deux parties inégales. Fune étant plus grande et Tautre plus petite, pourvu 
qu'il soit plus grand que deux (**). 

Si le nombre pair est divise en deux parties égales , et que Fune d'elles est 
paire , Faulre partie est (pareillement) paire ; et si (Fune des parties) est impaire , 
Fautre panie est (aussi) impaire. Et s*il est divise en deux parties inégales , cha- 
cune de ces deux parties est (ou bien) impaire (ou paire). Par exemple le ìiuit se 
divise en deux nombres pairs, quatre et quatre, qui sont égaux; et se divise (aussi) 
en cinq et trois qui sont inégaux , et chacune de ces deux (dernières parties) est 
impaire. 

Si le nombre pair est divise en deux parties inégales, chacune de ces deux parties 
se laisse diviser (***) en deux parties inégales. Ainsi le cinq et le trois sont iné- 
gaux, et pareillement les parties de chacun de ces deux nombres sont inégales. 

Quant au (nombre) impair | c*est celui dont les parties etc. f. 2 r. 

.... vous ajoutez | constamment un demi, et vous mullipliez la somme par f. 7 v. 
la quanti té réservée. Alors ce qui résulte est la réponse. Par exemple, si Fon dit: 
additionnez depuis cinq jusqu à dix-neuf suivant Fordre des nombres (naturels), alors 
vous joignez le cinq au dix-neuf, ce qui fait vingt quatre, et vous réservez cela. 
Ensuite retranchez le premier des nombres, a savoir cinq, du plus grand des nom- 
bres , à savoir dix-neuf. Il reste quatorze. Prenez-en la moitié , qui est sept. 
Ajputez-y la moitié d'une unite; ce sera sept et demi. Multipliez cela par le nombre 
réservé , à savoir par vingt quatre. Le résultat sera cent quatre-vingt ^ ce qui est 
la réponse. 

n Le mot employé iei est différeot du terme ordioaire poar « unite », employé par exemple lig. 3,8 
et 9 de la présente page. Le dìctionoaire le traduìt par « uoitas, singularitas ». 

(**) Le deux se divise seulemeol en deux parties égales 1 et 1. 

(***) Le texte lijoute « seolement, » ce qui est &ux. Car, par exemple, 13>s 8-|-4, ets divisibile en 4 
et 4 qui soot égaux. 
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Et si Po* dit {*)i addilioanez depois l'onilé jii«ia'à dìx soÌTaDl Tordre dcs 
bref élefés ao eairé , ee qui slgniBe qoe yoos molliplics ebacoii dcs dix nombres 
par hii-fliiéoie, et qoe foos addilioanez les résoliats; akm la méibode poar ceb cod- 
sisle i addilioooer les nombres sorranl leor ordre , d^aprés la métbode précédente , 
et i résenrer la (somiiie). Ensoite yoos prcnex deux tiers do dernier nombrc , ce 
qoi est six et deux tiers, et yoos y sjootcz on tiers de Tonité. Il résollc sept, ce 
qoe YOOS moltipliez par le (nombre) résenré , à saYoir cinqoante cioq. Le résoltat 

ìia!iT '^^ ^^'' ^^ ^'^ ^^ ^ répoose. 

Et si Too dit: addìtioonez depois l'onité josqo*à dix soiYant Vordre dcs cobes, 

ce qof signifie qoe yoos moltipliez cbacon dcs dix nombres par loi-méme, qoe yoos 
moltipliez le résoltat par son coté , et qoe yoos additioDoez les résoltats ; alors la 
métbode poor cela consiste k additiooner depois on josqo'è dix soiYant Tordre dcs 
nombres , d'après la métbode qoi précède. La sonmie sera cinqoante cinq. Ensoite 
YOOS élcYCZ ao carré ces cinqoante cinq en les moltipliant par eox-mémes. Le ré- 
fi 7 V. soltat sera 3025, ce qoi est la réponse. 

La quatrième espèee (de Taddilion) (**) est Tadditioo soÌYant l'ordre des nom- 
bres impairs; cela signifie qoe yoos additionnez les impairs tels qo'ils se soiYcnt 
dans Tordre natorel. La métbode poor cela consiste à ajooter ao dernier nombre, 
qoi est le plos grand des (nombres) , constamment one onité , à prendre la moitié 
de la somoke, et k FélcYcr ao carré en la moltipliant par elle-méme. Alors ce qqi 
résolte est la réponse. 

(*) On troore Id sor la marge do ms. une gioie dont vold la tradoetioo: 

Qoaat à Tadditloo raivant Tordre des nombret élevéa au carré , ropération eonsiite à additionner les 
Dombres saifaot leor ordre d'après ce qui précède, et à moltipUer le réniltat par deoz tieri do dernier 
(nombre), aogmentés constamment d'un tiers. Le résoltat sera la réponse. Gomme (si voos aTcì) qnatre 
nombres canrés à partir de ronité, alors moltipllei 10 par 3 , ce qoi est deoz tiers du qoatre aogmentés 
de j. Et (poor) les cobes (l'opération consiste) à additionner les (nombres slmples) sohant l'ordre de 
la mime manière, et à életer le résoltat ao carré. Ce sera la lépoose. 
(*•) On trooTS ici sor la marge do ms. one glose dont voici la tradoction: 

Qoant à Taddition soivant Fordre des impairs, Fopération consiste à ajooter au dernier (nombre) con- 
stamment on,et à élefer ao carré la moitié do résoltat. Ce sera la réponse. Gomme (si voos aTO) qoatre 
nombres à partir de l'onité, le résoltat sera 16. Et (poor trooTcr la somme des impairs) soivant leor 
ordre en les élevant ao carré, (i'opération consiste) à moltiplier les deoz nombres qoi viennent après le 
demler (nombre) dans Pordre natorel , et à moltiplier le résoltat par on sizième do dernier (nombre). 
Gomme (si Fon «ddiiionne) depois i Josqo'à 7 en élevant ao carré, le résolut est 84. ,Et (poor addition- 
ner les impairs) en les élefsnt ao cobo (la métbode consiste) à additionner soivant Fordre des impairs, 
à doobler le résoltat, à retrsncber do dooble on, et è moltiplier le résoltat par le (nombre qo'on atai^ 
dooblé (a). Et si Fon dit: sdditionnes qoatre cases è partir de f, soitant Fordre des impairs, alois ele- 
va ao carré le nombre des ^sès , ce sera la réponse. Vooi sppreoez par là qoe la radne (cantèo) do 
résoltat est le nombre dei cases. 
(a) Cest à dire 

l» 4, 3» 4^ 5' 4- 7' -h .... 4- (2n — 1)' 
— [a(j4-34-5-H7-h....-h } 2fi-l }) -1]. (H-3H-5-+-7-4-....-h } 2fi— 1 }). 



f. 8 r. 
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Par exemple, si Ton dil: addilionnez depais Tunité ju8qa*à ncaf, saivanl l*ordre 
dea impairs, c'esl à dire Tuoilé, le troia, le cinq, le sept, et le neuf; alors la nié- 
ihode polir cela consiste à ajouter aa demier nombre une unite, à prendre un quart 
de la somme, et a le multiplier par la somme; ou a prendre le nombre dea ordres 
des impairs que vous avez, et à multiplier ce nombre par lui-méme. Donc, si vous 
voulez, ajoulez au neuf une unite; ce sera dix. Prenez-en la moitié, qui est cinq, 
et multipliez cela par lui-roéme. Ce sera vingt cinq, et telle est la réponse. 

Et si l'on dit: additionnez depuis Tunité jiisqu*ii neuf» suivant Tordre des im- 
pairs, eii les élevant au carré, ce qui signi6e que | chacun de ces impairs doit étre 
roultiplié par lui-méme ; alors la mélbode pour cela consiste à former le rectangle 
des deux nombres qui avoisinent le plus grand des impairs par après , donc à en 
multiplier Tun par Tautre. Ensuite multipliez ce qui résulte, par un sixiéme du plus 
grand impair. Le résultat sera la réponse. 

Par exemple, si Ton dit: additionnez depuis l'unite jusqu*à neuf suivant Tordre 
des impairs, en les élevant au carré; alors multipliez les deux nombres qui avoisi- 
nent le neuf par aprés , à savoir le dix et le onze , Tnn par Tautre; ce sera cent 
dix. Ensuite multipliez ce cent dix par un sixiéme du neuf, a savoir par un et demi. 
Il resulterà cent soixante cinq, ce qui est la réponse. 

Et si l'on dit: additionnez depuis un jusqu*à neuf suivant Tordre des impairs , f. 8 r. 
en les élevant au cube, alors faites la somme suivant Tordre des impairs, sana les ' 
élever au cube, ainsi qu*il précède. Ce sera vingt cinq. Réservez cela. Ensuite dou- 
blez-le, ce sera cinquanle. Retranchez une unite du cinquante; il reste quarante neuf. 
Multipliez cela par le (nombre) réservé, qui est vingt cinq. Il résulte 1225, ce qui 
est la réponse. f. a r. 

Et si l'on dit: additionnez jusqu'à la dixiéme case suivant Tordre des impairs, ^' 
en sous-enteudant que dans la première case soit Tunité, dans la seconde trois» et 
ainsi de suite suivant Fordre des nombres impairs jusqu'à la dixiéme case; alors la 
méthode pour cela consiste à multiplier le nombre des cases par lui-méme. Ce qui 
en résulte sera la réponse. Dans le cas actuel cela est cent. 

Yous apprenez par là que, si vous avez un nombre, et que vous désirez savoir 
combien il contient d'impaìrs séparément, vous devez en prendre la racine. Ce qui 
résulte est le nombre des impairs contenus dans le (nombre propose) , si le com- 
mencement des (nombres impairs) est un. 

Sectìon. Si Fon vous dit ; (étant propose) le nombre cent , (combien) y esl-il 
contenu de nombres impairs se succédant suivant l'ordre en commen^nt par Punite; 
alors la méthode pour cela consiste à prendre la racine du nombre , i savoir de 
cent, qui est dix; et ce nombre (indique) combien il y a dans cent de nombres im* 
pairs suivant l'ordre en commen^ant par l'unite. Ce sont 1.3,5.7.9.11.13.15.17.19, 
et ce sont dix impairs, (dix) étant le nombre de la racine du cent qui est leur sommet 



160 ANNALI DI MATEMATICA 

La dnquième espèce (de raddl'Uon) (*) est raddìlion soìvant l'ordre des (Dom- 
bres) paire, ce qui signifie que yous additionnez les pairs teb qa'ils se snivent dans 
Tordre ualnrel, à savoir deax, quatre, sii, hoit, dix , et ainsi de suite josqo'à l'in- 
6ni. La métbode ponr cela eonsisle à ajoater au (noinbre) pair jusqa'auqael (la* 
suite) s'étend [deux], et à multiplier un quart du (nombre) jusqu'auquel (la suite) 
s*étend, par le (oombre) jusqu'auquel (la suite) s'étend augmente de deux. Ce qui 
résuhe est la réponse. 

Par ezctinple, si Fon yous dil: additionnez depuis deux jusqu'è dix suÌYant Tor- 
dre des pairs, alors ajoutez deux au (nombre) jusqu'auquel (la suite) s'étend, à sa- 
f. s V. Yoir au dix: Ce sera douze. | Prenez-en la moitié, à saYoir six, et multipliez-la par 
la moitié du dix, à saYoir par cinq. U resulterà trente, ce qui est la réponse. 

Et si Ton dit : additionnez depuis deux jusqu'à dix suÌYant l'ordre des (nom- 
bres) pairs, en les éleYant au carré , alors la métbode pour cela consiste en deux 
manières. 

La première (manière est) que yous additionnez les (nombres) pairs suiYant l'or- 
dre , ainsi qu'il précède. Ce sera trente. RéserYCZ cela. Ensuite prenez deux tiers 
du (nombre) jusqu'auquel (la suite) s'étend, ce qui est six et deux tiers. Ajooté^-y 
constanunent deux tiers de l'unite. Ensuite multipliez la somme, à saYoir sept et un 
tiers, par le (nombre) résenré. Le résultat sera deux cent Yingt, et Ielle est la réponse. 

Et si l'on YOus dil: nous aYons le (nombre) cent dix; combien y est-il conlenu 
de nombres pairs ; alors la métbode pour cela consiste à ajouter au nombre donne 
constamment un quart de l'unite, à prendre la racine de la somme, et à en retran- 
cber constamment la moitié d'une unite; le doublé (**) de ce qui reste sera le nom- 
bre des (nombres) pairs. Donc ajoutez au cent dix un quart de l'unite, ce sera cent 
dix et un quart. Prenez-en la racine, k saYoir dix et demi. Retrancbez-en un demi. 

(*) Od tnmTe id tur la marge da ma. ime glose dont voiei la tradnetioo: 

Et (poar additionner les nombres) pairs soitaot Fordre natnrel (la méchodeeoiisìsts)ài(joBteraiider- 
nier (nombre) 2, et à multiplier la moitié du résultat par la moitié du méme demier (nombi^. Gomme 
(si ron veut additionner) depuis 3 josqu*à S , ce dont le résulut est 30. Et (poor addìtiomier let hooh 
bres pairs, en les élevant au carré (la métbode consiste) à les additionner suirant Fonlre, à i^joster en- 
suite aux deux tiers du demier (nombre) constamment deux tiers de Punite, et à multiplier le résultat 
par ce qui protenait de Taddition (des nombres pairs simples); ou à £Mrmer le reetangle des deus nom- 
bres qui viennent suitant Fordre après le demier (nombre pair) et à multiplier le lésultat pur ni si- 
xième du demier (nombre). Et si Ton dit: (le nombre) cent dix, eombien contient-ll de nombres pairs, 
alors ajoutes-y constamment un quart de Tunité , et retrancbez de la radne du résultat constamBMBt 
la moitié d*une unite; le doublé (a) du reste sera la réponse. 

(**) Le mote « le doublé de » sont de trop; Il £iut dire: ce qui reste sera le nombre des aombres 
pairs eontenus dans le nombre propose. 

(a) Les mots « doublé du » sont de trop; il £iut dire: le reste sera la répoDae.Car,poÌBqMt-f 4 
+ 6+.... +3 11 = 11(11 + i), si Fon pose «(11 + 1) = a, on aura 
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Il reste dix. Le doublé de cela sera vingt, et lei est le nombre des (nombres) pairs 
coQtenus dans cent dix (*). 

La seconde manière (de sommer les carrés des nombres pairs suivant Tordre , 
consiste) a former le reclangle des deux nombres qui avoisinent le dix par après , 
à savoir du onze et du douze. Donc multipliez-en Tun par l'autre , et réservez le 
resultai. C*est cent trente deux. Ensuite prenez un sixième du (nombre) jusqu'au- 
qnel (la suite) s*étend , à savoir du dix. Yous trouvez que c*esl un et deux liers. 
Mnltipliez cela par le (nombre) réservé, à savoir par le cent trente deux. Le resultai 
sera deux cent vingt, ce qui est la réponse, comme précédemment. 

Et si Ton dit: (**) addilionnez depuis deux jusqu*à dix suivant Tordre des pairs f. s v. 
en les élevant au cube, alors la méthode pour cela consiste à additionner les nom- 
bres pairs suivant Tordre 9 ainsi qu*il précède , et à réserver le resultai , a savoir 
trente. Ensuite doublez-le. Ce sera soixante. Mullipliez cela par le (nombre) réservé, 
à savoir par trente. Le resultai sera mille huit cent, et Ielle est la* réponse. f:.^.*^* 

Et si Ton dit: addilionnez ce qui est conlenu dans dix cases suivant l'ordre des 
nombres pairs , ce qui signifie que dans la première case se trouve deux , dans la 
seconde quatre, et ainsi de suite, suivant l'ordre des nombres pairs, jusqu'à la di- 
xième case ; alors la méthode pour cela consiste à multiplier le nombre des cases , 
à savoir dix, par lui-méme augmenté d*une unite. Ce sera cent dix, et Ielle est la 
réponse. 

Ceci (est Topération) sì le commencemenl des nombres pairs est le deux. Mais 
sì le commencemenl est un nombre pair différenl du deux ; alors faites-en l'addi- 
tìon en supposant (d'abord) que le <;ommencemenl soit deux, et réservez ce qui en 
résulte. Ensuite addilionnez ce qui est compris entre le deux et le nombre donne 
comme premier. Retranchez cela du nombre réservé. Ce qui reste est la réponse. 

Sachez aussi que , si le commencemenl est fait à partir d*un nombre différenl 



lig. 19. 



n On a 110 = 2 + 4 + 6 + 8 -f- 10 + 12 -f- 14 -f- 16 + f 8 + 20 ce qui sont dix et non vingt nombres 
paifs. Je viens déjà d^indiquer la source de cette erreur du texte arabe. 

(**) On trouve ici sur la marge du ms. une glose dont voici la traduction: 
L'addition suivant Tordre des (nombres) pairs en les élevant au cube, consiste à additionner les (nom- 
bres) pairs suivant Tordre, à doubler le résultat, et à multiplier le résultat par le (nombre qu*on avait; 
doublé. Et si Fon dit: additionnez ce qui se trouve dans 10 cases suivant Tordre des (nombres) pairs à 
partir de 2, alors Topération consiste à multiplier le nombre des cases par lui-méme augmenté de Punite. 
Le résultat sera la réponse. Ceci a lieu si (la suite) commence par 2. Si non , faites la somme (comme 
d'babitude) en supposant que le commencement soit'2, et réservez le résultat ; retrancbez^en la somme 
de ce qui se trouve entre le deux et le nombre donne comme premier. Le reste sera la réponse. Et si 
dans ces trois dlvisions (de Faddition) (a) le commencement ne se £ait pas par l'unite, alors additionnez 
(d*abord) depuis Punite jusqu*au (nombre) jusqu*auquel (la suite) s*étend, et ensuite depuis l'unite jusqu* 
ao (nombre) qui précède le (nombre donne comme) commencement (de la suite) , et retrancbez le plus 
petit du plus grand. Dans Taddition des (nombres) pairs le deux tient la place que tient I^unité dans 
Faddition des autres. 

(«) Lm troia divisloiis doat il i*aclt sont: la somnatlon dw nonibiM natnrcif, detnombref lapain tt det iioinbr« paln. 

Tom. V. N. 3. 21 
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f. 9 r. de l'anilé dans ane aatre de ces | irois divisions (*) , vous addìlionnerez (d'abord) 
depuis l'unite jusqu'aa (nombre) jiisqu'auquel (la suite) 8*étend 9 vous additionnerez 
ensuite depuis Funité jusqu'au nombre qui précède celui qui est le commencefnent 
(donne), et yous retrancherez le plus petit dn plus grand. Le deux tient, dans l'ad^ 
dition des nombres pairs» la place que l'yaité tieni da» Taddition dea autres (nom- 
bres). Gomprenei cela. 

TROISIfiME CHAPITRE 

DE LÀ SOUSTBACTION. 

La soustraction esl Taction de retrancher le plus pelil du plus grand de deux 
nombres, etc. 

.... Et si Ton dit: on ajoute a une quantité son liers et un dirhem, de la 
somme on retirancbe ensuite son tiers, et il reste un dirhem; combien est la quan- 
tité ? (**) Alors la réponse est que la quantité est trois builièmes d*un dirhem. La 
méthóde pour cela consiste à prendre un dénominateur qui ait un tiers, et doni le 
f. 74 r. tiers ail lui-méme un tiers. Tel est neuf. Yous y ajout^rez donc | son tiers et un 
dirhem, ce qui fait trois parties et un dirhem, et ce sera douze parties et un dir- 
hem. De cela yous retrancherez son tiers, ce qui est quatre parties et un tiers d'un 
dirhem. Il reste buit parties et deux tiers d'un dirhem; et cela est égal au dirhem 
restant que nous ayions donne. Yous poserez donc les buit parties, c'est a dire par- 

n Ces trois dl?Ì8Ìoiui sont FadditioD det oombnt pain, que Pautear vient de traiter, et raddition des 
Donbres naturela et des nombres impairs exposées préoédemment. 
(**) L'éqoation proposée est: 

. « . . «-f-f -I- 1 . 
x^--^i 1 =-1. 

La méthode de Taiiteiirooiisisteà posero; = ^tfy ce gai Ini donne 

00 i2y-f-Ì- ^^^^ ==Ì, ou 12y-M-4i(-|=l, 

2 2 1 i 

ou 8i(4--=i, 00 8i(=i— ^ = ^; mais y^^*» 

donc -—e»-, on 8« » ^ =» 3, donc « = «• 

90 V O 
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ttes d*an dirhem , el vous les réserverez. Ensuite yous retrancberez les deax tiem 
d'un dirhem da dirhem. U reste un tiert d'uD dirhem. YonsmoUipIierez cela par le de* 
nominateur, leqael esi neuf. Ce sera trois. Yous diviserez cela par la parlie, à savoir 
par buit. U resulterà trois huitièmes d'un dirhem, ce qui est la quanlité (cherchée). (^) 
Et si l'on dit : on ajoute à qoe quantité sod cinquiéme et un dirhem , om re* 
tranche enstiite de la somme son tiers et soo quari (**), et il reste deux diihems, 
combieo est la quantité ? (**^) Alors la réponse est que la quantité est trois dirhems 
el un sixièrae. La méthode pour cela consiste à prendre un dénominateur qui alt 
an tiers et un quart et un cinquiéme. Tel est soixante. Yous y ajouterez son cin- 

(*) Od troure id nir la marge da mi, qm g^OM dont foiei la tradoetioii: 

Qaaot auz mota da (texte): « troia baitièmea d*aD dirbeno ete., » la preoTe de eda (eonaiate en m) 
qoe Tooa ajoatea aa troia aon tiera , ce qui ftit gaatre baitièmea. A eed voaa ajoutez enaaite boit , eo 
lemplaeement da dirbem: ce sera doaze boitièinea. Aprèa cela fooa eo retranehez eoa tiara , ee qai est 
qoatre baitièmea. Il reato boit (baitièmea) y[oe qui eat réqviTalent da dirhem , de aorte qo*il n*eat rien 
leaté (de trop). Et, ai vooa voalez , poaez le dirbem égal è vingt qaatre , en moltipliaDt troia par boit. 
Troia baitièmea de cela sont aeaf. Ajoutez-y aon tiers, ee qai eat troia. Il réaalte doaze baitièmea. En- 
saite ijoatez è ced le dirbem, sona la forme de vingt qaatre. La somme sera trente ali. Retranebea-en 
aon tiara, e^eat à dire doaze. II reste vingt qaatre, ee qai eat réquivalent da dnrhem. Et d on retrancbe 
eda, il ne reste rien. Fin de robsenration da (savant d-dessaa) mentionné (a). 

(**) Le tezte ma. ajoate id encore « et deax dirbema; on retrancbe ensoite de la somme son tiers et 
aon qaart; » mala la aaite proavo qae e'eat ane mépriae do eoplate. 

(***) L'éqoatìon propoaée eat: 

^ 5 ^ 3 4 

La métiiod. da l'antaor eonibta ì potar a; ^ 60 {ft ^ 9<ii Ini donna 

3 4 

ou 72yH-l— (42yH-| + lW2, 

11 /l 1\ 1 1 

ou 30yH-j^^«2, on ^Oy «= 2 - < j-4-^t— H- ^-f- j, 

1 SO» 1 1 

mais |f-^«, ^o«e-^-*-^3-+-4' 



ou 30« = A -h 1 4- jì 60 = 95, 



95 ^1 
30 6 



<«) A !• fin d'wM dm gloMs frMitaUt m trowr* nentMMn^ 1* bobi d« BofaM Akaahalll i je croia ^ae e«Bof»«i AUm- 
hàm «t id«ttt^a« «a EofiSm Bm MahMUMd AladhdU le AàUiU, qui mC l'avtMr da Meond im Imìs tniUt i 
!• iMraerit d'oè -«t tirtf 1« bmiimmi ict tradait. Teir ci-d«MW, p^- A4, lif. 7 «I r. 

4» 
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quiéme et un dirbem. II yiendra soixanl^ douze parties et un dirfaem. Yous relran- 
cherez de cela sou liers et son qnart, à savoir quarante deux parties et un tiers et 
un quart d'un dirhem. Il reste trente parties et un quart et un sixiéme d*un dirfaem. 
Gela est égal à deux dirbems. 

Dono yous poserez les trente parties comme la partie réservée. Ensuite vous retran- 
cherez le quart et le sixiéme des deux dirhems , parce que cela était ajouté aux 
parties. Il reste un dirhem et un tiers et un quart. Yous multiplierez cela par le 
dénominateur qui est soixante. Ce sera quatre-vingt quinze. Divisez cela par h partie> 
a savoir par trente. Il résulte trois dirhems et un siziéme d*un dirhem (*), ce qui 
est la quantité (cberchée). 

lei nous nous arrétons , et ce {qui précède) peut sufOre à celui qui le médite. 
Dieu, qu'il soit loué et exalté, connait mieux la yérité. Lui est le lieu où tout re- 
vient et où tout retourne. Lonange a Dieu, maitre de rUniyers. Il nous suflfit, c'est 
le meilleur des protecteurs. Fin. 



C) On troure id mr la màii^ du mg. oim glofe dont foid la tndaetìoD: 
Qnant ma mote da (texte): e troit dirbems et mi sixiéme ete. » la prente de eela (eonsiste en ee)qiie 
fous «m? ertìMes cela en des sizièiiies. Ce seront dix-nenf sizièmes. Ajoutez-y son dnquième , à savoir 
tnis et quatra einqnièmes. Ensnite i^OQtez à cda le dirhem, e*est à dire six. A résoltera vlngt buit et 
quatte cinqoièmes. GonTertissez le tont en des einqnièmes. Il résulte cent quaranta quatre. Retranchez-en 
le quart, ce qui est trente sii, et le tiers, ce qui est quarante buit. La somme de cela est quatre-?ingt 
quatre. Ajoutes-y deux dirhems, c*est à dire soixante (a). Il résulte comme somme cent quarante quatre. 
Dono (vous aYCKà retrancher une quantité) d*(une quantité) égale, (et) il ne reste rien. Fin de Tobser* 
fatimi du (safant d-dessus) mentionné. Pnisse Dieu pardonner à nous et à lui. Amen !. 



(«) La fnmOkn «oatcnioa àomn* U dAmmaatMW ab, k twMidc k aiiMiiuUnr «wq» àout «mmbIiI* k Mie 
I F« tomi f à mt imu. ibktm»,-*'mt k iirc Un «aiUi, t'aJMlmt mm k totw ia Minato 
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eMé "^4111 SnppléBeBl «Aie àe k BHMhè^Be 
impérìaile de Vmis. 




A. 



de Km dóent «t maésieordieiix ! Qat li bBiMietioa €l k màal et Din f . 
flDtR wfgKor ■fÉBonned et as eon^agH». 
Le iU3di, le pt»iinMjA«> ocaeL, TcxcelteiiL, le dode^ fìndiiBéticiai, le swit «»-> 
ds opéniUoK dn ]Hrtap des «luiiin n s , cdm qui rémùl Ics qaiiìtés te 
|1b drvBEKK, le péaélmit, le pm» , J^fsmiiiBnl, le eàètnc , Almì-tecm Ali 
Bbd Mduniiwa! Ben Ali iwqpf^) d'ipràs jon pms ÀJkùa^^ 
fmranUe rt bdoì ìdr profiler de ks métilB, anm, dil: 
Lwwngp à Uni qaì ett npide das job aknl, tpà diiipe ics ceens, 
li cHBe ds ODBB, le «mirar des kommes, qui Ics i bài «ntrar 4hb le 
de rrrirtrìTr en eoesD^BaHe de n vokmàéy el qui les i noaduìu 
«■r le ehenÌD le |diB psiùL, dmi li hatìlé et li fÉBeranlé ciìUhu bi iì inai «e 
doni fjBTBl fniéUgwBÓaé ti li jntiee s'aenaent à Tcfiid de 
fin 1 ianmaa éam des élats maeeHfe, el «ymiies ì li BBoeBÌlédeli 
et de li aort, et dn rtUmr poar fenoBEB des «cntt et des 

ì DieB pfmr la fc^^-^^g moBàMfoni doni il bbb i yitìiét, et 
pimr ce quii bobe i plBoés dms li fte soble eqièoe des 
reieelkBee de li lai^iBe el de FdoqBBBoe. 
Qmt U ^BBédidioB et le nfart (de Hìcb) loieut sbt k «à^uen des 
!, r{sipdlre) eB¥9^ aa koBOKS et ibk féàes , le f l ow wjwj ir de li hMBÌèR et 
dB BBrtJTy eefaii ea fià bobì fiafiBB nc/m nftmr m j«ir de k lénnvctÌQB. (Qae 
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Ponr en venir an fai(. A|H^ qoe j'eus compose (l'ouvrage inli(ul£:) « Le mo 
yen de fi>rtifier la vue dans la science du ealeul, > el qu'il ne m'était pu venu 
l'espril, pendant qne j'en élais occapé, que rten daos cet ou^rage pùt offrir de I 
dJfBcullé in lectear, (je m'aperfas) qn'il contenail deg régles el de* [ondemento de 
opéritions wgÈa par l'art de la composition , et auxqoela je fns ameni par la né 
cessile de la rédaclion , mais qui irrilèrejit) dans l'étude dudil onvrage , les com 
mencants pour lesqnels il avail élé compose. Cependaol je ne ponvais plas cbange 
l'ouvrage, parce qu'il s'élait déjà répandu panni les hommes, etc. 

.... Trvùième sectùm. De l'addition suivam le rapport. 

Qaant à l'addilion suivanl le rapport naturel des nombres, l'opératioo pour cel 
consiste i ajouier une unite au (norabre) juaqu'auquel (la suite) s'étend, et à mul 
liplier la somme par la moilié du (oombre) jusqu'auquel (la suite) s'étend. 

Par eiemple, si l'on vous dit: additiontiez depuis un jnsqu'à dii; alors ajouie 
. au dix nn, ce sera onze. | Multipliez cela par le cioq qai esi la moilié da (nombr* 
jusqu'auquel (la suite) s'étend. Il résulte cìnquante cinq , ce qui est le (nombn 
chercbé. 

L'élévalion au carré de celle espice (se fail) par la mulliplication de denx liei 
da (nombre) jusqu'auquel (la suite) s'étend, plus nn tiers de l'unite, par le résultt 
de l'addilion (des nombres simples). 

Par exemple , si l'on vbus dit : additionnez depuis le carré de l'UDÌté jusqu'a 
carré de dix, alors prenez deui tiers du dii plus un liers de l'unilé- Il en résull 
eomme somme sept. Hultipliez cela par le cinquantc cinq. H résulle trois cent qat 
tre-vingl cinq, ce qui est le (oombre) chercbé. 

L'élévstion au cube de celle espèce (se Tait) de Doavean par l'élévalion au cari 
de la somme, c'est è dire du cinquantc cinq dans noire eicmple. Ce qui résulte (i 
l'on additìonnc) depnis le cube de l'untté jusqu'au cube de dii, sera donc trois mill 
. vìngl cinq. 

Quant à l'addition snivant l'ordre des nombrea patrs. l'opéralion ponr cela con 
siste à ajouter deux an (nombre) jusqu'auquel (la snite) s'étend , et i nmlliplier j 
moilié de cela par la moilié du (nombre) jusqn'anquel (la suite) s'étend. 

Par exemple , si l'on vmis dit. : additionnez depuis denx jnsqu'à douze anivai 
l'ordre dea nombres pairs, alors ajOnuc au (oombre] jnsqu'anqnel (la suite) s'élen 
deux. Ce sera qnatorze, ce doni la moitié est sepl. MuUipliez cela par la moitié d 
(nombre) jusqu'auquel (la suite) s'étend, Vons anrez pour résdtat qoarante deux, e 
qui est le (nombre) cherctié. 

L'élévation au carré da celle espèce (se fail) par la mnltiplicalion de deux tiei 
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da (noiBbre) juqii^aiiqad (la mite) s'éloid, plot deux tien de l*iiiiilé , par le ré* 
sullat de raddìtioo (dea nombres jpmn anqilea). 

Par exemple, si Pon yoob diu addilkMiiiei dqmis le carré de devi joaqii'ao carré 
de doue; alors preoes deax tien da (aonbre) jaaqa'aoqael (la foite) s'éleDd et deax 
tàers de ronilé. Ce aera hait et deax tierk Maltipliez oda par la aomme, laqaeie 
est qaaranle deax. Yoas aores poor résaltat le (oombre) cfaerclié qai est troia eeat 
aoixaiite qoatre. 

L'élévatioo aa cabe de oetle espèce (se &dt) par la auUtiplicatioii de la sonine yi^^* 
(des Dombres pairs simples) par aoo doable. 

Par exemf^, « Ton voas dil: additioDDez d^mis le cabe de deax jasqa'aa cabe 
de dooze; alors mollipliez la aonune, à savoir qoaraale deax, par scm doublé, à sa- 
Toir par qaatre-yiDgt qoatre. Yoos aarex poar résaltat trois milk cioq cent yingt hait yi^] 

Ooant a raddìtioo saivaot Tordre des nombres impairs, l'opératioo poar cela con- 
sisle a ajooter aa (oombre) jasqa*aaqael (la saite) s^étend une aoité, et a élever aa 
carré la moitié de la soaime. 

Par exemple, si Tou voos dit: additioonez dqiais ranité josqa^à oeaf, alors ajoo- 
tez aa oeaf aoe aoité; ee sera dii. Élevez aa carré la moitié de cela. Ce sera viugt 
cioq, et lei est le (oombre) chercfaé. 

I L*éléTalioD aa carré de celle espèce (se fail) par la moltiplicatioo d^oo sixiéme f.nor. 
da (oombre) jasqo^aaqoel (la suite) s'éleod, par le rectangle compris sous les deax 
Dombres qui le suiyent imaiédiatemeDt. 

Par exemf^ , si Ton i^ous dit : additiooDez depais le carré de ruoité jasqo^aa 
carré de neuf, alors multipliez uo sixième da neuf, ce qui est ao et demi, par le 
resultai de la formation do redan^ compris sous le dix et le ooze, ee qui est ceot 
dix. Yous aurez poor resultai cent soixanle cioq, ce -qui est le (oombre) cherdié. 

L'élévatioD au cube de celle eqpèce (se fail) par la maltiplicatioo de la sonane taùr 
(des nombres impairs simples) par soo dooble moins uo. ^ ' 

Par exemf^ , si l'on yous dit : addilioonez dqiais le cube de Tunité josqa^aa 
cube de neuf, alors multipliez la somme, à ssToir vingt cinq, par son doable moins 
un, a ssToir quarante neuf. Yoos aurez poor resultai le (oombre) chercbé » leqod 
est mille deax cent vingt cinq. ^'JI^I 

ATerlissement. Si l'oo tous diu additionnez depuis le cube de Tunité jusqa^aa 
cube d*on nombre ineoonnu (*); et le resultai étant tant, eond>ien est le (nombre) 
jasqu'aoqad (la suite) s^étend ? Alors Topéralion poor cela consiste a mulliplier le 
réaoltat par le premier des cubes, a savoìr hnit , a ajouler au produit de la mal- 
tiplkation une unite, à prendre la racine de la somme, à ajooter ensuite a la 



f) n ùHi ifiiriniwr qw Tmrtmtr wamtaÈead ki, ■■■ nu k din, qaH ut pniid dui eette 9ÌM 
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cine de nouveaa une unite , à prendre la racine de la (somme) , et à retrancher 
de ce qui est (la racine) Tunilé. Yous aurez pour reste le (nombre) inconnn jusqu* 
auquel (la suite) s*étend (*). 

Par exemple , si Ton vous dit : additionnez depuis le cube de funité jusqu*aa 
cube d*un nombre inconnu,. et le résultat sera qualre cent qualre-vingt seize. Alors 
multipliez ce résultat par huit, et ajoutez au produit une unite. La somme sera trois 
mille neuf cent soixanle neuf. Prenez-en la racine. Ce sera soixante trois. Ajoutez-y 
une unite. Ce sera soixante quatre. Prenez-en la racine^ a savoir huit. De ceci re- 
tranchez une unite. Vous aurez pour reste sept, ce qui est le (nombre) inconnu jus- 

i.i70r. qu*auquel (la suite) s'étend. 

'^* Quant à Taddition à la manière des cases de Téchiquier, il faut nécessairement 

que deux conditions aient lieu. L*une, c*est que le commencement soit fait par Tu- 
DÌté; et la seconde, que le (rapporl) suivant lequel (les nombres) se dépassent mu- 
tuellement, soit le doublé. Il suit de là que les nombres (qui se trouvent dans les 

tnov. cases , sont tous) pairement pairs. | L'objet que l'on se propose est (de connaitre) 
la quantité qui se trouvcra dans la soixante quatrième case. 

.... Vous' aurez pour resultai deux cent quatre-vingt quatre , ce qui est le 
plus grand (des deux nombres amiables). 

Ce nombre a en fait de parties: une moilié, un quart, un soixante-et-onzième» 
la moitié de cela , et la moitié de la moitié de cela ; et Ja somme de ces parties 
f.iTSr. est I (jeux cent vingl, ce qui est le nombre excédant. 

Geluì-ci a en fait de parties: une moitié, un quart, un cinquième, un dixiéme, 
et la moitié du dixième; il a en oulre, en fait de parties, un onzième, et la moitié 
et le quart (du onzième), et pareillement le cinquième de la méme partie, et la moitié 
de cela à savoir le dixième (du onzième) , et la moitié du dixième du (onzième). 
La somme de ces parties est deux cent quatre-vingt qualre, ce qui est le nombre 
déficient. 

Ceci est la fin de ce que nous nous sommes propose dans celle composition. 
Louange à Dieu , maitre de Tunivers. Que la bénédiction de Dieu et la plénitude 
de son salut soient sur nolre seigneur Mohammed, sur sa famille et ses compagnons. 

L*achèvement (**) de la copie de ce livre eut lieu dans la nuit du oiercredi , 

{*) Eo effet Tauteur avait trouvé précédemment 

1^+334-53+ + «=' = (^y 1 2 (^*y - 1 

et gi Ton pose le second membre de cette équatioo égal a k, od obtient 



X=^ ^Sk-^ì -hi -1. 
{**) Tandis que récritiire de ce qui précède dans le manuscrit est fort régulière et iìsìble» elle de- 
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vingt irois Duits etani passées du mois de (chawwàl) (*), par la main de celui qui 
l'a écrìt, l'esclave qui a besoin de son Maflre le rìche » l'esclave de Celai qui soil 
loaé, le khàdjah (**) Cbebr, le médecin; puisse Dieu lui pardonner, ainsi qu'à ses 
pére ci mère (***). 

Louange a Dieu, Maflre de ronivers. Fio. 



ficDt id broiqiMiiMnt trèt-iiéf(ligée et diilldle à déehiffirer. La tndnetkm det ligiMt raifaiitM, quiter- 
ndncnt eette page da manoferìt, eit donc en grande partie eoDJeetorale. 

(*) Le teite ma. a id leiilement un làm , lettre; finale da nom da moia de eiiawwAl. Comma laa 
Aiidbea remplaeent qoelqoefiria un mot par aa lettre finale, par manière d'abrériation, et eomme le moli 
de cliawwll eat le leal dont le nom ae termine par vn Mm, je con j ect o re qne c^eat ee moia qne le 
eopiate a foohi inffiqoer. Ce qui me aemble eoofirmer cotte eonjeeture, é^eat qu'on lit, à l'endroitin- 
diqaé dana la damiere note ei-apièa, la date de Fannée ii43 (de rbég^), et que lel4.*Joarda moia 
da diairwil de ranaée 1143 de niégire, qui eorreapond ao S mai irti de Fere ehrMianne, eat piéd- 



(**) Kliidjali eat «b titra hooor li que donne par Ica Orieotaux aux peraomiea riehaa et reapeetablaa. 
f^'jDanaleproloaganeBt da celta ligae, un pea fera la marge du masuaerit, on Ut la date « annéa lUt •. 

Tom. V. 5. t. 22 
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Manuscrìt coté ^^t du Supplément arabe 
de la Bibliothèque imperiale de Paris» 

TojfB la dctcription de r . maniucrit d detrai, peg. 5|, Bg. It k It. — L« ptuaget tnduiu d-aprit appartiraoaot an it- 
cond de* deus eommeiitatrei do JìilkkU d'Ibo Albaoné, eontenva daaa ce mantuerit. Tojei d-deunt-, pag.. 5, lìg. il 
et It. — Lei nanùfroi det feuilleU marqoÀ en maige dei paget 28 k t2 de la pr^teate tradoetion se rapportent 'a la> 
■econde de* deax. nomtlnitions dii. maniucrìt) 



f. I r. /xu nom de Dieu clément et miséricordieux. Que la bénédiction de Dieu soil sur 
nolre seigneur Mohammed ! 

Ceci est (rouvrage intitulé) e Le rapprochement de celui qui est éloigné , sur 
Ibn Albannà (*) ». 

Louons Dieu d'une louange qui puisse étre une expression complète et suffisante 
de la reconnaissance due pour Tabondance de ses bienfaits. Que la bénédiction el 
le salut de Dieu les plus parfaits soient sur nolre seigneur Mohammed 9 le dernier 
et le plus accompli des prophètes et le prince des apótres. 

Pour en venir au fait. Je me suis rendu au desir des grands, des ingénieux , 
des noblesy des illustres,, des perspicaces, des intelligents, relativement a la rédaction 
d*un abrégé de mon ouvrage qui a pour objet le Talkhis dlbn Albannà. Et je me 
suis applique à suivre la trace de l'auteur dans cet objet, en tàchant d'atteindre son 
but , efl «n réidisant «on ntentioii et la «ignification da jugement ijti'tl a émis en 
disaat: •(**) 

(*) Laf mats « Cad «rt » Jniga'à « Iba AUnnnfl » lODt d*ime aitare 4ÌififéreiUe de «etteda jnaiti4e 
li npàgt » et n'Qit M jJM&iét évidemment qne pluf taid. L* mot « sur » «st ifobabfemem mis j^r «> 
ffeur, av Jie« de « de m, aioai yi'on le Toit par ie titre tei qiie le donne Pautenr da «ommeataice M- 
mlne, ci-aprèt, fag. M, %. IO et il. 

(**) Je rappelle qne cea vera aont à pea prèa lea mémea qua eenx qui ae trouTeai^itéa JU«onmieiifle- 
oant itt ^annamaire 4*iikala^Adt nns cfpandant étre tout à ftk ideatiqnei è ^aeio-eL Voir ù-dtmoMf 
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Je me suis applique à élre href dans mon exposé, 
Parce que je sais trouver la juste mesure dans la concision. 
Je ne traina pas qu*on m'entende mal en prétani à ce que je dis des sens dif- 
férenis de celui que j'ai voulu exprimer, 

Mais je crains le blftme des grands hommes. 

Or, la manière d*agir des savants disiingués est la mienne, 

Et le devoir de la science (*) est d'instruire les petits. (**) 

Mais qaelqoefois j'ai laissé écbapper le frein a cause de Tavantage d*un déreloppe- 
meni additionnel, et a6n de rendre pUis complète l'utìlité (de mon ouvrage). 

Je Tai appelé « Le rapprochement de celui qui est éloigné des problèmes d*Ibn 
Albannà. » 

J'invoque le Seigneur en le priant d'en laisser profiter et moi, et vous, et tous 
ceux qui s*en occuperont , comme il nous a permis de proGter de (FouTrage qui 
sert de) base (à mon travail.) Il est le bienfaiteur, le généreux. Que sa bénédiction 
et son salut soient sur notre seigneur Mobammed, sa famille et ses compagnons. 

L'auteur dit : Le hut (***) de cet ouvrage est de donner fin exposé fait avee 
choix des opérations du calcul , de rendre prompte et facile l'inteUigence de ses 
règles et de ses théories, et de présenter dans un ordre sevère les baseset le sys- 
tèrne de cet art. 

Commentaire. « Le but » est Tobjet qu*on se propose. Le (mot qui signifie) 

«r exposé fait avec choix » est un inflnitif dont le sens est : l'action d*extraire la 

moelle d'une cbose. « Les opérations du calcul », ce sont ses diverses applications, 

telles que l'additioo, la mulliplication, la dirision, l'abaissement i****)^ et les autres. 

« L'action de présenter dans un ordre sevère les bases », c*est| etc. fio de 

f. i r. 

L'auteur dit : | Et l*élévation au carré (*****) {se fait) par la multipUcation f- s r. 
de deux tiers du {nombre) jusqu*auquel (la suite) s'étend , augmentés d'un tiers 
de Vunitéf par la somme (*»♦♦**). 

« L'élévation au carré » signifie la multiplication d^un nombre par lui-méme. 
Cependant Tauteur s'est éloigné de cette signification primitive dans la présente règie, 
soit pour abréger, soit pour plus de facililé à l'égard de celui qui exécute Topéra- 

(*} Une variante placée sur la marge du manuscrìt porte « de la chamelle », 

(**) Ces vera paraiasent étre reproduìts m d'uue manière plua oorrecte que dang le eommentaire d*AI« 
kalafAdt. Le mètre dans lequel ces ?ers soat composés, s'appeUe H^àfr, 

(***) Les passages imprìroés en italique sont la traduction des passages de Touvrage commenté. 

(****) Cest l'opération décrite dans le septième chapitre de la deuxième partie de rAritbmétique d*Al- 
kalai^dt. Voir ^éUi delCAccademia Pontificia de'Nuovi Uncei, Anno XII (1859), Pag. 374. 

(•••**) Cest à dire: la sommation des carrés des nombres naturels sui?ant Tordre. 

(****^) Cest à dire: la somme des nombres natorels simples. 
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tìon. En disant « la somme » , Tauteur se seri de Tartiele poar rappeler ce doni 
il a élé fait mention précédemment; comme cela a Heu aussi dans celle parole da 
Koran: « El Pharaon n'obéil poinl à Tenvoyé. » Exemple de celle (règie). Si fon 
Yous dil: addilionnez depuis le carré de Tunilé jusqu'au carré de dix, alors Topé- 
ralion dans ce cas consiste a mallìplier deux liers du dix plus un liers de l'unite, 
ce qui esl sepl, par la somme (des nombres) depuis un jusqu'à dix, qui est cin- 
quante cinq. Yous aurez pour resultai trois cent quatre-vingl cinq , ce qui est la 
quanlité cherchée. 
^iie^ 9? L*auteur dil ; Et Vélévation au cube (se fait) par VélévoHon au carré de la 
somme. « L'élévation au cube » signifie la mulliplication d*nn nombre par lui-méme 
et du produit par sa racine; comme le huil el le yingt sept relativement au deux 
el au trois. L'arlicle dans le mot « la somme », est de nouveau employé pour rap- 
peler (ce qui précède). Donc si Ton yous dil: addilionnez depuis le cube de Tunité 
jusqu'au cube de dix, alors élcYCZ au carré la somme, a saYoir cinquanle cinq. Yous 
[: ^ ^* aurez pour resultai trois mille Yingt cinq, ce qui esl la quanlité cherchée. 

L*auleur dil : Quant à l'addition des nombres impairs suivant l'ordre, elle conn 
giste à élever au carré la moitié du (nombre) jusqu'auquel (la suite) s'étend 
joint à l'unite, Geci esl la quatrième espèce de Taddition, et Topération est claire 
d'après ce que Tauleur a dil. Par exemple, si Ton yous dil: addilionnez depuis Tu- 
nité jusqu'à neuf, alors ajoutez un au ncuf; ce sera dix. EleYez la moilié de cela, 
a saYoir cinq, au carré. Yous aurez pour resultai Yingl cinq , ce qui esl la quan- 
lité cherchée. 

L'auteur dil : Et l'élévation au carré (se fait) par la multipUcation d'un si- 
xième du (nombre) jusqu'auquel (la suite) s'étend, par le rectangle compris sous 
les deux nombres qui l'avoisinent par après. « La formation du reclangle » si- 
gnifie la mulliplication d'un nombre par un autre. L*auleur a dil « par aprcs » par 
précaulion, pour empécher qu*on ne s'imagine (que les deux nombres sont ceux) qui 
précèdent le (nombre) jusqu*auquel (la suile) s'étend. Exemple de celle (règie). Si 
f. 8 V. l'on YOUS dil: addilionnez les impairs depuis le carré | de Punite jusqu'au carré de 
neuf, alors multipliez un sixième du neuf, ce qui esl un el demi, par le reclangle 
compris sous les deux nombres qui suiYcnt le neuf, à savoir par cent dix. Yous 
aurez pour resultai cent soixanle cinq, ce qui est la quanlité cherchée. 
\^ 3^; L*auleur dil: Et l'élévation au cube (se fait) par la multipUcation de la somme 

par son doublé moins un. L'explicalion de cela (est contenne) dans nolre exemple. 
Si Ton YOUS dil: addilionnez depuis le cube de Tunité jusqu'au cube de neuf, alors 
YOUS saYez que la somme (des impairs simples) esl Yingt cinq, et son doublé moins 
un, quaranle neuf. Multipliez cela par le Yingt cinq, yous aurez pour resultai mille 

f tt M 

iig. 8. ^^"^ ^^^ ^^'^S^ ^^^^* ^ 4^^ ^^ ^^ quantité cherchée. 
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L'auleur dii: Quanl à l'addition des rumbres pairs suivani Vordre , elle con- 
uste à ajouter au {nombre) jusqu*auquel (la suite) s'étendj constamment deux, et 
à muUipUer la nudtié de la somme par la moitié du (nombre) jusqu*auquel (la 
suiie) s'étend. Ceci est la cinquiéme espèce de l'addilion, el la manière de faire To- 
péralion est evidente , d*aprés ce que Tautenr a dil. Exemple de cette (règie). Si 
Ton voos' dit: additionnez depuis deux jusqu'à dpuze, alors ajoulez au douze deux; 
se sera quatorze. Moltipliez la moitié de cela par la moitié du douze. Yous auréz 
pour résultat quarante deux, ce qui est la quanlité cherchée. 

L'auteur dit : Et l'élévation au carré (se fait) par la multiplication de deux 
tiers du (nombre) jusqu*auquel (la suite) s'étend, plus deux tiers de l'unite^ par 
la somme (des nombres pairs simples), Cicci est une manière d'exéculer l'élévation 
au carré. Donc , si Ton vous dit : additionnez depuis le carré de deux jusqu*au 
carré de douze, alors mullìpliez deux tiers du douze plus deux tiers de Tunité, ce 
qui est huit et deux tiers, par la somme , laquelle est quarante deux Yous aurez 
pour résultat trois cent soixante qualre, ce qui est la quantité cherchée. La manière 
de faire la seconde multiplication (*) sera donnée, si Dieu le Très-Haut le permet, 
dans le (chapilre des) fractions. Gependant j*ai pour cela une méthode abrégée qui 
consiste à multiplier le huit par le quarante deux. Yous aurez pour resultai trois 
cent trénte six. Réservez cela. Ensuile*multipliez | le deux qui se trouve au-dessus '• ^ **• 
du trois (**) par le quarante deux. Yous aurez pour résultat quatre-vingt quatre. 
Divisez cela par le dénominaleur , à savoir par le trois. Yous aurez pour résultat 
vingt huit. Ajoutez cela au (nombre) réservé. Yous aurez en somme de tout cela 
trois cent soixante quatre, ce qui est la quanlité cherchée. 

L'auteur dit: ou multipUez un sixième du (nombre) jusqu*auquel (la suite) s'è- 
tend, par le rectangle compris sous les deux nombres qui l'avoisinent par après. 
Ceci est une seconde- manière de Télévalion au carré des nombres pairs. Un sixième 
du (nombre) jusqu'auquei (la suite) s'élendy est dans nolre exemple deux , (et doit 
étre) multiplié par cent qualre-vingl deux, ce qui est le résullat de la mulliplica- 
lion du treize par le quatorze. La quantité cherchée resulterà conforme à ce qui 
précède. 

L'auteur dit: Et Vélévation au cube (se fait) par la multiplication de la somme f. 9 r. 
par son doublé, Ceci est plus clair que (la règie) qui précède. Donc, si vous mul- 
tipliez le quarante deux par son doublé, à savoir par quatre-vingt qualre, vous aurez 
pour résultat trois mille cinq cent vingt huit, ce qui est la quantité cherchée. f. a r 



C) A savoir la multiplication de la somme (quarante deox) par les deux tiert. 
(**) Dans la fraction « deux tiers. > 
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TROISIÉHE CHAPtTRE 

De la Saustraction. 

La soustraction (*) est la recherche de ce qui reste après qu*on a retranché 
l*un de deux nomhres de l'autre, Ceci est la souslraction par écrit. El la définilion 
plus exacte consiste à dire : La soustraction est la recberche de la différence entra 
deux nombres dont Pun est plus petit et Tautre plus grand. 

L*auteur dit: Elle [se fait) de deùx manières: Ceci est de nouveau une divi-- 
Sion et un classement de (ce qui est compris dans) là soustraction. 

L*auteur dit: Dans la première manière il faut poser {etc») Cette espéce est le 
genre de soustraction le plus facile ; c*est le cas où, dans chaque rang du nombre 
que Ton retranché, il se Irouve un (chiffre) plus petit que le (chifTre correspondant) 
dans chaque rang du (nombre) dont on retranché; et Topération est evidente d*après 
ce que Tauteur a dit. En voici un exemple. Si Voti vous dit: retranchez cinq cent 
Irente deux de neuf cent soixante quatorze, alors posez cela sur deux lignes de la 
niéme nianière comme dans Taddition. C'est à dire que |es unités du (nombre) re- 
tranché soient sous les unités du (nombre) dont on retranché , et ()areillement les 

fin de dizaines, les centaines, et ce | qui vient après celles-ci, etc. 
f. •. r. 

f. S8 V. L'opera tion, d*après | ce que l'auteur a dit, est evidente. Par exemple, si 1* on 
vous dit: divisez vingt quatre carrés moins huit choses par quatre choses, alors pò* 
sez cela ainsi: {**) 

Q C 

24 moins 8 
C 
4 

£nsuite divisez la quantité à laquelle le « moins » s'applique par le diviseur. Il 
resulterà six choses. Réservez cela. Après cela divisez la quantité qui est règie par 
le a moins ». Il en resulterà deux en nombre* Reliez cela par la particule « moins )* . 
aux choses. Le résultat de la division sera: six choses moins deux en nombre, ainsi: 

C N 

6 moins 2 

(*) Oq trouve ici sur la marge du mSt une glose doot voici la traduction: 

Glose. Le plus oonvenable est de dire que la soustraction est l'action de retrancber un nonibre plus 
petit d'un nombre plus grand , et son utilité consiste à faire connattre le reste. Alghazzt et d* autres 
ont soulevé dea objections cootre Tauteur au sujet de sa définition. 

(**) Voir, pour la manière dont la notation de Tauteur arabe est reproduitè, la note au bas de la 
page 420 du Voi. XII (année 1839) des Atti deìV Accademia Pontificia déNuovi Lincei. Tajoute que dans 
le ms. sur lequel a été faite la présente traduction , le signe de la '* cbose „ a été r^uit aux troia 
points de la lettre chin^ et que les nombres simples y sont aussi pourvus d'un signe superposé. Ce signe 
est le dàl^ lettre initiale du mot dirhem dont les mathématiciens arabes se servent souvent dans le sena 
d*unité. Je rends ici ce dal par un N (initialft du mot nombre). 
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Et si l'on V0U8 dil: divisez quarante buil cubes moins dix-huil «arrés, par Irois cho- 
ses, alors posez cela aiau; (*) 

K Q 

48 moius 18 

Ensaile divisez la quantité à laqaelle le « inoins » s'applique. Vous aurez ponr ré- 
sullat seize carréa. Réservez cela. Après cela divisez la quantité qui est règie par 
le (r moins ». Il en resulterà six choses. Rèliez cela par la particule « moins » 
aux carrés. Le resultai sera seize carrés moins six cboses» ainsi: 

Q C 

16 moins 6 

Gonformez-vous (pour d*autres cas sembfables) au sens de celle (règie). 

L'auleur dit: Une espèce inférieure ne peut p<is se diviser par une espèce su- 
périeurey c'est à dire à cause de l'impossibililé d'assigner (un resultai). Gomme, par 
exemple, si l'on vous ditr quatre en nombre (divise) par deux choses, on neuf cu- 
bes (**) (divisés) par troìs carrés.^ 

L'auteur dit: Et Von ne divise p<is non plus par une expression qui renferme 
un « moins ». C'est à dire : et pareillement on ne divise pas par une expression 
qui renferme un cr moins » a cause de Timpossibilité qui a lieu en ce (cas)« 

Geci est la fin de ce que nous nous sommes propose dans cet objet. Et nous 
prions notre Seigneur qu*il rende cela profitable, comme il a renda profitable (l'ou- 
vrage qui a servi de) base au (présent travail). Il est bienfaisant et générenx. Que 
la bénédiction de Dieu soil sur notre seigneur Mobammed , sa famille et ses com- 
pagnons; que le salut de Dieu soit répandu sur eux avee profusion. Louange à Dieu, 
maitre <fe Tunivers. 

Geci fui écrit par le pauvre qui a besoin de son Seigneur le ricbe, Abdallab Soù- 
làt Almozàtf, pour son propre usage* et pour Tusage de qui il plairaàDieu» après 
lui. Getto copie fuf faite sur un exemplaire difficile à lire. 



n Je pense que c'est par nn oubli dn oopiste que le ma, omet de po^er autsi lei > trois ebom », 
tn notation, au dessous des « quarante huit cubes moins dixhuit carrés » figurés en notatiom. 
C**) Le mot « cubes » panh étre one eneor da copiate, au lieo de « ebosei ». 
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Maiìuscrìt coté 952 du Supplément arabe 
de la Bibliothèque imperiale de Paris. 

( Volume in 4! de 115 feaillets en papier dont les qnatre premiers et les trois deraiers soni des 
feuillets de garde non numérotés , tandis que les 108 autres feuillets sont numérotés avec 
les nombres 1 à 108 , écrits à Tenere au moyen des chiffres indiens des Arabes orientaux, 
et , en outre ( sauf le premier feuillet ) avec les mémes nombres écrits à 1' encre au moyen 
des chiffres européens modernes. 

Je pense que l'on peut attribuer à ces feuillets numérotés, à en juger d'aprés la teinte du papier 
et de i'encre, un àge de cinq à six cents ans, en exceptant les feuillets numérotés 9, 88 et 
98 à 108, qui ont évidemment été ajoutés plus tard pour remplacer d'anciens feuillets per- 
dus. La copie paralt avoir été faite en Égypte d' où le manuscrit a été apporté en France 
par M. Delaporte, lors de l'expéditìon d'Egypte. 

Les 108 feuillets numérotés contiennent le texte d'un traité d'algebre, compose par Aboù Beqr Mo- 
hammed Ben Alha^an Alqarkhl , et dédié au visir Fakbr Almoulq qui mourut le S Sep- 
tembre 1016 de notre ère. 

Une analyse tirés-étendue de ce traité d'algebre a été donnée dans l' ouvrage intitulé : Mxtrait du 
Fakhrt, par F. Woepcke. Paris, 18 5S. 

Les numéros des feuillets marqués en marge des pages S4 et suivantes de la présente traduction 
se rapportent à la numération écrite à Tenere.) 



f. 1 p. ixu nom de Diea clément et miséricordieux ! 

Aboù Beqr Mohammed Ben Albacan Aiqarkhi, le calculateur, que Dieu le Très- 
Haut soit, miséricordieux envers lui, dit: 

J*ai trouvé que le calcul a pour objet la déterminalion des inconnues au moyen 
des connues dans toules ses espèces, et j*ai observé que la plus claire des règles , 
et le plus évident des moyens pour cet effet est Tart de l'algebre , a cause de sa 
puissance et de Tuniversalilé avec laquelle il s*étend sur tous les problèmes du cal- 
cul, suivant leur diversilé. 

J*ai vu que les onvrages composés sur cet art ne contenaient pas (complétement) 
ce dont on a besoin en fait de la connaissance de ses éléments; qu'ils étaient insuf- 
fisants par rapport aux théories sur lesquelles on s'appuie dans Tétude de ses bran- 
ches spéciales; et que leurs auteurs avaient negligé d'expliquer les tbéorèmes de cet 
art qui sont le chemin du plus baut dcgré (de savoir algébriqne) et le moyen de 
parvenir a la perfection. 

Ensuite j*ai fait dans cet art de belles découvertes, dont je n'ai vu chez aucun 
d*eux une mention, et j*ai éclairci des difficultés dont je n'ai trouvé dans leurs on- 
vrages ni Pexposé, ni l'explication. 

Or, après avoir acqnis cet avantage, et après avoir éprouvé le besoin de sup- 
pléer à ce defaut, je ne pus pas m'empécber de composer un ouvrage contenantet 
renfermant ces (perfectionnements), et dans lequel je donnasse une explication faite 
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avec choix des éiémeDls de (falgèbre), exemple de i'impurelé de la redondance et 
de la souiilure de la verbosi té. 

Mais je fus éloigné de Texéculion de) ce (projel) par les obslacles qn'y oppo- 
saient la corruplion du temps, les calamités de pérìódes remplies de désaslres et l'état 
general de crainle, de violence et d'oppression où se Irouvaient les hommes, jusqii'à 
ce que Dieu, qu'il soli beni et exallé, les secourùt par notre maitre, le vizir, le sei- 
gbeur illustre, le parfait dans le gouvernement, le Tizir des vizirs, revétu des deux 
autorités, Aboù Ghàlib, (*) Taffranchi du commandeur des croyanls, doni Dieu pro- 
longe Texislence ! Dieu rendil les hommes heureux par l'excellence de son adminis- 
iration, et leur accorda, pendant la durée bienheureuse de ses jours, au plus hant 
degré toni ce qu*ils désiraient en fait de justice, de sécurité, d'abondance et de bien. 
Il arracha le monde, par son gouvemement, au vice et anx hommes vicieux, et le 
rendit resplendissant par la sérénité de son regard, et par la manière dont il fit re- 
vivre les traces effacées de la science. Dieu 6t de lui un modéle de toutes les ver- 
tus, de sorte qu'on est guide par sa direction et qu'on demande a étre éclairé | par f. 2 1 
sa lumière. 

. . . Nous faisons cela en vertu de ce que j*ai expliqué. Gar , si vous multipliez 
un nombre quelconque par le nombre suivant, et si vous multipliez ensuile Tun de 
deux aulres nombres se trouvant de part et d'autre des deux (premiers) par celui 
qui lui correspond, le premier résultat dépasse le second de la quanlilé du produit 
de la différence enlre Tun des deux extrémes et Tun des deux moyens I par la dif- f. 22 
férence entre le méme extréme et Tautre moyen. (^) Gomprenez cela. 

Si Ton vous dit: prenez depuis Tunité jusqu*à dix, à la condilion de multiplter 
cbaque nombre par le suivant, un par deux, deux par trois , trois par qualre , et 
ainsi de suite; alors prenez (la somme des nombres naturels) depuis un jusqu^à dix, 
ce qui est qinquante cinq. Prenez deux tiers du dix moins deux tiers d*un dirhem, 
et multipliez cela par cinquante cinq. Gè sera trois cent trente. (***) 

Si Fon dit: combien (obtenez vous en allant) depuis Tunité jusqu*à dixy à la con- f. 22 
dition d*élever chacun des nombres au cube et d'addi tionner les résultats; alors pre- '*^' ^ 
nez (la somme des nombres naturels) depuis un jusqu*à dix , ce qui est cinquante 

n On lit daDS les fles des hommes iilustres d'Jbn Kballican: Aboù GbAlib Mohammed Ben Kba- 
laff surnominé Fakhr Almonlq, vizir de BebA Aldaoulah fila d'Adhad Àldaoulab Jbn Bonwaib .... Cest 
pour lui que Aboù Beqr Mohammed Ben. Alha^an, U calculateur, Alqarkbt, composa le livre (intitulé) 
Alfakbrt sur l'algebre , et le livre (intitulé) Le (traile) sufBsant sur le calcnl. (Comparez la traduction 
anglalse de M. de Slane, T. III., p. 283; et Abulfedae AniuUet muslemMy ed. Reiske et Adler, T. Ili, 
p. 6 et 7.) 

(•*) Cest à dire ^(a-M)H-n}. (a— n)=(a-hl)a— n(in-l). 

(•**)1.24-2.34-3.4-|-...4-9.10=(H-2H-34-...-t-10)(|.10— |)=55(fl0— I) 

= 330. 
Tom. V. N. 3. 23 



i78 ANNAU DI MATEMATICA 

einq. Muliipliez cela par lui-méme. Ce sera irois mille vingl cinif» et Ielle est la ré- 
ponse. (*) 

DémonstrtUian numérique de ce (tìiéorème). Il a élé dit déjà précédemmeni que, 
si Yous divisez od nombre quelconque en deux parties , si l'on mnlliplie (ensuiie) 
cbàcoDe des deux pariies par elle-méme, et si l'on maltiplie Tane des deux parties 
par l'autre (prise) deux fois, cela (fait ensemble) le carré de ce nombre. (**) 

Donc, si vous divisez cinquante cinq en deux parties, dix et quarante cinq, le 
produit du dix par liii-méme, et le prodait da dix par le qaarante cinq (pris) deux 
fois, ce dont la somme est mille» ensemble avec quarante cinq (multiplié) par lui- 
méme, est égal au produit de cinquante cinq par cinquante cinq. Si donc nous re- 
jetons le mille, qui est le cube du dix, et qui provient de la multiplication de dix 
par dix et de dix par quarante cinq (pris) deux fois, de trois mille vingt cinq , il 
reste quarante cinq (multiplié) par lui-méme égal à deux mille vingt cinq. (***) 

Si maintenant vous divisez le (quarante cinq) en deux parties , neuf et trente 

six, alors neuf fois neuf et neuf (****) fois trente six (pris) deux fois est sept cent 

vingt neuf, ce qui est le cube du neuf. Donc, si vous rejelez cela de deux mille 

vingt cinq , il reste mille deux cent quatre-vingt seize , ce qui est égal au produit 

f.2ir. de trente six par | Irenle six i*****^ 

Si vous divisez ensuite ce (dernier nombre) en deux parties, huit et vingt huil, le pro- 
duit du huit par lui-méme et par vingt huit (pris) deux fois est cinq cent douze , 
ce qui est le cube du huil. Et si vous rejelez cela du mille deux cent qnatre-vingt 
seize (******), il reste sept cent quatre-vingt quatre, ce qui est (le resultai) de la~ 
multiplication de vingt huit par lui-méme. (*♦*♦•*♦) 

(En conlinuanl) d'une manière semblable a ce procède on retranche du (nombre 
trois mille vingt cinq successivemenl) le cube de chaque nombre jusqu*à Tunité, et 
là on s*arréte. 

Cela montre que , si vous prenez (la somme des nombres naturels) depuis l'u- 
nite jusqu'au nombre que vous voudrez , et si vous la muliipliez ensuite par elle- 
méme» (le produit) est égal aux cubes des nombres qui soni précisément Ics nom- 
bres addiUonnés. 



(.) l3^-23-h3^4-...H-10Ml-HaH-34-...-M0)*=55*=3025 

n a*-f.**-+-2o*=(a-+-ò)*. 

r*)55*=(10H-45)^.*«l0'-i-2.10.45-HA5^=*1000-f->i5'=10'-f-45*. 
(****) Le texte mamueril porte ^ qoatre-viogt dix „ aA lies de neof , éndedimeiit par luite d*ane 
erreur de oopUte. 

r— •)48^s«^(9H-36)^=9'-H2.9.36-H36'=i72d-f'36*=:9^-f-36*. 
^•M»**^ Xe-ttMAoscrit porte ** qnatre-tiogt eiz „ ee qui eit èvidemment une frute do eopie. 
^•••-)3^'*i^(«-4-28)*=8*-*-2.8.284-28*=502-h28*=83-H28*. 
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DénumsiraiUm de ce {ikéorème) au moyen de la figure. La surface ABCD esi 

(le resultai) de la multipHcalion de vingt un par vingt un; et vingt un est (leré- 



21 



K 

5 

L 
4 



15 



10 



8 



3 
X 
3 

O 



I 



3 



16 



H 



35 



36 



W N 



B 



sultat) de (la sommation des nombres naturels 
depnis) l'unite jusqu*à six. Nous disons donc 
que toute la surface ABCD est égale à l'en- 
semble des cubes des nombres dont Taddition 
produit yingt un, à savoìr (des nombres) de- 
pnis un jusqu'à six. 

Démonsiraiion. Nous posons la iigne DK 
(égale à) [six, et la tigne KL égale à] (*) cinq, 
LM (égale à) quatre, MX (égale à) trois, XO ^ 
(égale à) deux, et OC (égale è) un. De la méme 
manière nous divisons la Iigne BG, de sorte 
que BF égal à DK, FS égal à KL, SN égal 
k LM; et d'une manière analogue nous déter- 
minons les autres parties. 

Gela pose, nous disons que les surfaces DE , EA et EB sont (égales au) cube 
de six, parce que la surface E A est six fois six, tandis que la Iigne KE est quinze, 
et la Iigne EF pareillement, de sorte qu'il résulte des deux surfaces EB et ED cent 
quatre-yingt. Donc, si vous y ajoutez la surface EA, qui est trente six, ce sera deux 
cent seize, ce qui est le cube de six. 

Il en est ainsi seulement, parce que, si d*un nombre quelconque vous retrancbez 
l'unite, que vous mullipliez le résultat par le carré du | premier nombre, et que f. a3.i 
vous ajoutez à cela le carré (de ce nombre) , il résulte le cube (du méme nom- 
bre) (**). Cela est évident. Et si vous prenez le nombre que vous voudrez (de nom- 
bres) à partir de l'unite, suivant Tordre naturel, et que vous divisez ensuite la som- 
me par le nombre qui suit le (dernier des nombres additionnés), il résulte la moitié 
du nombre jusqu'auquel vous avez pris (la somme) (***). Par exemple, vous pre- 
nez (la somme) depuis un jusqu'à huit, c'est trente six; vous divisez cela par neuf; 
il résulte quatre, ce qui est la moitié du huit. 

Donc, si vous prenez (la somme) jusqu'au nombre que vous voudrez , suivant 
l'ordre nature], que vous mullipliez ce qui en provieni par le (nombre) qui suit (****) 

(*) Lea mota renfermés entra crocbeti manquent dans le maniuerit , éTidemment par suite d'une 
omiision du copista. 



(•♦) (a— l)a*-ha*=a2 



( 



lH-2-f-3-h...-4-n fi ^ o o 

) ^^^ = ^, ou 1+24-3+ ...4-11 






1). 



(****) Le tate roanuscrìt porte ** par la moitié de oalui qui aoit „ ee qui est errooé. Cestproba- 
Uement une fiiute do eopia. 

« 
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(pris) deux foisy et quc yoos joignez à ce qui résulte de celle opéralion le carré do 
nombre suiyanl qae je viens de menlionner, alors le résulUl esl le cube du nom- 
bre suiyanl (*). 

El conformémenl à celle explicalioo , les surfaces KZ, ZE el ZF soni le cube 
de la ligne KL; les surfaces LH, HZ el HS le cube de la ligne LM; les surfaces 
HT, TH el TN égales au cube de MX; el Ics surfaces XI, IT el IW égales au 
cube de XO; (enfin) la surface IG esl le cube de OC. Il esl mainlenanl évìdenl qae 
la surface GA esl égale aux cubes des nombres depuìs un jusqu*à six; el voici la 

f. J3 V. forme de la figure (**). 

m- 18. g* Yoxì dil: combien (oblenez-vous cn allanl) depuis un jusqu'à dix , a la con- 
dilion de mullipiier chaque (nombre) impair par Timpatr suiyanl, el chaque (nom- 
bre) pair par le pair suiyanl; alors la règie pour cela (esl) que yous prenez (la som- 
me des nombres nalurels) depuis un jusqu'à dix, ce qui esl cinquanle cinq. Mulli- 
pliez cela par dcux liers du dix moins un el deux liers (quaulilé qui doil élre re- 

f. 24 r. iranchée) essenliellemenl el | inyariablemenl. Gè sera deux ceni soixanle quinze. Ajou- 
lez-y conslammenl une unilé , ce qui fail deux ceni soixanle seixe; el Ielle esl la 
réponse (***). 

La démonslralion de ce (ihéoréme) esl evidente, parce que eie. 

.... Après cela il faul que yous diyisiez le seize par le deux, afin qu*il résulle 
le cube cberché. Or, yous ayez déjà diyisé le Irente deux par deux, puis (encore) 
par deux, afin qu*ii résulle le cube ; el de celle manière yous Tayez divise, comme 
si yous l'ayiez diyisé par le carré de deux. 

Fin de Touyrage (inlilulé) Le Fakhr! (****) qui comprend les élémenls de l'al- 
gebre el les élémenls des problemes. 

Louanges sans bornes el sans fin à Gelui qui donne rinlelligence. Que sa béné- 
diclion soil sur nolre seigneur, Mohammed, le prophèle, el sur sa famille el ses com- 
pagnons, les purs, les sainls. 

Geci fui écril el acheyé par Sàliq. 

f.iose. I Dans un aulre exemplaire (Pauteur) a dil: J'ai exclu de mon présenl ouyrage 

ce qui ne s'y rapporle pas. J*ayais désiré y ajouler quelque chose en fail des par- 

licularilés des figures, du cercle, el des leslamenls. Mais je ne l'ai pas fail , pour 

deux raisons, doni l'une ésl (mon) ayersion pour la prolixilé; la seconde (esl) que 

n 2.(l-|-2-|-3-h...-f-n)(n-Hl)4-(n-hl)"=n(fi-Hl)*-l-(n-hl)*=(n-hl)^ 
(•*) Dans. le manuserit la figure est placée à la fin de la démoostratìon. 

(«*) (i. 3-4-3.5-4- + 7.9)-4-(2.4-^-4.6-i-. .-4-8.10) 

=(1 ^-2 4- 3 4- ... -+- 10)(|10 - 1 1) 4- 1 = 276. 
(****y. Il y a Jien de eroire qae l'auteur vnìx domié ee titie à iod oavrage en honneor du yvàx 
AboÀ Ghftiib, ramommé Fakhr Almoulq C* La gioire da gouvememeiit •,) auquel il afait dedié ee traile. 
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j*ai (dejà) tampoaii tmr cfaaeon de ces (objels) a« o u f iJge émda, embraasml aes 
élÓDenls, leiirs théories exaeles, et U sohitioo des praUèmes les phn soblils vnc 
lear méthode. Je prie Diea, le Très-Ant, qii*ìl m'assiste dans TaeeomplisseHieal des 
devoirs de Tobéissaiiee envers luì, et qa'il facilite à toales ses créilares ce qui les 
déliyre de retreur. Je se sopplie de répandre sa bénédietioD sar le prophète, Mo- 
hammed, soo élo parmi ses créalnres, et sar sa famille, les pars. 

Fin de roavrage, à saYoir da (1i^'«) coona soos (le Dom) da Fakhrì. 

Ceci fàt écrit par Sàliq, le paavre. Fin. 



SOPAA ALGUHB FOlflOLI USL CALCOLO 
DBLLE MPrCtlHZI PIIUTS. 



1! Spesso accade nel calcolo delle differenze finite, cbc convenientemente profit- 
tando dell'analogia delle potenze con le differenze si possa giangere compendiosamente 
alla dimostrazione di alcane formole generali relative alle successive differenze, e che 
richiameremo con qaalche esempio. 

Sapposto y = f(x)j e ponendo nello stesso tempo Ax = a, avremo la funzione 
variata 

/ (« 4- a) = y -#- A y = (1 + A) y = ( 1 -h A) / («). 

ove il secondo membro si è posto sotto la forma simbolica di an prodotto. Pren- 
dendo costante la differenza a = Ax , e sostituendo successivamente x -^ » invece 
della X, avremo le successive funzioni variate sotto forma simbolica 

f(x H- 2«) = (1 + A)»/(x), f{x ^- 3«) = (H- A)y (X) 
ed in generale 

/(« 4- ««) = (1 -H A)- /(«) 
purché s'intenda, che aOe potenze del binomio simbolico 1+ A, si sostituiscano ordini 
somiglianti di differenze finite sopra f(x). Ciò posto prendendo a infinitesimo , ed 
ft infinito, il prodotto, na convergerà verso una quantità finita h^ per cui sia 

lim. it a = &, 
ed avremo la formola 

/(a? 4- fc) = lim. (1 -#- A)-/(«)- 

nella quale il secondo membro rappresenterà il tipo di una serie, die sotto i limiti 
della convergenza, porgerà anche il valor del primo membro: il numero » da intero» 
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e positivo si potrà per analogia estendere ad intero e negativo, ed anche a un nu- 
mero infinitamente grande positivo, o negativo di forma irrazionale. Sia ora i un 
numero infinitamente piccolo ed e la base dei logaritmi iperbolici abbiamo come è 
noto 

lim (1 -^ e)* = e 



Di più nella ricerca della derivata 



quindi fra i simboli A delle differenze , ed il simbolo D della derivazione si po- 
trebbe scrivere 

A A" A" 

lim. - :=» D » lim. -y «» D . . . lim. — - = D" 

a a or 

Per conoscere adunque il lìmite verso il quale converge il valore di f(z + ^), po- 
niamolo di più sotto la forma 

1 A 

J(x -h fc) = lim. (l-h A)^ * /(«) 

Mi il simbolo A viene riferito ad un'infinitesimo, per cui sostituendo 

lim (1 + A) = €9 Umna^hj lim. — = D 

a 

avremo la nuova formola simbolica generale 
ove avendosi generalmente 



1.2 1.2.3 
si ottiene pure 

^ rX ÌM , ti fc" D* fc^ D' , ^ , 

/(« 4- fc) = (1 -t- fc D 4- -g- 4- -^ -4-...)y(«) 

ossia 

yi» + *) = /{xì + h /(«) + ^f{z) + ^/"(»)+... 

e che come ognun vede è lo sviluppo in serie dato dalla formola di Taylor. 

Nel calcolo delle differenze finite, denotando con F(r) una funzione razionale di 
r e con h V incremento della variabile indipendente x , è nota la formola generale 
simbolica 
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«" -+. A »"•-» H- B X"-* ^^ H S X -t- T 

ed ove come é nolo sarà 

A = A 4- A' -h A" -4- ..., B = AA' -h AA" -f- A'A" -+-... 

C = AA' A" -f- A'A"A"'-+-... T =^ A A A" ... A<— »» 

Fallo perlanlo z = 1, e rilenule le lellere A, B,G... per indicare le differenli fun- 
zioni delle carallerisliche A, A', A", . . . avremo per la differenza n***^* di un pro- 
dolio di m funzioni u, v, te;... la formola generale 

A», ttvw... = (A 4- B ■+- C + ... 4- S 4- T)*ii vw... 

il che tulio si ridurrà a formare la polenza di un polinomio. Volendo dalla diffe- 
renza dell'ordine n passare alla derivala dello slesso ordine, ^iano D» D', D'' le ca- 
rallerisliche di derivazione per le rispelli ve funzioni u» v, te;...» e dividendo la pre- 
cedenle formola per la polenza ^", ed osservando che ai limili 

lim.^=I>',lira.A=D-f-D'4.D"ec. lim.^=0, lim.-^= 0... Iim.-^= 
h^ h h h h 

avremo la formola corrispondenle per la derivala dell'ordine n*"^" di un prodotto 

D*. li v w... = (D 4- D' -+- D"...)* u V w... 

In questa guisa tanto per la successiva differenza quanto per la successiva deriva- 
zione di un prodotto avremmo sempre a formare la polenza di un polinomio. Pongo 
fine a questo breve articolo col notare che nel calcolo delle differenze finite le formole 

porgono nelle applicazioni il valore di una funzione derivata di un determinato or- 
dine indipendentemente dalla derivala di ordine inferiore 

Roma, 25 Ottobre 1863. Barnaba Tortolini. 
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SUR l'integration sous forme finir 
OS l'équation diffìrentielle linéaire du second orore 

ET A C0EFFICIENT8 RATIONNELS. 

PAR LE P« PEPIN, S. J. 



On trouvera dans ce mémoire une solution generale du probléme suivanl: 
« Etani donneo l'équation différentielle 

^+Q.- + R. = 0, (1) 

où Q et R désignent deux fonctions rationnelles de la variable x, décider s'il esiste 
une integrale de la forme 

z ss une fonction finie esplicite de x, 

e. à .d. une fonction que Fon puisse écrire avec un nombre limite de signes algé- 
briques, exponentiels, logaritbmiques 9 et de signes / d'integration indéfinie relative 
à la variable x. » 

Monsieur Liouville est le premier qui se soit occupé de ce genre de recherches. 
Dans deux mémoires qui font partie du recueil des savants étrangers , il a donne 
une métbode pour déterminer les intégrales algébriques des différentielles algébrìques, 
et les intégrales rationnelles des équations différentielles linéaires à coéfficients ration- 
nels. Il a aussi résolu quelqucs cas particuliers du probléme ci-dessus énoncé, et les 
beaux résultats qu'il en a déduits soit relativement aux intégrales EUiptiques consi- 
dérées comme fonctions du modulo, soit à la recherche des cas d'intégrabilité de l'é- 
quation de Riccatiy montrent assez que la solution generale de ce probléme ne peut 
étre ni sans intérét, ni sans importance. 

Quant à la métbode suivie dans ce mémoire , on pourra s'en former une idée 
en lisant Tesquisse rapide que voici. 

Après avoir ramené l'équation proposée à la forme 

en posant 

Tom. V. N. 4. 24 
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je ntppelle un ihéorèine fondameotal dù à M. LionvtHe. 

« Si Tintégrale complèle de Técpiation (2) ifest pas algébrique, on pourra loo- 
jours salisfaire à l'équatiofi 

Ji+«--P (3), 

en prenanl pour tj une fooction rationnelle de Xj oo une racine d*une équation al- 
gébrìque du second degré à coefficfents niionnels. » 

Je démonlre ensuite que, si l'intégrale complète de l'équalion (2) est algébrique 

1 ày 

la valeur correspondante de la fonction ^ ou - -—> qui vérifie Téquation (3) sera 

9 

délerniinée par une équation algébrique du premier , du second , ou du quatrième 

degré, à coefGcients rationnels. 

La démonslration de ce ihéorème découle d'une proptiété remarquable des équations 

d*fi 
irréductibles doni les racines satisfont à l'équalion t-i^^ P.y. Non seulement leurs ra- 

cines soni des fonclions rationnelles de fune quelconque d'enlre elles , mais encore 
celles qui se déduisenl Fune de l'aulre par une méme opération rationnelle forment 

une sèrie récurrente pérìodique dont l'échelle de relation est f p H — ) — 1» p dési- 

gnant une racine imaginaire de l'unite. On déduit de là que, si dans l'équifiioii ir- 
réductible /[y) = dont Ics racines salisfonl à l'équalion (2), on Insigne par ft !e 
nombre des racines qui se déduisenl l'une de l'antre par une méme opération ration- 
nelle , on pourra dbtenir tine seconde équation F (|f) ss» de méme degré , dont 
les racines satisferont aussi à Téquation (2), et dans laqnelle les exposants de y se- 
ront tous mulliples du nombre fi. Nous supposerons que f^équalion F (jf) «^ esi 
de degré minimum parmi toutes les équations irréductibles dont les raetnes salisftnrt 
à l'équalion (2), et que, de plus, le plus grand conmiun diviseur ft des expouuts 
de if a la plus grande valeur possible. Dès lors, si dans cette équation on désigne 
par $(y) une racine qui n'ait pas avec y un rapport Constant, on vara 

« (y) = a. y -+- ^ * iyh 

^ (y) désignant un polynóme dont les coefficiente soni des foBetions ralioDnaUos de 
X et dans leqnel tous les expMtnta de y soni de la fonae (ìft "-* i)i a ti b 
gnent deux constantes dont la première a vérifie l'équalioa 
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p désigne une racine imaginaire quelconque de Téquation jd^ «s 1, ^ et |3, seni deux 
racines ìmaginaires de l'onìlé qui vérifienl les deux équalions 

e* iy) = (P -f-i). 0(y) -y; (OrfMy) = (p. -^■^(^P) (v) -V- 

De cette proprìété de Téqualìon F (y) aa 0, il résulte que si Ton désigne par d{y) une 
racine quelconque de celle équalion, et par m le plus pelil nombre enlier qui ve- 
rifie la formule ^ (y) = y, le nombre m ne pourra avoir avec fi aucun facteur com- 
mun aulre que 2 ou 4 , sans élre no diviseur de fi. De ce théoréme et des prò- 
priétés des racines primilives d'une équalion binóme on concini que si le nombre m 
n'est pas égal à l'un des nombres 2, S, 4, on 6, il doit élre nécessairemeni un di- 
viseur du nombre [i. 

Au moyen de ces théorémes nous démontrerons que, si le plus grand comraun 
diviseur fi des exposanls de y dans F (y) n*est pas égal à Tun des trois nombres 

6» 8, ou 10, la fonction ^ ou ~ -7^ sera racine d*une équalion du second degré a 

ooefficienls rationnels. Si fi est égal à 8 ou à 10 , la fonctioa t est eneoyre déter- 
minée par «ne équalion du second degré. Mais si ft est égal à 6, et que l'équation 
F (y) =7 ne se réduise pas à une équalion binóme , cette équalion sera du dou- 
xième ou du vingt-qualrième degré, et la fonclion t sera délermìnée par une équa- 
lion algébrique du second ou du qualrième degré. En réunissanl ces divers théorè- 

mes nous concluons que dans tous les cas, si Téquation (2) ----^=:Py admet une 

intégrale qui soil une fonclion finie explicile de Xj dans le sens expliqué plus haut, 

Téqualion (3) - — h ^* = P sera vérifiée par une valeur de t rationnelle , ou par 

les radiies d*une équalion du second ou du qualrtème degré. 
Le problème propose se Irouve ainsi ramené au suivant: 

« Décider si Téqualion différenlielle - — h t* => P, où P représenle une fonclion 

CiX 

rationnelle de Xf peni ou ne peul pas élre vérifiée par une valeur de t rationelle, 
ou qui soil délerminée par une équalion du second ou du qualrième degré. » 

Gomme, pour chàque valeur de P» on pourra aisément résoudre ce dernier pro- 
blème par la méthode des coéfficienls indélerminés, on peul considérer le problème 
comme suffisamment résolu. Néanmoins, si la théorie exposée dans ce mémoire mè- 
rito Tapprobalion des savanls, je me propose de la compléter dans un second mé- 
moire, où je trailerai direclemenl ce dernier problème. 
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Considèrons l'équalion 

^H-Qy+R, = (1). 

Poor en faire dìsparailre le second terme, nous poserons 

y sera déterminé par l'équatioo 

dans laqueUe p^lQF^-i^^R. 

Ainsi, poor qae l'intégrale % de la première éqaalion soit ime fonclion finie eipli- 
cite de a; , il faal et il soffit que l'intégrale y de Téquation (2) soit ane fonction 
finie eiplicite de x, 

I. 

Considèrons d'abord le cas où l'intégrale generale de l'éqaation (2) n'estpasal- 

gébrique. M. Liouville (Journal des Matbématiques... t. IV. p. 435) a démontre les 

théorèmes suivants: 

d'v 
i.*" Théorème. « Si on peut satisfaire à l'éqaation -j-^ = P. « , en prenant 

d» 

poar y one fonction finie explicite de Xf on pourra toiijours la yérifier par une va- 
lear de la forme y=e'^ 9 t désignant une fonction algébrique de x, qui satis- 
fait à réquation (3) 1? + i* = P. » 

€tX 

2. Théorème. « Si l'équation 3-^ == P tf n'admet pas d*intégrale algébrique, l'è- 

€LX 

quation irréductible et à coéfficients rationnels o {x^ ^) = qui détermine l'intégrale 

di 
algébrique de Téquation (3) ^ — h ^ = P» ne peut pas étre d'un degré supérieur au 

second. » - (Y. le mèmoire cité. t. IV. p. 446). 

3. Théorème. « Si l'équation j^ «» Py admet une intégrale algébrique 9 saus 

que l'intégrale complète soit elle-méme algébrique, l'équation (3) admettra toujours 

une intégrale rationnelle. » 

Démanttraiion. Soit J{xj y) s» , Tèquation al(jébrique irréductible et à eoéffi- 

d*t/ 
cients rationnels qui détermine l'intégrale y de l'équation j-^ = P y. Si on substitue 
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daDS cette dernière équation la valeur de -r-4 dédoile de l'équation f{Xf y) = 0, on a 

Le premier membre de cette équation est une fonction rationelle de x et de y. Gomme 
elle est vérifiée par une racine y de l'équation irréductible /{Xf y) =3 » elle doit 
Tètre aussi par toutes les autres. Les racines de cette équation seront toutes égales 
au produit di l'une d'entre elle multipliée par une constante : car si deux de ces 
racines y^ , y^ n*ayaient pas entre elles un rapport Constant , comme ces deux ra- 
cines sont des soIutions particulières de Téquation (2), l'intégrale generale serait 

!f = Cf yt -4- e,, y, , 

et par conséquent cette intégrale serait algébrique contrairement à Thypothèse. Ainsi 
en désignant par y une racine de Téquation f(x^ y) «= 0» toutes les racines de cette 
équation seront de la forme cy» e désignant une constante. La fonction 

1 dy 
y àx 

sera donc une fonction symétrique des racines de l'équation /(x, y) = 0, e. à .d. 
elle sera une fonction rationnelle de x. C. Q. F. D. 

En réunissant ces théorèmes nous pouvons conclure avec M. Liouville la pre- 
mière proposition enoncée d'abord: 

d'tf 
« Si réquation T-^ =» P* y p6Ut ètre satisfaite par une fonction finie esplicite 

u X 

de Xf et que son intégrale complète ne soit pas algébrique, on pourra toujourssa- 
tisfaire à Téquation (3) en prenant pour t une fonction algébrique de x déterminée 
par une équation du premier ou du second degré à coéfficients fonctions rationnel- 
les de X* » 

n. 

L'intégrale complète de l'équation -r-^ c= Py est algébrique. 

Si une racine d'une équation algébrique irréductible /{x, y) =» satisfait à Ve- 

d*V me 

quation différentielle ---4= Py, on verrà, comme au théorème 3."^ que les' autres racines 

ÙX 

satisfont aussi I à la mème équation. De plus l'équation /{Xy y) = appartient à la 
classe des fonctions abéliennes , e. à .d. que toutes ses racines s'expriment ration- 
nellement en fonetiod de Tune quelconque d'entre elles. En effel; soit y, l'une des 
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racines de eette équation. Puisque y, est me intégrale particiilière de Téquatioii (2) 
rìntégrale complète seri donnée par la formule 



y»Aif. 4-B.j»J^ 



(a), 



A et B désignant deax constantes arbilraires. Toutes les solalions de réqaatìon (2), 
et par cooaéquent tootes les racines de Téqnation f(%^ y) = peavent se déduire 
de cette formule cn donoant aux constantes A et B des valeurs convenables. Le se- 
cond membre de oelte éqnatìon est, par hypothèse, une fonction algébrìque de x. 

/Ax * 

-^ est done algébrìque» et par conséquenl elle peut s*exprimer ration- 
Vi 

nellement en fonction de x et de y.. (Y. Le métnoire de M. Liouville sur les in- 

tégrales dont la valeur est algébrìque). On sait d'ailleurs que toute fonction ration- 

nella des racines d'une équation de degré », peut élre égalée à une fonction enlìére 

du degré n ^ i par rapport à cette racine* Nous poavons dono énoncer le théo» 

rème suivant: 

4."* Thkfrhme. 

« Si rintégrale complète de l'équatien (2) est algébrìque et qu'on designo par 

H le degré de Téquation irréductible y(«»y)=^09 dont Fune des racines y, salis- 

d^tf 
fait à cette équalion (2) j^ a« Pgp; 

dar 

i? Toules les racines de l'équation /(x, ]f ) «=^ vérìfieront Téquation (2), et se 

déduiront de la formule 



A.».H-B,.J^ 



(a) 



J*{ 



en aiArìbaaBft é» vafoms eonvemMes aux conatanlea A el B. 
2? On »M 

*d« 

«0 Fi 

a, ^y y ... Xy désignant des fonctions raliomelles de x, » 
Or soit 

y.«= a|f, -h >. y«. (« -+- P if , H- y ifì -f- ... 4- X^') «= « (|f J 

une seconde racine de Téquation /[x^ y) =» 0. L'équation /[xy B (y,)] => aura une 
racine conmiune y^ ayec l'équation irréductible J{Xf y) = (h elle sera donc vérìfiée 
par toutes les racines de cette dernière équalion. Or (y,) est une racine de celle 
équalion, 0.0 (y^) le sera donc aussi, et généralement si Fon designo |)ar 0"(|f) le re- 
sultai oblenu en éffecluant sur la fonction 0'^'(|f) ropérallon rationnelle indiquée 
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par $f toiis les termes de la suile 

Vi f «(y.), e'iy.). o^y,), , . . 6r{y,) . . . 

aeront dea racinea de Téqualìon /(dP| y) = » ei aatìaferoni à l'équation différeiH< 
tielle (2). De plus le nombre fi dea termea dislincts de oette auite, e. à .d. le plùa 
petit nombre enlier qui aatisfaase à Téqualion 0^(y) = y, est un diviseur da nombro 
n qui exprime le degré par rapporl à y de l'équation J[x9y) = Q. 

Ce sont là des propriétés bien connues dea éqaafìons Abéliennes, el dont nous 
ferona un fréquent uaage dana toul ee qui va suivre. De plus» eomme il y a évi- 
demment une limite ìnférieure pour le degré des équations irréduclibles dont les ra- 
cines aalisfoni à l'équation differentielle proposée, nous supposerons que le degré n 
de l'équation /[x^ If) <== ou /(y) s» est ee degré minimum. 

5."* Théorème* 

« Soil f{y) s=. une équation irréduclible dont- les racìnes satisfont à Téqua- 
tion (2), soient y^ , 0(y,) deux racines de cette équatiofi dont le rapport ne soit paa 
conatant, et soit [i le nombre des termes dìstincta de la auite y, , 0(yz)» d*(yi)*-*» 
lea termes de cette suite formeront une sèrie récurrente périodique dont l'échelle de. 

relation estip-f — j — l^p désignant une racine primitive de l'équation p^=s 1. » 

Démonstration* On a 

f'd» 



d'où 



%.)=a. y, -^b.y, \ -f 

i/»» ai 

\ yi / Vi 



Le premier membre de cette dernière équation est une fonction rationnelle de x et 
de y, ; comme elle est vérifiée par une racine y^ de l'équation irréduclible /{y)=^ 0} 
elle sera aussi vérifiée par toutes les autres racines» par ex. par %i); on aura donc 






En combinant cette équation avec la précédente poiir élimìner la conalante ò» 
en éffectuant les différentations indiquées et réduisant, nous trouverons 

[yx + Q* iVt)] d e (y,) ^ e(yO d [y, + 6»(y,)] 

^<^ tog [y, •+• ^iVi)] « Log fi(y,) 4-Lo^ A) 

h déaignam une coDatante. Qo aura iom 
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Celle dernière équalion , étant vérifiée par la racine y^ de Téquation irrédaclible 
/{y) =» » le sera encore par toutes les aalres; car d^(yx) et ${y^) désigoant devx 
fonclions ralionnelles de x et de y^. On a donc géoéralement 

r (y) « fc (r-« (y) - er-- {y) (A). 

Les termes de la suite y, 0(y), 0'{y) ^ d%)***- forment donc une sèrie récurrente 

doni réchelle de relation est h — i. Or si Fon désigne par p et - les deuz raci- 

nes de Téquation p* — p ^ + i = 0, la solution generale de l'équation (A) sera 

Ap-H-Bp"* 
A et B désignant deux quantités arbitraires indipèndantes de m. On aura donc 

ny)«=Ap- + Bp-- 

A et B étant déterminés par les deux équations 

y = A + B e(y) = Ap + BÌ 

P 

«(y) — -y Hy)'-py 

d'où A= £—, B = r— . 

1 1 

p — p — 

p p 

On a donc» en posant pour abréger, P» = ^, 

1 

<r (») = P» 9(») - P»-. y. (4) 
Si on fait m = ft dans cette éqaalion, elle deviendra, eu égàrd à lliypolhèse 6^{y) =y, 

(p-J)» = (p^-^)<'(y)-(r--^.)ir. 

Or Fon peut supposer que 0(y) ait été réduit au degré n — i par rapporta y, au 
mpyen de l'équation f{y) «=> 0. De plus cette fonction doit étre d'un degré supé- 
rieur au premier: car on a 

%) = fly-+-^yjf^^; 

f* ex 
pour que ${y) ne fùt que du premier degré, il faudrait que l'intégrale 1 -r ^^ 

Jx y 

rationnelle, ce qui exigerait que y* fùt rationnel contrairement à lliypothèse. 
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L'éqnation précédente doit dono élre idenliqnemenl nulle, ce qui donne 

p^-y^O et p/«_i^=l_pj d'où (,^=1. 

D*ailleurs p doit étre une racine prìmilive de l'équalion p^ = 1; car , si l'on avail 
p' B= 1 , i élant inférieur à /ut , Téquation (4) dooDerait 6' (y) = j^; ce qui est im- 
possible , puisqoe ^ est le plus petit nombre tei qu*on ait 6^ (y) = y. Gomme 

h = p -^ — , nous pouvons coDclure que réctielle de la sèrie récurrente 

y> Hy)f ^'(y)> ^Hy) •••• e«t ^p 4- -j — i, 

p désignant une racine primitive de l'équation p^ =» i. G. Q. F. D. 

6."* Théorème. 

« Soient y et &{y) deux racines qaelconques de l'équation f[y) = 0; soit fi le 
nombre des termes distinets de la suite y^ 0(y), ^'(y)» 9^(y). . . ; on pourra toujoars 
former une équation du méme degré n par rapport à y, et à coéfficients ratìonnels, 

dont toutes les racines satisferont à l'équation j-il = P y» et dans la quelle les ex- 

posants de y seront tous multiples du nombre fi. » 

Démonstration, L'équation (A) obtenue dans le demier théorème peut s'écrire: 

jr{y)-pe-'{y)j=ij(r-«(y)-p^^(y)j- (B) 

posons 

*i = <f iVi) = \Hyi) — p yt\^ 

et admettons que les n racines de l'équation y(y) = 0, aient été distribuées en m 
groupes de pi racines chacun, conmie il suit 

y« e(y.) Q"(y.) .... Of^^y,), 

y. Hy.) 6Hy.) .... o^'iy.h 
ys Hy^) ^(ya) .... «^'(ya)» 
y- HyJ o^yj. . . . o'-My-.), 

L'équation (% — »,){« - %^)(% -, «3) .... (% -. ,^) = T (%) = 

sera du degré m en 2, et tous ses coéfficients seront des fonctions rationnelles de 
X', car les fonctions symétriques des racines de l'équation T (2) = 0, sont aussi des 
fonctions symétriques des racines des l'équation f(y) = 0, ainsi qu'on le voit par 
les èquations suivantes. 

Tom. V. N. |. 25 
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lesquelles se déduìsenl immédiatemenl de l'expression de x< et de la formule (B). 
D'ailleurs, en désignanl par t i'une quelcooque de ces racines, on aura 

z^ esl donc une intégrale de réquation (2). Posonsx =» y^dansTéqualion T(x)=0; 
noas obtieudroDs une équaiion de la forme suivanle 

F(y) = ìT'^'^Px 2f'"~'''* -^P^ y^'-^^^H- ... -f-|>^, r ■+-!'-. = (D) 

Pi ì pi ' • ' pm désignanl des fonclions ralionnelles de x. Or toules les racines de 
celle équaiion salisfonl à Téqualion différenlielle proposée , elle esl du degré mini- 
mum » = m/A , el les exposants de y soni lous multiples du nombre fx. Le Ihéo- 
rème énoncé esl donc démonlré. 

T."' Théarème. 

« Dans l'équalion (D) oblenue précédemment , si ou désigne par 6{y) une ra- 
cine qui n'ait pas avec y un rapporl conslanl, on pourra poser 

a el ò désignanl deux conslantes, ^{y) un polynome du degré n — 1, doni les coéf- 
ficients soni des fonclions ralionnelles de x^ el dans lequel les exposanls de y soni 
lous de la forme t/x — 1, i désignanl un nombre enlier. » 

DémonstnUion. Quelle que soil la racine de Téqualion F {y) = 0, que l'on re- 
présenle par y, on a (voyez le commencemenl de la démonslralion du 5."* théorème) 

i y ) y 

On pourra donc remplaeer y, par p y» p désignanl une racine primilive de l'équa- 
lion pA" = 1. On a donc 

ì py ) ? y 

Inlégrons celle équaiion el la precèderne à partir de a; <= d^o » nous aurons 

y *" !^o j*. y^ 
?y pyo TX.y^' 

D'aillenrs (4."' Ibéorème)» 



i 
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^ à X 

«o y 

a» €9 ^t ••• X» désignant des fonclions ralionnelles de x. On pourra donc poser 

J^' da? 
— = tto -f- a, y -f. a, y -+-... -4- a._, y— » -=(p(y) 
*o y 

Ao » <*i» Aa ••• Am>, , désignanl aussi des fonctions ralionnelles de x. Les deuxéqua- 
tions précédentes deviendront 

e {»)=%^^ + *•?(») 
yo 

Puisque ces équations doivent étre vérìfìées par toutes les racines de réqaation 
F(y) = 0, nous remplacerons dans la première y par py, pois noas en retranche- 
rons la dernière équalion, ce qui nous donnera 

1 

= cy-f.(p(py) — -^(y), 

en posant, pour abréger, 

\ yo pyo / 

En rempla^ant ^ (p y) et f (y) par leurs valeurs dans l'équation précédente , et or- 
donnant le résultat on obtient: 

«=«o(i-i)-^[c^a.(p-i)]y + a,(p^-J)y»^a3(p3-i)^ 

-+- H- «»-. (p"~' — -) y "'• 

dette équation doit étre identique par rapport à y; et comme on ne peut avoir 

1 

p"* =0 qu'autant que le nombre m est de la forme tfi — 1 , i désignant un 

P 

nombre entier, il faut que a„ soit noi, excepté quand m = 1» ou quand m=tfi — i* 
On a donc 

<f(y) = «i y -+- a^^i y'^" + «a^i y*'^' -4- ... + a^^, yr*^'; m/x = n. 

Si donc noQS posons -^^ -f- ( a, := a, et que nous remplacions a^., , ^*ft^% 
• - • . a^ft-i > par a» £» «.. ^, la racine 6(y) sera représentée par la formule 
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8."* Théorème. 

« Dans la formule 6(y) = a y + b ^{y), qui peut représenter loutes les racines 
de l'équation ¥{y) = 0, au moyen de valeurs convenables atlribuées aux constantes 
a et bt on a toujours 






p désignant une racìne primitive de l'équatioo p^ = 1 , t un nombre entier , |3, |3, 
deux racines de l'unite telles que Ton ait 

9'(y) = (P -»- y) %) — »» <« pV » = (ft + j) (9 p') » - V- » 

D^mofMlration. L'équation 0{y) = ay -hb^ {y) est encore vérifiée quand ou y 
remplace la racine y» par la racine p' y. On a donc 

Hp'y) = fl-p'y + ^Wy) =fl-p'y-H-r*(^) 

Gette équation doit étre vérifiée par toutes Ics racines de Téquation irréductible 
F(y) =3 0; nous pouvons donc remplacer y par 9 p', y, ce qui donne 

(9 pT (») = o p'. (9 p') » + y * (ep'v) = (ft+-^) Cp') y - y 

En faìsant la méme substitution dans la première équation , on a 

«Vy) =fl. (0p')tf H-*.*(0p'tf) = (p + j)(0p')y-p'.y. 

En éliminant'4'(0p'y) entre ces deux équations, on trouve 

a (p* - 1). (9p') y = [p'(ft + ±) _ ^p + i-)]. (ep'). y 

(p'-y) 

Aemorigife 1? Noos rapposerons que, panni les équatioos irréductible» du degré 
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minimum n, doni les racines védfienl Téqualion ^-| = P. y, l'équalion F (y) = 

est celle dans laquelle le plus grand commnn divìseur fi des exposanU de y. est le 
plus grand possible. I>e celle hypolhèse el du G.""* Ihéorème, nous concluons, que, 
si 0{y) désigne une racine quelconque de Téqualion F(y) = 0, dislincle de y, le nom- 
bre ft! des lermes dislincls de la suile jf, d(2f),6*(2f) eie. nepourra jamais surpasser jui. 
2? Si réqualion ¥{y) = a une racine <p(y) doni le rapporl avec y ne soit pas 
conslanl , el que le nombre des lermes dislincls de la suite y, <p (y)j f* (y)... soit 
égal à m, on peut supposer dans la valeur précédente de a, que la racine de l'u- 
nite |3 appartieni à un exposant nio égal à un diviseur quelconque de m; car il suf- 

m 

fit pour cela de prendre e(y) = fo (y), d'où 6"o (y) = ^* (y) « y. 

9."* Théorème. 

« ^ (y) conservanl la méme sjgnification qu*au tbéorème 7."* supposons que dans 
la foBction (f{y) = A y + B. ^{y) les deux conslanles A et B' soient différentes de 0. 
Si on égale successivemenl y à loutes les racines de Téqualion ¥(y) = 0, le nom- 
bre des valeurs de celle fonclion f (y), qui n'ont de rapport Constant ni enlre elles, 

ni avec y ou ^{y), est loujours multiple de ^ ou de fi, suivant que fi est pair ou impair. » 
Démonstratìon. Soit p une racine primitive de l'équalion p^ =s 1 , et désignons 

par fi' le nombre ^ ou le nombre fi, suivant que p est pair ou impair. 
D'abord les fi' valeurs suivantes de ^ (y) 

?(y)» ?(py)» ?(p'!f). — ?(p^'""!/). (i) 

n'auront aucun rapport Constant ni entre elles, ni avec y ni avee ^y), Car on a 

?(p'y) = Ap'y^-Bp'.4,(y); 

or, quelle que soit la valeur de t, comme A et B soni différenls de zèro , ^{p' y) 
ne peut avoir de rapport Constant ni avec y, ni avec <p(y). 

D'ailleurs, si Fon' supposait <p(p' y) = c<f (p" y) , e désignant une constante , on 
devrait avoir 

B cR 

Ap'.y -+- -jf^iy) « e A p" y + -r- ^(y), 
P P 

et par conséquent 

Ap' = cA.p", Bp'^^cBp' 

Od devrait donc avoir p*^ <=> p"^ ou p*<'~^^ss 1; ce qui est impossible , paisque 
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nous supposons i el i différenls Tun de Taolre el inférieurs à /. Donc les terme» 
de la suite (I) n'ont pas enlre eux de rapport Constant. Nous avoas donc fx valeurs 
de f (y) satisfaisant aux conditions énoncées» et , s'il n'en existe pas d'autre , notre 
assertion est démontrée. 

S'il y a une autre valeur de <p(y) , qui ne soit d'aucune des trois formes c.y, 
c^(yh c?(p'|/), (e, désìgnant une constante), soit <p(0 Jf) = <p, (jf) cette valeur. On 
aura 

?. (y) =- A e (y) + B ^, [e (y)]. 

Gomme B{y) et ^(9 y) sont de la forme ay -+- b <p(y), a» et b désìgnant deux con- 
stantes, (f^iy) sera de la méme forme, et Fon pourra poser 

?«(!f) = A, y H- B, ^Ky). 
Or les fi* valeurs suivantes 

?.(!(). ?.(P!()' ?.(p'!f)» • • • ?.(P^^' y) (II) 

n'ont de rapport Constant, ni entre elles deux à deux, ni avec y ou avec ^{y); (la 
démonstration est la méme que pour les termes de la suite (1)). Elles n*ont pas 
non plus de rapport Constant avec les termes de la suite (I): car si on avait 

?. (p'- y) = c<f (p" y) 

en rempla^ant dans cette équation y par p"'. y et posant t — l = i ^ on aurait 
?i (y) = ^ ? (p' y)* contrairement à Thypothése. Ainsi les valeurs de <p(y) renfermées 
dans les deux suites (1), (II) satisfont aux conditions énoncées, et s'il u*y en a pas 
d'autre, notre théoréme est démontré. 

En continuant ainsi, ou voit que les valeurs de <p(y) qui n*ont aucun rapport 
Constant, ni entre elles deux à deux, ni avec y ou <p(y), peuvent se distribuer en 
un certain nombre k de suites semblables aux suites (I) et (II), de telle sorte que 
le nombre de ces valeurs sera toujours un multiple de fx' égal à ^ X ^i'; ce nombre 

sera donc toujours multiple de ^ ou de fx, suivant que fi sera pair ou impair. 

IO."' Théoréme. 

(( Soit 9(y) une racine de l'équation F (y) = 0; soit fi le plus grand commun 
diviseur des exposants de y dans F (y) ; soit enfin m le plus petit nombre entier 
qui satisfasse à Téquation 6'"(y)==:y. Le nombre m ne peut avoir avec fi un fa- 
cteur commun autre que 2 ou 4 sans étre un diviseur de fi. » 

Démonstration* Soit 

e(y) « a y -h * 'j'(y). 
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Je dis qae si m n'est égal ni à 4^ ni à un diviseur de fx, aucune des constantes 
a ei b n*esl nulle. 

V. b n*esl pas nul. Car celles des racines de l'équation ¥{y) = 0» qui onl un 
rapporl conslanl avec y, soni de la forme p' y. On aurait dono G^(y) = p'A'y =y, 
et par conséquent le plus pelil nombre entier qui salisfasse à Téqualion 6" {y) =y, 
devrait élre diviseur de fi, 

2? a n*est pas nul. Si a élail nul, la formule obtenue au S.""* théorème donnerait 



(ft+w)-4^T)' 



or p' élant imaginaire, celle équalion ne peul subsisler qn*aulanl que Fon a 

P. 4-^ = 0, P-h4- = d'où p* = i. 

Pi P 

On aurail donc 6^ (y) <= y, et par conséquent m= A conlrairemenl à rbypolbèse. 

Nous pourrons donc appliquer ici le théorème précédenl en prenant <p(y) = d(y). 
Ainsi en substiluant successìvemenl dans 0{y) toutes les racines de Téquation F(y) = 0, 
le nombre des valeurs de 6{y) qui n^auronl aucun rapport conslanl ni entre elles 

deux à deux, ni avec y ou avec <p(y) sera [x X, k, fi désignant ^ ou fx , suivanl 

que fi est pair ou impair. Le nombre des valeurs dislinctes de 0{y) , et par con- 
séquent le degré n de Téquation F (y) = 0, sera de Tune des deux formes suivantes 

fi(ktj!-^2), ^(fc^'-hl), 

savoir, de la première quand Téquation F (y) = admel une racine de la forme 
c^iy), et de la seconde dans le cas conlraire. 

Soit |3 la racine primitive de Téquation ^""sai, pour la quelle on a (S.""* Ih.). 



eMy) = (p-+-y)0(y)-y. 



Posons « = <p (y) = [e(y) — j3y], et formons Téquation T (*) = doni les racines 
soni les n valeurs que prend la fonclion f(y), quand on égale successi vemenl y à 
cbacune des racines de Téqualion F(y) = 0. L'équation ainsi obtenue sera du degré 
n , et aucune de ses racines n'aura un rapporl conslanl avec y ou avec ^ (y) y à 
moins que m ne soit un diviseur de fi. En effet , si Ton avait <f (0, y) = cy ou 
e^iy) en rempla^ant dans celle équalion y par p'y, on obtiendrail ^{QtP*y)=cp'y 
ou cp-* {y); on aurail donc <p(0, p' y) = p**. (p{0, y). L'équalion T(») = serail donc 
vérifiée par les fx valeurs représentées par la formule p'. ^ (d, y); les exposanta de 
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% daof T(s) feraìent dooc toos moltiples de fu D'aiOeon Us mmi déjà molliiife de 
m, (Niisque Foo a 

Les exposants de x dans T(s) senieDt dooc dÌYÌsibles par le plus petit moltiple com- 
moD de fi et de m , et par conséqoeDt par un Dombre sapérieor à fi , ce qm est 
onponible (▼. 8.** tbéorhne , Remarque 1?). Le nombre dea yaleors de ^y) qui 
D'oot eDlre ellea aucoD rapport coosiant sera dooc on multiple de fi' (9.** théorèiDe); 
et coauDe cbacone de ces yaleors foomit poor ^ (y) les m yaleors comprises daos 
la formole ^. f(f ) , le oombre total des yaleors de z = ^{y) sera égal à oo mul- 
tiple de fi' moltiplié par m. Ce oombre % sera dooc ii = mXfi'Xp9 p desi- 
goaot 00 oombre eotier. Od aora dooc l'uoe des deox éqoatioos 

m X fi'. f> = fi (ik fi' + 2) 00 m. ii, p = ii {kii -+- 1). 

1! Soit fi impair. Od aura fi' «= fi, et les deux équatioos précédeotes doooeroot 

m.p = k fi-h^ 00 m. p = k r ~h i; 

daos Tao et l'autre cas m et fi seroot premiers coire eox. 

2! Soit fi pair. Od aura f^' = ^ et les deux équatioos précédeotes doooeroot 

m. p = k ti-h A ou mp = Af fi -h 2. 
Si dooc m o'est pas uo diyiseur de fi , aiosi que oous Tayoos suppose pour 
panreoir aux équatioos précédeotes , les ooinbres m et fi oe pourroot ayoir aucuo 
diyiseur commuo autre que 2 ou 4. C. Q. F. D. 

il."* Théorème. 

«r Soit 6{y) uoe racioe de Téquatioo F (y) = ; soit toujours fi le plus graod 
commoo diyiseur des exposaots de y daos V{y)j et désigooos par m^ le plus petit 
oombre eolier qui satisfasse à Téquatioo ^* (y) = y. Si m, o'est pas égal à Tuo 
des Dombres 2, 3, 4 ou 6, il sera égal à uo diyiseur de fi. » 

Démonstration. Ed posaot B(y) = ay'hb^{y), oous ayoos obteou (S.""' th.) 



('■-7) 



t désigoaot uo oombre eotier quelcooque : p et |3 soot respectiyemeot des racioes 
primitiyes des équatioos p^ s= 1; p^o = i^ p, est noe racioe de Tooilé qui yérifie 
réqualioo 
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EgaloDS successìvement le nombre t à + 1 et à — 1. En comparant les denx va- 
leurs de a nous aarons; 

Soient m, et m_, les plus petits nombres entiers qui vérifient respectivemeot les 
éqnations ^i''i= i » Plz*^ •= !• I>ésignoDs par m le plus petit commun multiple 
des qualre nombres i», filo» m, , m., , et par x une racine primitive de l'iéquation x"=:i. 
L*équation précédente pourra s'écrire sous la forme suivante 

(af 4- arO(a5'" 4- «"*") = «""' + ar^"' 4- iC""" ■+• a?-*""" (a) 
en posant r «= — , n = — , n = — » n = — , et designant par l, l', r des 

fi Wl^ Wl, fll_, 

nombres premiers avec m. 

Conmie Téquation dont les racines sont les racines primitives de Téquation «" = 1 

est irréductible, Téquation (a) ne peut étre vérifiée par une racine x de catte équa- 

tion, sans Tètre aussi par toutes les autres. On pourra donc remplacer dans Véqua- 

tion (a) X par x^^ l désignant un nombre entier quelconque premier avec m. Or , 

si filo n'a aucune des valeurs exceptées 2, 3, 4 ou 6 , ou pourra toujours déter- 

Atti 
miner deux nombres /, t premiers avec m de la forme, /=l-h9. /ut, f=l +11 — 

a fi 

(a désigne le plus petit des nombres 1, 2» 4 pour lequel -^ = uu nombre entier), 

4 

4fii 
et tels qu'aucun des deux nombres (i + l)y {l — 1) ne soit divisible par — , et 

a fi 

qu'aucun des deux nombres (f + 1) , (t — 1) ne soit divisible par fi, (voyez la 
note à la fin du mémoire). Supposons donc que nous ayons déterminé deux nom- 
bres ly V satisfaisant à ces-conditions , et après avoir remplacé x par x' dans l*é- 
quation (a) retranchons du résultat cette méme équation. Le premier membre de l'é- 
quation obtenue sera 

dans cette nouvelle équation rempla^ons x par xf\ et , remarquant que a:"" = jt" , 
retranchons cette méme équation du résultat ainsi obtenu ; le premier membre sera 

[(af"- 4- or"'') - (af 4- ar')] [a;"" 4- a?-"") — (a?" 4- a;-'")], 

et je dis que le second membre est nul. En effet , chacun des deux nombres m, , 
Tom. y. N. 4. 26 
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m., éUnt 00 ao di?iseor de p, oo un nombre premier avee -^ ebaciia des deox 

Wl .tu n . i-««W* .... Ali - 

qiiotieiif "■ Kf *= n est, oo moltipie de — > oo moltiple de -r-- La pre- 
mg m_, P 4 '^ 

inière sooflraction fait dìsparallre do seeond membre les pousances de x doot Tet- 
pofant est molUple de — > la seconde soostraction en fait disparaitre les puissanoes 

de X dont l'exposant est mahiple de a ~, et par conséqaent le réduit à zèro. On 

4 

devrait donc vériDer Tane des deox équations af*'' •+• ar"'' = af -+- ar^, oo «"•-+-ar^'* 

«3 d^* 4- or'*. Poor yérìfier la première , il faodrait qoe l'on des deox nombres 

f + I9 f— 1 fùt divisible par — s=fx, et, poor vérifier la seconde, il faodrait 

r 

Kttt 
qoe l'on des deox nombres / + i» l — i fùt divisible par — ; or les nombres /, 

t ont été choisis de manière à rendre ces divisions impossìbles. L*éqoation (a) est 
donc elle mème impossible. Donc si tHo dèsigne le plus petit nombre entier qui sa-< 
tisfasse à Téqoation GTo (y) = y^ m^ ne pourra pas avoir une yaleur differente de 
2, 3, 4 00 6, sans ètre on diviseur de fx. C. Q. F. D. 

12 ■• Théorème. 

« Si Tèquation F(y) = a noe racine 6(y) dont le rapport avec y ne soit pas 
Constant; et que /m ne soit égal à aucon des trois nombres 6 , 8 , ou 10 on aora 
nècessairement 0*(y) =: — y. » 

Démonstration. Soit 0{y) celle des racines de Féquation ¥(y) ^= pour laquelle 
le plus petit nombre entier qui salisfasse à Tèquation G"{y) = y ait la plus grande 
valenr possible. Je démonlrerai d'abord que, si m n*est pas égal à 4, e. à .d. si 
fon n*a pas B*{y) = — y^ le nombre m doit ètre ègal à f<; et ensuite que le nom- 
bre fi ne peut avoir que Tune des trois valeur 6, 8 ou 10. 

Dans rèquation obtenue plus haut (théorème 11). 

les exposants m, , m.x auxquels appartiennent les racines de l'unite |3, , |3., , ne 
pourront pas, par suite de Thypothèse faite, surpasser le nombre m auquel appar- 
tieni (3. De plus comme on a 



6" (!») - (p' + y) 0' (») - y 



PURA ED APPLICATA. 203 

on pourra supposer que P désigne celle des racines primilives de réqualion|S'*e=l, 

1 27r 

poar laqaelle on a |3 + -^ => 2 cos — ) car si cela n'élail pas» on remplaceraìt e{y) 

par 6' (y), le nombre l élant choisi de Ielle sorte que la condilion précédenl fui rem- 
plie. De méme on supposera qu'on aìt choisi celle des racines primilives de Téqua- 

(1 \ 27r 

p H 1 = 2 cos — . Dés lors en désignanl 

2^ 2^ 
par k el k' denx nombres enliers lels que les deux fractions — » — soienl in- 
'^ 111, wt^, 

férieures à Tunilé, on pourra écrire Téqualion précédente comme il suil: 

27r 2» 2A:7r 2A:'7r 

2. cos — • cos — = cos h cos , (a) 

fi tn nii nt^i 



ou encore 
cos 



I 1 |2 7r -Hcosl |2 7r = cos 1- cos (a) 

\m fi/ \m fi / m, m„, ^' 



m, 




- ou 


ni, iiiiv/. 


on 


aurait 


cos 


2ki: 


cos 


2^'7r 


^ 


COSI- 



1? Pour que celle équalion soit possible^ il faut que chacune des deux fractions 

soil mférieure a 1 < — : car si on avail — «=ouX — ^ — | 

m fi m m, \m fi/ 

» ou <cosl 1 |27r, el comme on a nécessairement 

\m fi) 

) 2 7r y le second membre de regalile précédente serait 

m fi / 

inférieur au premier membro. Comme in, et fn_x ne peuvent pas surpasser le nom- 

k ^ 1^ 2 

bre in, les deux inégalilés — < — , < — » exigenl que k et k' soienl infé- 

m, m fw^j m 

rieurs à 2, on a donc k= k' <= 1, De plus le 11."* Ihéorème nous apprend que 

si Tun des. nombres m i m, , m.x » n'est pas diviseur de fi il ne peut avoir que 

Fune des Irois valeurs 3, 4 ou 6. 

2! Cela pose, nous allons démonlrer que si m est supérieur a 4 » il doit étre 

égal à fi. D*abord si fi est pair on ne peut pas supposer in impair: car au lieu de 

la racine 6(y)y considérons la racine (f(y) = [( — 1)9] {y); on aura 

et si m est impair on aurait f" (y) = — y, Péquation Y{y) = 0, aurait donc une 
racine <p(i/) qui appartiendrail à une période doni Tindice serait 2m>>m) contrai- 
rement à rhypothése. Quelle que soit la valeur de fi supérieute à 6, on ne pourra 
pas supposer que m ne soit pas diviseur de fi-, car alors cbacnn dea troia nombres 
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m, m, , m_x » serait égal à l*un des nombres 3, 4 ou 6, el cornine noas sappo- 

sons que m n'est pas égal à 4, on déduirail de la première équalion (a) Gos — = 

un nombre rationnel, ce qui est impossible. 

u 11 fl-f" 1 1 

Soil donc m = -^* On aura 1 = . — » el par conséquent les iné- 

a m yi a m ^ 

galités oblenues plus haut (1?) deviendronl 

1 ^ fl + 1 J_ 1 ^ fl-f- i i 
m, a ^m m_, a m 

Or cela est impossible si Ton suppose que Fun des nombres m, , m^j^ soil un di- 

. UL atti ^ 

viseur de f* aulre que m. Soil en enei, tu, =~ir'^~A"* Comme tu, esl au plus 

égal a tn, si ò diffère de a, il sera au moins égal à (a + 1), el par conséquenl » 

la fraclion ou — sera au moins égale à • — > el l'inégalilé 

a m m^^ ° a m 

1 ^a-hl 1 



m, a tu 



sera impossible. Si donc nij n'esl pas égal à nif il ne pourra avoir que Fune des 
trois valeurs 3, 4 ou fx. 

La première équalion donnerail alors pour ip H 1 une valeur égale à une 

fonclion ralionnelle de (p' + -^)* Or cela esl impossible: 

En effel, soil fx = a"6^c*..., el posons M=/x 11 J (1 ^1 ( 1 j ; 

f> désignanl une racine primilive de Téqualion p^ = l, Ip h j sera racine d'une 

M / i \ 

équalion irréduclible du degré — ; landis que Ip'H — -ì sera racine d*une èqua- 

M 

lion irréduclible du degré — exceplé le seul cas où Fon aurail en méme lemps 

a = 2, a = 1, mais ce cas d'exceplion doil élre écarlé, puisque -^ el u doivenl 

a 

élre en méme lemps pairs ou impairs. Or loule fonclion ralionnelle d*une racine 

d*une équalion de degré n peul élre délerminée par une équalion du méme degré. 

Nous serions donc conduits à celle absurdilé qu'ane équalion irréduclible du degré 



PURA ED APPLICATA. 205 

M 

— pourrait avoir ane racine commune avec une équation de méme forme ci d'un 

M 

deeré moindre r^— On doit dono avoir a = 1 et m = ii, 
° 2a 

3? L'équation {b) deviendra donc 

471 . 2» 27r 
COS h i = C08 h COS » 

fx fiii tn^i 

et Ton aura m, >- ^ « m_, >- ^. D*abord si les deux nombres m, et m., sont des 

diviseurs de fx, pour vérifier les inégalilés précédentes» il faut que Ton ait 

wii = nt^x = fi» 
Mais alors l'équation précédente est impossible; car elle devient 

47r . ^ 2ir 

COS h i *= 2 COS — ; 

et comme 

2?r ^ 2ir 2?r 

COS f- 1 = COS — . COS — ; 

27r 
on conclurait que cos — = 1» ce qui est impossible. Il faut donc que l'un des nom- 

f* 
bres nii , m.^ ne soit pas diviseur de /x. Dès lors il ne pourra pas étre supérieur 

k 6, et pour que 1 inégalité yy^i^»*^ soit verifìée, il faudra que/uisoitinférieurà 12. 

De plus fi doit étre un nombre pair ; car si fi est impair , m , mi et m_, le 
seront aussi. Si /x «= 3, les quatre nombres m, m, , m., et fi sont égaux, et noos 
retombons ainsi dans le cas que nous venons de démontrer impossible. Si p a une 
valeur impaire autre que 3» on aura m = fi; dans la première équation on pourra 
poser ^ = p9 et comme fi est impair on pourra choisir pour valeur de p celle des 
racines de Téquation p^ = 1 pour la quelle on a 

fi — 1 271 



(-,-)= 



2 COS— ^ , 

2 [X 



ainsi, au lieu de Téquation (a) on aura 

27r , 2;c7r 2 ^ 7r 

COS h 1 = COS H COS — — 

f* m, m_, 

2Jt 2 U 
k ei k étant deux nombres entiers choisis de telle sorte que les fractions — > — 

soient inférieures à l'anité. Or quelle que soit cette valeur entière àe k ou de U} 
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aaeune des denx fracUoos — » ne peot de?eiiir inférieore - ; le plus mnd 

des deox cosinos da second membro sera an plus égal à cos — ; et comme l'aotre 

est néeessairement inférieur ì l'aoìlé cette éqoalìon est impossible. 

Ainsì le Dombre /x ne peut avoir qne des valears paires ioférìeares à 12, e. i 
.d. qa*il ne peot ayoir que Tune des 4 yaleurs 4, 6, 8 oa 10. D*aUlears si p = 4, 
réqoation ¥{y) ne pent avoir ancnoe racine qoi ne satisfasse à Téquation 0^(y)=y. 

Donc si l'éqnalion F(y) «r a one racine $ (y) doni le rapport avec y ne soit 
pas Constant , et qui ne YérìBe pas Téqnalion 0* (y) = — y , le nombre /x ne peot 
ayoir que Tone des trois yaleors 6, 8, oo 10. C Q. F. D. 

13."* néorème, 

e Si fi =2 6 et qoe l'éqoation F(y) = ait one racine G(y), qoi n'ait pas ayec 
y 00 rapport Constant , et poor laqoelle on n*ait pas 6* (y) = — f » 1* fonction 

I- -r^ j est déterminée par one équalion algébriqoe do qoatriéme degré. 

DémoHStration. 6{y) n'ayant pas ayec f on rapport Constant, on poorra écrire 
e (y) = a 2f + ò «p (Sf ) « et la coostante a sera déterminée (8.** tbéorème) par la 
formale 

Si dans cette formole noos faisons soccessiyement t «= 1, » = — i, la comparaison 
des yaleors de a donnera en remarqoant qoe Ip H — l^" ^> 

P» Pi et p.i doiyent yérifier Tone des deox éqoations a^c= 1, afi = 1. Les trois 
termes de Féqoation (a) ne poorront ayoir qoe Tane des trois yaleors 0, + 1 , 
00 — 1. 

IT Nombre des yaleors de a, en sopposant qoe l'on n'ait pas d(|f) = ajf. 

Poor qoe Téqoation (a) soit possible , il faot , oo bien que les trois binómes 
soient nols, oo bien qoe l'on d'eox ao moins soit noi; car aotrement on aarait 

±: 1 » d: 1 ±: 1, 
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ce qui est impossible. Sì noas supposons (^ + -jca i,i|3,4._j n*auni qae Tane 

des deux valeurs 0» + 1» .et la formule (E), en y faisant t «a 1 , ne donne pour 
a que les deux valeurs 



-,— I 



1 1 

P P 



$i nous supposons (p-h -j = — 1, ip^-f— ì n'aura que Fune ded deux valeurs 
0» — I9 et la formule (E)» donnera pour valeurs eorrespondantes de a 



r,_-^ 



1 i 

p — p — 
p p 



Si enfin nous supposons i|3+^l=0 1a eostante a ne peut avoir que Tune des 



.1 — i 

irois valeurs 0, 7 > j- • De Ielle sorte que, quelle que soit la racine d(y), 

P P 

dont le rapport avec y n*est pas Constant, si nous posons 9(|/) e=s a y + ( <p(y), la 

constante a se réduira à zèro, ou à l'une des six valeurs comprises dans la formule 
■ ^ , f désignant un entier. 

2? L*équation F(|/) = n*admet pas de racine de la forme c^ (y), 
Puisque, par bypothèse, cette équation admet au *moins un racine qui ne vérifie pas 
la formule 6^{y)= ^- y, et qui n'a pas avec y un rapport Constant, on reconnait 
aisément qu*elle doit en àdmettre une qui vérifie l'équation fi (y) = --^ y. La va- 

leur correspondante de (P + x 1 sera 1, et la yaleur correspondante de a sera 

d'ailleurs p désignant une racine primitive quelconque de Féquation p^ >= i, et l-j 
étant aussi bien que p racine primitive de cette équation 9 nous pouvons prendi? 
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1 ' 

'-} 

(le Ielle sorle que noas aurons en méme temps: 

e*(»)=(p + J)e(»)-» et %) P—j, + *<,(!,). 

P-p 

Nous considérerons la fonclion (^{y) = [e{y) — pyj, et les diverses Taleurs qu'elle 
prend quand on égale y successivement à tooles les racines de Téqualìon F(|^) :=: 0; 
nous montrerons que ces diverses valeurs n*ont pas de rapporl constanl avec les ra- 
cines de l'équalion ¥{y) =» 0, ei qne cependant qaelques anes d'entre elles doivent 
étre de la forme c^iy)* Nous concluronsdelàqu*aucuiieracÌDedel'équaiion F(y)=0 
ne peut élre de celle méme forme. 

Supposons qu*en rempla^anl dans <p(y), y par e{y) = a,, y + ò, <Ky), on oblìenne 
une valeur de la forme cy, e. a ,d, supposons que l'on ait 



cy 



= ? («. y) = [— ^ - p] e.(y) H- b +(0. y) = -^ 0. (y) 4- b +(©. y). (ò) 



-p p 

P P 



Nous avoDs d'ailleurs 



I a + -I ayanl Fune des trois valeurs 0, — i, — 1. En combinant les éqoalions 
(b) et (e), on trouve: 

^ P 

D*un autre coté 

P~" p P~ p 

si i, éuit nnl, on aurait 

a»' 
9 (9. ») = 9 (p'y) = — ^y + frp-* Kj), 

P-7 
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ci dès lors l'équalioo (6) serali impossible, b^ n'esl donc pas nul. De méme Téqua- 

lion {d) n*esl possible qo'aulanl qu*on annule le facleur de 9, {y), ce qui donne 

1 ^ 



L'équalion (e) deviendra 

p__ • p_- « p__ 

S 9, y étaiil raoine de l'équalion F (y) » 0, et n'ayant pas avee y un rapport con- 
slanl, sera de la forme 

6(9. V) = — ^ tf + *. ♦ (»). 

On doit dono avoir 

p — 2 h p' j, V * P — 2 p' 

p__ p__ p__ p__ 

La comparaison de celle valear el de la précédenle nous donnera 

2 = [(p-2)o.^p'][a.-(«+l)j if). 

Dans celle équalion i a H — ) ne peul avoir que Tune des Irois valeurs 

Supposons I « H — j = 0. Gomme a, ne peul pas élre nul en méme. lemps y on 
aura a, = ^ el Téqualion (/) devienl 



'--. 



<'-'ii'[('-¥'i'~'iì] 



ce qui esl impossible; car le module du premier membre esl 6» landis que là som- 
me des moduied des 4 lermes du second membre esl 5, el par conséquenl le mo- 
dule du second membre esl <C 5. 

Tom. V. N. 4. 27 
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SoppoARis fa + ~ j ss 1. La valeur correspondante de a^ sen (v. 1!) ' ■ : ■ 



en faisant d: 1 a I. On aura ^ 



P 



' P^r P — 7 



P 

et par conaéqnent TéqnaUon (/) deviendra 

2 (p - ^)h«. ?-*[(? - a)^p-'-p'(p - j)} 

le modale da premier nombre est 6, la somme des modales des lervMss la second 
membro est 5; cotte éqaation est dono impossìble. 

Sapposons enfio la H ] =» — 1, ce qai donno poar a^ Fune dot denx va- 

lours y jr) l'éqaation (f) est impossìble poar la memo raìson qoe daiDS io der^ 

nìer cas. 

Dono dans toas les cas l'éqoatìon (/) est impossìble y et par conséqnent» il est 
impossible qae panni les diverses valeors que prend ^ (|^) quand on y remplace sue- 
cessivement y par les diverses racioes de Téquation ¥{y) =3 0, il y en ait one de 
la forme e y. Si en méme temps ancone de ces valeors de ^ (y) n*était de la forme 
e 4^ iyh ^ conclurait dn 9."* théorème qoe le nombre des valeors de ^ (y) qui n*ont 
pas entro elles deox à deox de rapport Constant est uo moltiple de 3» et qoe le 
nombre total des valeors de ^(y), e. à .d. le degré n de F(y), est un moltiple de 
6X3. Mais d'après^ le 10."* théorème » ce nombre n doit élre de Tane des deox 
fòrmes 6(a^ + 2^) on 6(3iSr-Hl); on devrait donc avoir 6x3Xm« 6(3^ + ^> 
ou s= 6(3 ^ H- 1); ce qui est impossible. Il est donc nécessaire qoe panni les va- 
lenrs considérées de <f{y) il y en ait qoeIqo*une de la forme c.^{^* On aura donc 
^[^^(y)]=^^Hy)^ ^^^^ éqoalion sobsistera encore qoand on remplacera y par tootes 
les aolres racines de l'éqoalion F(y) = 0. Or sì le second membra c^(y) était égal 
à une racìne de la méme éqoalion F(y) =3 , à on facteor Constant près r los di-- 
verses valeors de i{i(y) seraìent^ à ce facleor Constant près, les diverses racines de 
F(l^) s= Oy de telle sorte qo'on aoraìt ^ (d, y) = c.y, ce qui a élé démootré impos- 
sible. L'éqoatìon F(y) = ne peot donc pas avoìr des racines de la forme ^(y)fi 
et par conséquent (il."* théorème) le degré n de F(y) sera donne par la fbnmile 

ti«6(3m + i). (fl) 
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Z*. Lt degré n de F(y) ne peni pas étre aupérìev i 48. 
GonsidéroM eomme dans le cas piécédenl celle dea ncioet de l'équlion F(f)csO> 
qui vérifie ks deux conditions 

«(») = — ^» + **{») el ••<»)««(»)-». 

P-- 

Soit e^{y) S3 a, jf + &i ^(y) Tane qaelconque des racioes de la mème éqnation, doni 
le rapport avec y n'est pas consUDt 0^ (y) sera aossi one racine de la méme éqaa- 
lion, et par conséqnenl on pourra poser, 6^ 6{y) » a, |f + &, 4'(if)' D'ailleurs on a 

B,{9y)^a,B(y)^b,^By) et G* iy) ^—^B{y)^b ^{By) = B{y)-^y 

P — 7 



Dono 



1 



1 

On aura donc 

1 

p-p (p-7) p-p-^ 

Or, si ò, D^esl pas nuly a^ ne peut avoir que Tune des six valeurs comprises dans 
la formule — ^-r-. Donc, si 6, n*est pas nul, a une méme valeur de a, , il ne peut 

correspondre que six valeurs de ò,. D'ailleurs, si 6, = 0, Ò, n*a qu'une seule va- 
leur bplp la,. Donc dans tous les cas une méme valeur de a, ne peut ré- 

pondre qu'à 7 valeurs différentes de ò,. Gomme d'ailleurs a, ne peut avoir que 
six valeurs ) le ncmibre des racines de Téquation F (t^) = 0» qui noni pas avec y 
un rapport Constant ne pourra pas surpasser le produit 6X7. Ajoulez les 6. ra- 
eines comprises dans la formule p' y, le nombre total des racines de Téqualion F(y) = 
ne pourra pas surpasser 6x8. 
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4? Noos ayons tu (1^) que l'éqofttToii (a) o'est possible qo'iolaot ^e Tone 
des raeiiies de l'aoité ^, ^^ , ^., , yérìfie Téquilkm «* =» — 1, à liqaelle eorrespond 
ef {y) =s ~-^y. Le degré n de F {y) doit donc étre diyisible par 4. D*iUleiin (2?) 
ce degré est donne par la formule ns=6(3m + l) et doit étre (3®) inférìear à 
6X8. Poor satisfaire à la première condition, il faul que 3m + 1 soit pairetpar 
confléqoent m impair. On aara donc, en faisant saccesaiyement m = ly3, 5,... 

ftrt=:6x4, nc=6xl0, ii = 6Xl6. 

Mais la première senle de ces valears est ioférieore à 6x8. On a donc 

n =» 6 X 4 => 24. 

Idii 
La fonction i ==---? » ne pourra donc avoir que qaatre valears distinctes , et 

y da? 

par conséqnent elle sera déterminée par une équation da qaatriéme degré. G.Q.F.D. 

14."* Théarème, 

«r Soit fi = 8. Si 9{y) désigne une racine de Téquation F (y) = doni le rap- 
port avec y ne soit pas Constant, on aura 9*{y) = — y. » 

DémanstraUan, Soit 9{y) = a y + ^ ^(y) » i'une quelconque des racines de Té- 
quation F (y) =» , doni le rapport avec y n'est pas Constant. Si l'on n*a pas 

0«(y) = — y, la valeur de ((3-4- -^ Jdans la formule (E) sera differente de 0, (8.** th.) 

la constante a ne peut pas étre nulle. D'ailleurs on aura nécessairement Tane des 
équations suivantes 

e^(y) = ± y, B^y) ^ ±: y 

Cherchons quelles peuvent étre les diverses valeurs de a dans ces différents cas. 
Faisons t <» 1 dans la formule (E), ce qui nous donnera 



v-j) 

Nous obtiendrions sussi comme au théorème 11."' la formale 

Et comme nous poarrions partir de la racine {9 p) y, nous obtiendrions de k méme 
manière la formule 
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(,...)(,..)=(,..).(,..) 



(h) 



p désignant une racine primitive de l'équalion x^ = 1, el P, une racine de l'unite 
qui vérifie la formule 



(fi p')' (») = (ft H- j) (« p') (») - y- 



nous savons que dans le cas présenl ^i doit élre racine ou de l'équation x^ = 1 
ou de l'équation x^ = 1 . La racine p étant à notre cboix, nous prendrons 

1? 04(y) = — y. La valeur correspondante de (l^-H "«-) s®"* it ^2. L'équa- 
tion (a) deviendra donc 

ce qui exige qu*on ait 

(p.-.^)=(p_.-^fj=-i. 

le signe étant le mème que dans la formule 

La formule (E) donnera pour a, Ics deux valeurs 

±p' 



1 

p-j 



2? 0* (y) == — y. On aura 1 13 -f- — J = 0. L'équation (a) donne 

('-^)=-('--È)- 

Mais on voit par l'équation (b) que (Pi +-0-) "^ P^^l* P^^ ^^^i'' '**i'^ ^^^ ^^^^ 
valeurs d= ^2, car alors on aurait d= 2 = Ip, + -g-)> ce qui est impossible. On 
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i 
i«ri dose ^, 4-7-c»04Nì dbi. La eonitaiile m ne poom dose ayoir qoe Fne 

Pi 

dei troie valeore 



1 



tfim. Si « ii*eil pei Dvl, TéqiuticMi (&) domieni ifi^ -f.— ì«=> :t: f p -f V 

S! $*(y) -• :fc f. Od ann f^-4- -j^j » db t» el par coMéqneiii l'éqvalion («) 

deiriendia =fc /T^^, H-^W6..-4-^J; 

Or eette équatioii n^eel poenMe qv'avtanl qoe ron dee deox btnómes du aeeood 
menabre ae reduira k zèro, et Taatre k d: /Ts» d: l p H- — )• La formule (E) 

d: p* 2b p 

donoera poar (a) l'one dea qnatre yaleara '^ » !-r- » le sigine étant le 

P P 

méme qoe dans la formole I ^ + -g-j = :b i. 

Doncy si 6 (y) ea a if + ^ ^'(v) » designo one raeine de Téqoation F(|f) «> qui 
n'ait pas avec y od rapport Constant, la constante a sera nolle» oo bien elle aora 

p' 

one dea hoit valeurs renfermées dans la formolo — ^--r-. 

1 

De méme la constante bf poor les racines qui n'ont pas de rapport Constant ni 
avec y ou avec ^{y)y ne peot avoir qoe hoit valeors dìfférentes. En effel) si tootes 
les racines n'ont pas on rapport Constant avec y oo avec ^(y)rii y aora one ra- 
eine 9{y) qoi vérifiera en méme temps les deox formoles 



Hy) 



^y-^^m «i «'(y) = (p H- j) ^ (y) - y- 



P-; 



Car, excepté le cas où toas les binòmes seraienl nuls, nous avons vù dans la dis- 
cossion précédente qo'il y a toojours on de ces bindmes égal à=i=^3s=dr (p + -l| 

prenons ce binòme ponr eehii qoe noos avons désigné par (/^~^ zi' ^^ valeorcor- 
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respondanie de a sert ^. (1?) 

1 



P-- 



Od a done 0*(y) 






Nous pouvons supposer que (lp-4--jssi, ear cela revient k maltiplier les ooéf- 

ficìenls de ^y) par ane constante eonvenable. On aara donc 9*(y) == ^^{y) , et par 
Gonséquent ^y) aera one racine de Téquation F(|^) ^^ 0. 

Or, si dans une racine quelconque de la mémeéqaation, d|(y) =a,y + (, ^(y), 
nous rempla(;ons la racine y par ^{y) en remarquant que ^^y) = — y, nous aurons 

^1 (+ y) == - *» y + «i +(»). 

Si donc aucune des deux constanles a^ , 6| n*est nulle, nous pouvons appliquer ici 

à ( — bi) ce que nous avons démontré précédemment pour a, ( — b^) ne pèni avoir 

pi 
que fune des huit yaleurs représentées par la formule — ^—j. 

Si donc nous repréientons les racines de Téquation F(y) ^^ par la formule 

^i iy) «= 0/ y -*- fti ^{y) 

le nombre de celles de ces racines qui ne sont d'ancune des deux formes p' y, p^^iy) 
ne pourra pas surpasser le nombre des combinaisons des 8 valeurs de ùi avec les 
huit valeurs de ò^ e, à .d. 8 X 8 = 64. Le nombre de loutes les racines, et par 
conséquent le degré n de Téqualion F(y) = ne pourra pas surpasser (64 + 16) = 80. 
Or en appliquant ici le raisonnemenl fait au commencementdu IO.""* théorème pour 
déterminer la forme du nombre n , et se rappelant que ^ (y) est racine de Péqua- 
tion F(y) = 0, nous trouvons n = 8(4m + 2). Mais comme le nombre n doit étre 
divisible par 3 et inférieur à 8 X 12 » cetle formule donne pour elle une valeur 
uniquc 8x6 = 48. 

Si donc Ics racines de Téqualion F{y) = ne sont pas de Fune des deux for- 
mes pi y, pt^iy), le degré n de cette équalion est égal à 8x6. 

Or cela est impossible: 

1 1 

Pour le démontrer considérons les deux racines 9,(y) =-6(t/), e^{y) s=a-^e{y) , 

P P 
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&{y) désignant toujours la méme racine qoe plus haat: 



Od aura 





Hy) = - 


'\^^ ' 


4: *(J^)- 










p 


__ ,. 


p 








( ».(») = 


=-^,y^ 


-^-K»), 


«.(y) = - 


1 
1^ 


4-- 


1 

1 




'—p 


" ì 


p 


p 


P 


P 


»!(») = 


= oAy) - y 


et 


«5 (y) = - 


'Vi 







+(lf). 



les deox premières éqaalions soni évideotes. Les deux autres en soni une consé- 
quence» par ce que dans toute autre hypothèse » le coéfficient de y dans 0^ {y) el 

P 1 

0^{y) serali différenl de '^ , et de 



1 ' 1 

P-T P— 7 

P P 

Désignons par |3 une racine primitive de Téqualion afi => 1, et posons 

?(y) =• ^(y) — 13y. 

L'équation 0j (y) = ((3 -+- iK(y) - y donnera 0j(y) - p e,(y) = | {<?.(y)-^{, 

et par conséquent 

1 1 

?(^i y) == p ?(y) et ? (6; y) = p, ? (y). 

La fonction % == 7(1^) sera donc racine d*une équation du degré n dans laqnelle les 
exposants de % seronl multiples de 6. Pour que le degré n de celle équation fui 
égal à 6X8, il faudrail que le nombre des valenrs de z qui n'ont pas enlreelles 
deux à deux de rapport Constant fui égal à 8; car à chacune de ces valeurs cor- 
respondent pour % 6 valeurs dislincles représentées par la formule |S' z. Or le nom- 
bre de ces valeurs de % est au moins égal à 12. En effet posons 

? [+(y)] = ?.(y) ci ?(^a y) = ?a(y). 

Les douze valeurs renfermées dans les irois suiles 

?(y)» ?(py)» ?(p*y)» ?(p'y) 
?i(y)» ?i(py)» ?i(p*y)» ?i(p'y) 
?a(y)» ?a(p y)> ?.(p* y)» ?a{p' y) 

n'ont aucun rapport Constant deux à deux. Pour celles qui formenl une méme suite, 
la démonstralion est la méme qu*au 9."" Ibéoréme, de Ielle sorte qu'il noussuffira 
de démontrer Timpossibilité des trois équations 
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?i iy) = e (p' y), (pa (y) = e (p, (p' y), (pa (y) = e 9 (p' y). 

D'abord la constante e ne peut étre qu'une puissance de P: car si Téqnation en 2 
admet deux racines de la forme z et cz , elle admet nécessairement toutes les ra- 
cines renfermées dans la formule c'"s; si donc l'on n*ayait pas c^ ^s^ 1, le plus grand 
commun diviseur des exposants de z dans Téquation algébrique qui détermine cette 
fonction serait un multiple de 6 supérieur à 6 , et par conséquent supérieur à 8 , 
ce qui est impossible. Cela pose, l'impossibilité de la première équation 

?. (y) = ^' ?(p' y) 

IP ) p 

— ^--r — P I y -^ — ^-T + (y) ♦ 

p p 



tandis que (p,(y) = — ^ — ^ì'Hy) ^ 



y- 



p p 



Pour démontrer Pimpossibilité des deux autres, mettons (f^{y) sous la forme a^y-hb^^(y). 



On a (pjy) = 9 (0, y) = 



-P My)+— ^*(<?at/); 



1 "^ '^^' ■ 1 

p p 



Or les équations relatives à 0^{y) donnent 



P 



- 4; (03 y) =p j 0; (y) ~ -i^ (?3 (y)| = -py L_ B^^y) 

p — - P-- p 

P p p 



donc (p3(y) =r — |3 0,(y) - p y == — 



+ P y — —4 W- 



1 • M' 1 

p p 

P P 



Ainsi pour vérifier l'une des deux équations <Pa (y) = ^* <p(p'y)> <Pa (y) *= /3*(p,(p'y), 
on devrail vériOer, en donnant aux exposants i et h des valeurs enliéres, l'un des 
deux systèmes d'équations: 

^-p-PV'|-^-p| et ^«(3\p- 

P '^ P P 

ou bien, 

-^-p = -^V^ et -:i£=pv|_L^_pj. 

Tom V W. 4. 28 
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Or chacan de ces deux systémes est impossible , et par conséquent les 12 valears 
de % renfermées dans le tableau précédent n*ont aucun rapport Constant entre elles 
deux à deux. Le nombrc total des valeurs de % et par conséquent le degré n de 
l'équation, serait au inoins égal à 6x12, Or cela est impossible, puisque nous avons 
démontré que, si les racines de Téquation F (y) = ne sont pas toutes comprises 
dans les deux expressions p' y et p' ^{y), on aura n = 8 X 6. On ne peut donc pas sup- 
poser que l'équation F(|^) = ait une racine , dont le rapport avec y ne soit pas 
Constant, et qui ne vérifìe pas Féquation 6^{y) = — y. G. Q. F. D. 

15."* Théorème. 

<c Si |u = 10, réquation F (^) = n*aura aucune racine dont le rapport ayec 
y cu avec <{/(y) ne soit pas Constant. » 

Démonstration. Soit Oiy) «= a y H- ò t^y) (1) 

une racine quelconque de l'équation F (y) = , je veux démontrer que si b n'est 
pas nul , a le sera nécessairement, e. à .d, que d (t/) aura nécessairement un rap- 
port Constant avec y ou avec ^(y). 

Si b n*est pas nul, on aura comme dans le théorème précédent 

^?^^|^(^.. .. k - ^X^ - IH' -rH--é) '"' 

p est une racine primitive de l'équation x^^= 1, |3, |3, , |3_x sont ou des puissances 
de p, ou des racines de Fune des deux équations «*= — 1, a;'.= il=l. Si (p -+- -1=0, 

quelle que soit la racine 6{y) pour la quelle b n*est pas nul dans la formule (1) , 

on aura en méme temps a =^ 0, et notre théorème est démontré. 

1 

Si les racines de Funité |3, |3, , |3_, ne vérifient par toutes l'équation ^ 4- 0=^0, 

Tnne d*elles àu moins sera une puissance de p; car autrement la formule (a) don-^ 

nerait pour (p+-) une valeur rationnelle. La racine correspondante 9{y) vérifiera 

donc réquation 6^{y) = =t y. Du reste comme 0(— y) = — B{y), si Ton a 6*(y) = y, 
en posant 0(— 1) (y) = e,(y), on aura ej {y) = — y- 

Donc, si parmi les racines de Téquation F(y) = 0, il y en avait une pour la^ 
quelle dans la formule (1) aucune des deux consiantes a et 6 ne fùt nulle, il y en 
aurait nécessairement une qui satisferait à l'équation 6^ {y) = — y. Or nous alions 
démontrer que cela est impossible. 



a = 



PURA ED APnJCATA. Si9 

Si e*(f) == — f, U vtlcur de jS daos li fommle &'(f ) = //3 -»- - j fl (y) -. y 

sera one nctoe primiUre de Téquatioo x*® = 1» et par conséquent 1/3 + - j aora 1* 
One des dcnx Talevrs (p -*--)' (p^"*-"t)' 

IT Soil (p -H -1 = ::t I p H — j, el cberdMMis qoeDes peavent élrc les valeurs 
oorrespoDdaotes de a. La formale (a) deTÌent 

»(,-^^+,). = (, + U.)-(r+^) + (j..-kÌ.} 

Chacan des bioómes do aecond membre ne peni avoir qoe Tone des sept yalenra, 
0, it 1, ± Ip -+- -I, =t I p* -4- -^1 ; or Fon recODoaìt aisément qoe I p, -+- — j ne 

peat aToir qoe Tane des valeors =^i, ±:lpH — J«le signe élant ici le méme 

qoe daos la formale l^-i- - j = :±: (p + -)* ^'^ sobslìtoaDt ees vakors daos la 
formale (E) on recoDoaìt qoe la eonslanle a ne peot avoir qoe Tone des valeors 



soivaotes 



1 



P P 

— P ^„ — P 



r " hìh-^hì) 



i.„„^, .i (^^*)=_(p+i). 



p — p — 
p p 



2? Soit ^p + g ] = (p^ + ^Y Si dans la formole (4) (5.** théorème) noos don- 

Dons à m deux valeurs m et 2 m , rélimination de (y) enlre les deox éqoatìons 
ainsi obtenae doanen», en rempla^aat p par j3 

e"(») = (r + ^V(!f)-». (5) 

Faìsons m = 2, m = 3; en remarquanl qoe dans le cas présent. 
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nous aurons 

o^iy) = - (p -^ ^y^y) - y. ei e^y) = (p -h ^) e^y) - y. 

si donc nous posons 0*(y) = o, y H- ò, i/'(y), 6^{y) = 03 y + 63 y, il résulle de ce 

(|ue nous avons démontré précédemmeni (1!) que fon aura 

o, = '— OU 0, = ^— 

P - T P ~ - 

P P 

-+■ P' -»- P' 

03= — Y ^" ^3= — i' 

p — p — 

p p 

Qr les deux formules 

«'(y) = (p'-^^)%)-y et e'{y) = (p''i-yy^(y) — e{yu 

joinles à la formule (1) donnenl 



H(») 



On a donc 

£n élimindnl a entre ces deux équations et remarquant qu'on a 

On Irouve 

1 

«3 — «a =-7 



En donnant à 03 et à a, loules les valeurs comprises dans le tableau prece-' 
dent, on oblient les trois équations suiyantes 

P -H:..-! P'h-t; P-t P'-+-:3 ' V+y 
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Ob reeonnait attémenl qne ces éqaalkms flool impoanbles. Il est dODc impossibk qoe 
ptrmi les raeiiief de réqoalion F(y) = 0, doDl le npport avec y n'esl pas constane 
fl y en ait une qui yérifie la formale 

6'(»)=(p'-»- A) «(»)-»• 

Or, 8*il y eo ayait une qui vérifial la formale e*{y) =^lp + -) 6(]f) — f; la 

d^{y) yéri6erait la formale précédente. U n*y en a donc aacane qui Téri6^. Tane 
de ces deux formules, et par conséquent il n*y en a aucnne qui satisfasse a Féqua- 
tioo B^(y) = — y. Or dous avons va plus haut que , si Téquation F (y) = ad- 
mettait une racine t|ai n'eùl de rapport Constant ni avec y ni avec ^{y) , il y en 
aurait néceasairement une qai vérifierait Téquation G^(y)= — y. Doncetc... C.Q.F.D 

le."' Théorème. 



racine 



d'tf 
V Si l*intég;rale generale de l'équation -j-^ = Vy est algébrique, il y aara tou- 

d JT 

joors un ini^;rale particuliére y, telle qoe la fonction t on - -p- soit une fonction 

rationnelle de x, ou une racine d*iine équation do second on du quatrième degré. » 

DémonUraJdon, Poor vérifier cette assertion il soffit de prendre poar intégrale 

particuliére l'une quelconque des racines de Téquation F(y) = définie danslal/* 

remarque du théorème 8."^ En effet, si le *plas grand commun diviseur fi des ex- 

posants de y dans F(y) n'est égal à aucan des Irois nombres 6, 8, 10, nous avons 

yu (12."* théorème) qae toale racine Q{y) qui n'a pas avec y un rapport Constant 

vérifie Téquation B^(y) = — y. Si donc nous désignons par ay + 6 ^(y) une racine 

quelconque do Téqualion F (y) = , dont le rapport avec y ne soit pas Constant , 

on conclura de la formale (E) da 8."" théorème, que la constante a est nulle. Ainsi 

toutes les racines de l'équation F (y) = 0, seront de Tane des deux formes ay ou 

1 d tf 
ò(|>(y). La fonction I ou — 7-^ considérée comme fonctions des rucines de Téqua- 

y *** 
tion F(y) =» O9 n'aura que deux valeurs, et par conséquent elle sera déterminée par 

une équation algébrique du second degré. 

De méme si fi = 8, toutes les racines de l'équation F (y) = 0, dont le rapport 
avec y n*est pas Constant, satisfont à l'équation G'(y) = — y (14.*^ théorème); on 
en conclut comme précédemment quVlles doivent étre de la forme b ^(y) , et que 
Ja fonction t est déterminée par une équation du second degré. 

Si /x=:10y le 15."* théorème démontre qae toutes les racmes de Téquation 
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F(y) = soni de l'ane des deax formes ay ou b^y). On en conclut commedans 
lefl cas précédents que la fonction I n'a que deax valeura » et qu*iÌD8Ì elle esl ra- 
cine d'une équalion du second degré. 

Donc, si fA a une valeur quelconque aulre que 6, la fonction I ou - -p sera 

ou une fonction rationnelle de x , ou une racine d*une équation algébrique du se- 
cond degré. 

D*ailleurs si fi =« 6 et que Téquation F(|^) = ait quelques racines doni le rap- 
port avec y ne soit pas Constant, nous avons démonlré au 13."^ théoréme que la 
fonction i est déterminée par une équalion algébrique du second ou du qualrième 
degré. Le théoréme énoncé est donc démonlré. 

Conclusione 
«r Gomme la fonction t vérifie Téqualion différentielle 

JJ+,' = P (3) 
dx 

oo voit en unissant le théoréme précédenl 4 la conclusion de la première panie de 

ce mémoire, que le probléme propose, de décider si une équalion différentielle li- 

néaire du second ordre, à coefficienls rationnels et sans second membre peul ou ne 

peut pas s*inlégrer sous forme finie, esl ramené au probléme suivanl: 

ce Décider si Téqualion différentielle -r — h ^ =» P > où P désigne une fonction 

dx 

rationnelle de x > peut étre salisfaile par une valeur de t , rationnelle , ou racine 
d'une équalion algébrique du second ou du qualrième degré. » 

La solution generale de ce probléme , et l'application de celle solution à quel- 
ques cas parliculiers , nolammenl à ceux qui onl élé trailés par H. Liouville , fé- 
ront robjel d'un second mémoire. 



Note. Nous avons cjit (11." théoréme) que si filo n'a aucune des valeurs 2, 3, 4 

ou 6 on pourra loujours délerminer deux nombres premiers avec m , de la forme 

4f?i 
I = 1 -+- flf*, f = 1 -+- y. — , lels qu'aucun des deux nombres / + 1, / — 1 , ne 

4-fii 
soil divisible par — » et qu'aucun des deux nombres /'+ 1. V — 1. ne soit divisible 

par fi. En voici la démonstralion. 

m désigne le plus petit commun multiple des qualre nombres ft, nio , m, , m.| 
m^ ne peul avoir avec fi aucun diviseur commun aulre que 2 ou 4; les deux nom- 
bres m^ , m_, soni ou des diviseurs de fi, ou des nombres qui n*onl avec fi aucun 
diviseur commun aulre que 2 ou 4; a désigne le plus petit des trois nombres 
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1, 2, 4 poar lequel le quolienl -~- est entier; - sera donc toujourd tin mulliple do 

4 A 

plus grand commuo diviseur des deux nombres m^ et fx, et par conséqaent le plus 

petit multiple commun de ced deux nombres sera filo X -j- X ^9 {fnjb et f< n'auroni 

aucun diviseur commun autre que 2 ou 4); et, puisque les deux nombres m, et 
ff»., sont ou des diviseurs de /ut, ou des nombres qui n*ont avec fi aucun diviseur 

commun autre que 2 ou 4, on aura m =» trio X -j- X p 9 et le nombre m^Xp 

n'aura avec -p aucun diviseur commun autre que 2, ou 4^ 
4 

1? Posons /== 1 -Htfa = tn-e'— (1) 

a fi ' 

d'où (ii-l) = ef*— e' — c=e^-e'xmoXp (2). 

Si m^p n*est pas divisible par 5, on prendra ti=»5, ti — 1 = 4 sera nécessaire-» 
ment multiple du plus grand diviseur commun des deux nombres fi et m, X p^ et 
par conséquent on pourra trouver deux nombres entiers 9 et 6' qui vérifieront Té- 
quation (2). Or, la valeur correspondante de / sera première avec m-, car la pre^^ 
mière forme de / monlre que ce nombre est premier avec fx; la seconde forme montre 

que / ne pourrait avoir avec — = m^p, aucun diviseur commun autre que ti == 5| 

mais comme tiio p , par hypothèse est premier avec 5 , il s*en suit que / est pre- 
mier avec tous les diviseurs de m. Enfin comme on a 

àm 

/±: 1 = 5±1 -l-e'— =5:±:l-f-e'.moXP, 

a fi 

4fii 
aucun des deux nombres / =ii 1 n*est divisible par — :- ou m^Xp , puisque nous 

supposons que iHq est >> 4 et n^est pas égal à 6. 

Si fiioP est divisible par 5, on prendra ti = 20. n + 13, le nombre n étant 
choisi de telle sorte que ti soit premier avec m, X p » ce qui est possible d*une 
infinite de manières, puisque 20 et 13 sont premiers entre eux. Aucun des deux 
nombres u + 1, u — }, ne sera divisible par 5, et Ton verrà comme dans le cas 
précédent que le nombre / salisfait à toutes les conditions énoncées ci-dessus. 

2? Posons f == 1 -I- y. filo p = u -h t/'. |Ui (3) 

d'où ti — 1 = y. wio. p — y*' f*- (4) 
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On verrà, comme dins le cas préeédeot, qoe, fi éUnt > 6 , et les deox nombres 
m^ X p €t fi y D*ayint locun divisenr commuD latre qae 2 oo 4 « oo ntùfera à 
l'éqoitioo (4) par noe valeor première avee fi et teOe qa'aacnn des deox nombres 
tf + 19 tf — 1» ne 80U divisible par ft, en prenant u =? 5, ou u= 20. 11 + 13, 
suivanl qoe ft est premier avec 5 oa divisible par 5. On verrà de méme qoe la 
valeur correspondante de t satisfait à toates les conditions énoncées ci-dessns. 

On peat donc toajoars troaver deox nombres 2, f qui satisfassent à tontes les 
conditions énoncées dans le il."* tbéoréme. 

S/ Etienne, 4 novembre 1862. 
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Cher Jr. TarioUm. 



Voici une construction geometrique des Iransformations des JaeoH dea fonctions 
cllipliques F, pour le cas ou le nombre p a 3 pour \aleur. 

Soìent G le centre d'un cercle» doni le rayon esl égal a a, et P un point fixe, 
pria exiérieurement ao cerde doni noua déaigoons la dislance GP aa centra par e 




Ayant fait passer par P une droite qnelconque , renconlrent au cercle dana les deux 
points Q, R menons CQ^ CR, DR» et I le point de rencontre de CQ avec DR. 
Designons Tangle CDR par f, et GIR par <p. Alors les angles <py et 4^ aatisfont à 
la relation du premier théoreme de JacM pour p =» 3 , c'est & dire nona aVons 

tang I (♦ — <p) = j^ tang j 
€t le tbéorème nous donnera la relation remarquable à cause de la symetrie. 



^ (e -h a)* (3c — a) co«*f -J- (e — a)* (3 e + a) aiii»^ 



dji 



^ {e -ha) (3 e — a)' eoa* 4» 4- (e — a) ( 3c 4- a)* sin* f 

Tom. V. N. 4. 99 
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PoQr le seeond théorème il faat prendre le poiol P dans rinlerìear da eercle 
comme dans la figure 




Soient CD le rayoo egal à a et CP egal à e. Ayant tire une droite quelconqne 
par P reneontrent la circonference en, Q, R, menons les droites RC, DQt et soii I 
le point de reneontre de CR avec DQ. 

Soieot CDQ ss j^ CID =^^f et noos aurons 



teng I (♦ 4- 7) = 



a — e 
et le seeond tbéorème de JacM nous donnera 



d f 



tangf 



^ (a—c)^ (aH- 3 e) eoe* 7 -#- (a 4- e)' (a— 3 e) sin* ^ 



dji 



^ {a^c) (a-hZ e)' cos*+ ■+- (a-hc) (a— 3c)' sin* + 

Celle eonstmelion ne dependent que da cercle, est plus simple qae eelle qae 
j'ai donnée dans les Noavelles Annales de Mathematiqaes et qae voos aves inse- 
tèe dans yolre ezeellent Reeaeil (tom. IH. pag. 179.) 
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SULLA mamm ikimlmmga n m conca orni 

NOTA 
DEL 

PROF. LUIGI CREMONA* 



Lemma 1? Se K è la conica pobra di «a paHa * rispettosi vo trilaUro (i o«i 
vertici siano ab e) risgaardalo come una linea del ten'ordine-* cioè se K è k co- 
nica circoscritu al trilatero e tangente nei vertici a quelle rette obe insieme ceHe 
ae, bOf ce nt dividono armonicamente gfi angeli «^^ cìascmui delle tangenti eondtotte 
per $ alla conica medesima forma colle rette (a, ht e) nn sistema efoianarmomooi (^. 

Lemma 2! Doe lasci projettivi (in uno stesso piano) , Fune di aemplkt retta, 
l'altro di coppie di rette in involuzione , abbiano lo slesso centro #; e siano ^m^ » 
$ «a i raggi doppi del secondo fascio, e a , 6, e i raggi eomum (^) ai due 
fasci. Se ciascuno dei primi due raggi forma cogli idtimi tre un sistema equlaaar- 
monico , in tal caso ai raggi «^ , «, del secondo fascio eorrispondono nel priao 
i raggi «a , 6 tt| rispettivamente. 

1. Sia data una cubica gobba, curva cuspidale di una superficie sviluppabile di 
terza classe. Data inoltre una retta R, un piano ir condotto ad arbitrio per essa 
sega la cubica in tre punti p, g, r, vertici di tre coni (di secondo grado) prospet- 
tivi alla curva. Se le rette gr, rp, pq incontrano R in p\ g", r', e se il piano 
t: si fa girare intomo alla retta data, la tema p' q' / genera un'involuzione di teno 
grado, ove le coppie q'r\ r^p\ py sono le intersezioni di R coi coni anzidetti* L'in- 
voluzione ba quattro punti doppi (***), in ciascun de' quali R tocca un cono pro- 
spettivo: i punti corrispondenti sono le intersezioni di R con altrettante tangenti della 
cubica. Dunque per un punto arbitrario dello spazio passano due coni prospeuivit 
ed una retta arbitraria ne tocca quattro. 

2. Un dato' piano II seghi la cubica gobba ne' punti ab e. Il cono prospettiTO 
alla curva ed avente il vertice in un punto s della medesima ba per traccia su (juel 
piano una conica S circoscritta ad abc (****)• Sia o> il polo di questa conica rispetto 
al trilatero abCf risguardato come una linea del terz'ordine ; 2 la retta polare di 
■e rispetto al trilatero, o (ciò che qui toma lo stesso) rispetto alla conica S. 

(*) Introduzione ad una teoria geometrica delie curve piane, 27. 

(*•) iMd. 24, b. 

(•**) Ibid. 22. 

£««•«) fioov. ADDalM de Math. 2* fèrie, t. i«« Paris iSSS, p. 291. 
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3. L^nvilappo delle coniche S è la curva W di qoarlWdìne e terza classe, sc' 
eondo la quale il piano II sega la sviluppabile formata dalle tangenti della cubica. 
La curva W ba tre cuspidi ne*punti abc, e tocca la conica S nel punto d*incontro 
del piano II colla retta tangente alla cubica in s. 

4. Quale è il luogo dei punti 9 ? Sia A una trasversale arbitraria (nel piano IT); 
X il polo di questa retta. Ogni punto di A ha la sua conica polare passante per X, 
dunque i punti o* in A saranno tanti quanti i coni prospettivi passanti per X, cioè 
due» Perciò il luogo del punto 9 è una conica K. 

Fra le coniche prospettive (basi dei coni prospettivi sul piano II) vi sono tre 
coppie di rette {ab^ ac)f {bCf ba), {e a, cb), ì cui poli o> sono a, b, e; dunque 
la conica K è drcoscriUa al trilatero ab e. 

5. Sia il polo della conica K; le rette 2 polari dei punti di K (ossia dei poli 
delle. coniche prospettive) passeranno tutte per {*)> Le rette ea, Ob, Bc fanno 
evidentemente l'ufficio di rette polari dei punti a, b, e. 

Condotta ad arbitrio una retta A per 6, il polo di essa è un punto ^ di K; e 
le due coniche prospettive passanti per d hanno i loro poli nelle intersezioni di K 
eoo A. Siano F, F' le rette polari di questi due punti. 

Variando A, le rette F, F' generano un fascio involutorio e projcltivo al fascio 
semplice delle rette A. I raggi comuni de*due fasci sono evidentemente Oa, 6b, Oc, 
cioè ciascuno di questi raggi, risguardato come retta A, coincide con una delle cor- 
rispondenti rette F, F'. 

I raggi doppi del fascio involutorio corrisponderanno alle rette A tangenti a K; 
ma se A tocca K , anche le due coniche prospettive passanti per d coincidono , 
epperò d sarà un punto dell'inviluppo W. 

Ciascuna delle due rette A, , A, tangenti a K forma (lemma 1!) colla tema 
(a, b, e) un sistema equianarmonico; cioè nei due fasci projettivi, Tuno semplice, 
l'altro doppio involutorio, i tre raggi comuni formano con ciascuno dei raggi doppi del 
secondo fascio un sistema equianarmonico. Dunque (lemma 2?) ai raggi doppi A, , A, 
deirinvoluzione corrispondono nel fascio semplice le stesse rette A^, A, prese in or- 
dine inverso. Cioè , se e», , o, sono i punti in cui K è toccata dalle tangenti per 
$ (ossia segata dalla retta polare di 0) , le rette polari di u, , co^ sono rispettiva-- 
mente Oa^f Oa^. Ond*è che per ciascuno de'punti o,, o, passano la retta polare e 
la conica polare dell'altro; ossia la retta a^ <ù^ tocca in o^ , u, le coniche polari dei 
punti &>, , 6>|. 

Ma i punti &>,, &>, appartengono anche alla curva W, che ivi sarà toccala dalle 



(f) Introd. i30. 
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eoniche prospetlive che vi passano: dunque la retta «>| u, tocca in <a^ ^ o^ Za curvO' 
Yff vale a dire è la sua tangente doppia. 

Io altre parole , U| u, è Tinlersezione di due piani osculatori della cubica , i 
cui punti di contatto 0| > 0, sono i vertici di due coni prospettivi aventi per basi 
sol piano n le coniche polari dei punti &>, , u^ ; e le tangenti alla cubica in 0, y 
0» sono le rette Oi u, , 0^ u,. 

Da ciò segue che è il punto di concorso delle tangenti alla curva W nelle 
cuspidi a, by e (*). Inoltre le coniche polari di u, , u, passano entrambe per 9 ed 
ivi sono rispettivamente toccate dalle rette d u, , o,. 

6. Assunti come corrispondenti i punti s, o>, la cubica gobba e la conica K sono 
due forme projettive, e la superficie luogo della retta s<r è un iperboloide J. In- 
fatti, siccome ad ogni punto di K corrisponde un solo punto della cubica, cosi K è 
una linea semplice della superficie, e nessuna generatrice di questa può giacere nel 
piano II; cioè K è 'la completa intersezione della superficie con II. Dunque la su- 
perficie di cui si tratta è del second*ordine. 

Questa superficie incontra la retta u^ o, nei punti in cui questa è tangente alla data 
sviluppabile (osculatrice della eubica gobba); dunque Tiperboloide J non cambia, quando 
'A piano II si faccia ruotare intorno a quella retta. 

7. Siccome Tiperboloide J passa pei punti Uj , u, , cosi esso contiene le tan- 
genti Oi Ua , 0^ 6>i della cubica, cpperò coincide coH'iperboloide inviluppato dai coni 
congiunti y i cui vertici sono nella retta Og-Oa; ossia, mentre le rette s v sono le 
generatrici di un sistema ^ quelle delfaltro sono le rette che uniscono a due a due 
i punti corrispondenti in cui la cubica è segata dalle coppie di piani congiunti pas- 
santi per w, Wa (**). 

L'identità dei due iperboloidi risulta anche dalla seguente considerazione. La 
retta che tocca in o> la conica K è la polare del punta v relativa alla conica polare 
del punto 6, ossia (***) la polare del punto relativa alla conica polare del punto a. 
Dunque la conica K è l'inviluppo delle rette polari del punto relative alle 
coniche prospettive. 

8. Assunte come corrispondenti la retta s <r e h tangente in s alla cubica gobb**), 
l'iperboloide J e la sviluppabile data sono due sistemi projcltivi dì rette. Quale e 
rinviluppo del piano che contiene due rette corrispondenti ? Siccome il piano che 
tocca Tiperboloide in s contiene anche la tangente della cubica gobba in quel punto, 
eosi rinviluppo richiesto sarà il sistema polare reciproco della data cubica rispetto 



(*) Anuali di Matematica, t. I, Roma iS58, p. 169. 
(**) Nouv. Ann. itt titpra, p. 302. 
(•••; Introd. 130, b. 
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all'iperboloide , vale t dire sarà una superficie sviluppabile di terza classe , circo- 
scritta airiperboloide longo la cubica gobba. 

9. Siano l f l^ dae ponti della cubica; x il punto in coi la retta 1 1^ incontra 
il piano II. Le coniche intersezioni di questo piano coi due coni prospettivi, i cui 
vertici sono /» 2, , passano entrambe per Xf onde la retta polare di x passerà pei 
poli di quelle due coniche, cioè pei punti X, \ della conica K, corrispondenti ad 
I, li. Donde segue che le tangenti della conica K sono le polari dei punti ddla 
curva W. 

Descritta ad arbitrio una conica per ab e, essa segherà la curva W in due al- 
tri punti Wf t&i , piedi di due tangenti della cubica. Se / , /, sono i punti di con- 
tatto di tali tangenti , ne'corrispondenti punti A » A, la conica K sarà toccata dalle 
rette polari di t&, t&t ; e queste polari concorreranno nel polo della conica abcwWg. 
Per questa conica e per la cubica passa un iperboloide che contiene le due tangenti 
w 2, Wi li f le quali separatamente giacciono anche nei due coni prospettivi i cui ver- 
tici sono 2 , 2, , e le cui sezioni col piano II toccano la curva W rispettivamente 
in WfWi. 

Per tal guisa , come ogni punto della conica K individua un cono prospettivo , 
cosi un punto qualunque del piano II (non situalo nella conica anzidetta) individua 
un iperboloide passante per la cubica : iperboloide che sega il piano II secpndo la 
conica polare del punto che si considera. 

10. Pei punti aòc si può descrivere un circolo; dunque per la cubica gobba 
passa un iperboloide (un solo) segalo secondo circoli dei piani paralleli a n. 

Se due de'tre punti ab e fossero i punti circolari airinfinito del piano II, tutte 
le coniche descritte per ab e sarebbero circoli, cioè tutte le superficie di second'or- 
dine passanti per la cubica gobba avrebbero una serie di sezioni cicliche parallele 
al piano II. 

11. Un piano n, seghi la cubica in tre punti a^ ò, e,; il triangolo a, ^^ ^, 
(inscritto in K) formalo dai punti corrispondenti ad a, b^ c^ , sarà circoscritto alla 
poloconica (*) della reità II U, , perchè le rette ^, 7, , 7. a, , a, ^^ sono le polari 
dei punti in cui II IT, è incontra la dalle bg e, , e, ai , a, ò,. Ond*è che tutl'i trian- 
goli, analoghi ad a, ^, 7, , nascenti da piani che seghino II secondo una medesima 
retta A, sono inscritti in K e circoscritli ad una slessa conica: la poloconica di A. 

Viceversa, si inscriva nel Irilatero ab e una conica L : essa è la poloconica dì 
quella retta A che coi punti di contatto di L divide armonicamente i lati oc, cat ab; 
e i vertici degli infiniti triangoli inscritti in K e circoscritti ad L corrispondono a 
terne di punti comuni alla cubica ed a piani passanti per A: cioè ogni corda di K» 

(*} Poloconica di uoa retta data rispetto ad uaa lìDea del tcrz* ordine è la conica inviluppata dallt 
rette polari dei punti della retta data relative alla linea suddetta ( Introd, 136 ). 
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tangente ad L , corrisponde ad una corda della cubica , incontrante A. Le qnatlit) 
tangenti comuni a K e «d L corrisponderanno quindi alle quattro tangenti della cu- 
bica incontrale da A; e le corde della cubica situate ne*piani tangenti alla medesima 
che passano per A, corrisponderanno alle rette che toccano L ne punti comuni a K. 

Se per la retta A passa un piano osculatore della cubica, cioè se A é una tan- 
gente della curva W, la conica L toccherà K nel punto che corrisponde al contatto 
della cubica col piano osculatore. 

Finalmente, la poloconica T della retta a^ «, , tangente doppia della curva W, 
ha doppio contatto in ed, ta^ , colla conica K. 

12. Se la retta 11^ (9) incontra il piano II in un punto a; della conica K, cioè 
se 2^, è una generatrice (del secondo sistema) dell'iperboloide J (7), i punti /, l^ 
appartengono rispettivamente a due piani congiunti passanti per la retta u, u^. Ma 
d'altronde (5) la retta A A, passa, in questo caso, poi punto 6 ; dunque , se si in- 
scrive in K un triangolo X fA v che sia circoscritto alla conica T, e se le rette BX^ 
$(ij Ov incontrano di nuovo K in X|,fA, , v, , anche il triangolo A|fA, v, sarà cir- 
coscritto a T, e i due triangoli X fi v, A^ fi^ v^ corrisponderanno alle intersezioni Imn, 
Ig ffii fii della cubica con due piani congiunti passanti per la retta ^^ u,. 

13. Rappresentati per tal modo sul piano n i punti della cubica data, molti pro: 
blemi relativi a questa si tradurranno in ricerche più facili relative alla conica K, 
che può chiamarsi la prqjenone iperbokndica della cubica medesima. Evidentemente 
questa conica può ottenersi da qualunque iperboloide passante per la cubica, purché 
il piano segante II passi per Tintersezione de'due piani osculatori della cubica con- 
tenenti quelle tangenti di essa che sono anche generatrici dell'iperboloide medesimo. 

Bologna, 26 ottobre 1863. 
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SDLU HSOLYRm DI Ulf ATTI RI U muim WL QDIim GItM (*) 

MEMORIA 



DI FRANCESCO BRIOSCHl 



Le scienze matematiche ebbero in Italia » nella seconda metà del secolo scorsoi 
valentissimi cullorìy le opere delle qvali, poco note fra noi, sono quasi sconosciote 
presso gli stranieri. La storia delle matematiche in questo periodo di tempo é cod 
strettamente legata a quella delle nostre accademie^scientifiche^ che soltanto frugando 
con diligenza negli atti della Società italiana delle scienze, in quelli delle Accade- 
mie di Torino, di Bologna, dei Fisiocritici di Siena, ec, possiamo formarci un chiaro 
concetto del fiorire fra noi di questi studj in queir epoca. Rinveniamo infatti in qu^ 
gli atti, oltre i primi lavori del sommo Lagrange, e la maggior parte dei lavori ma- 
tematici del Ruffini, quelli del Paoli, del Malfatti, del Manfredi, del Fontana, del 
Saladini, del Lorgna, di quella schiera, cioè, di matematici, i quali o precedettero 
di poco tempo, od ebbero parte all'educazione scientifica dei nostri egregi colleghi, 
il Bordoni, il Mossotti, il Piola, il Belli. 

Non v'ha dubbio che un lavoro storico intomo ai progressi delle matematiche 
in quel!' epoca , nel quale si ponesse in evidenza la molla parte che vi ebbero 
gì' Italiani , sarebbe non solo utile dal lato scientifico, ma per l' Italia tutta , p<H- 
trebbe ritenersi il soddisfacimento di un debito di gratitudine. Per il che gli è 
con viva compiacenza che io afferrai l'occasione offertami da alcune recenti ricerche 
intorno ad un problema, il quale è ora oggetto delle meditazioni dei più insigni 
geometri, onde intrattenervi di alcuni lavori italiani di quel tempo. 

11 problema al quale alludo è quello della risoluzione delle equazioni algebriche. 
Sono notissime le soluzioni che del medesimo, pei casi speciali delle equazioni del 
terzo e del quarto grado, diedero il Cardano, il Luigi Ferrari, il Bombellì; ma un 
tentativo del Bfalfatti per la risoluzione delle equazioni di quinto grado ed alcuni 
importanti risullamenti da lui ottenuti, furono talmente dimenticali, che assistiamo 



(*) Questa memoria Ietta nella tonata del 9 Aprile 1863 deU' latitato Lombardo di Sdeme e Let- 
tere fu pubblicata nel Volume IZ delle Memorie deirbtitato medesimo. In queita ristampa l'Autore in- 
trodusse alcune modiflcasioni ed aggiunte. 

Tom. V. N. 5. 30 
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ancora oggi agli sforzi , mercè i quali due geometri inglesi , tentano d' arrivare ai 
medesimi. La prima Memoria del Malfatti sulla risoluzione delle equazioni del quinto 
grado» fu pubblicata nel tomo quarto degli atti dell* Accademia dei Fisiocritici di 
Siena dell'anno 1771, ed ha per iiloìo: De aequatiomlms quadratOH^ubicis disquP' 
sitìo atuUytica. In essa l'egregio autore, dopo avere dato un nuovo metodo di so- 
luzione delle equazioni dei tre primi gradi; dopo avere cioè, determinato per ciascuna 
di queste equazioni un' altra equazione inferiore in grado di una unità , denominata 
da lui risolvente applica lo stesso metodo alle equazioni del quinto grado, e giunge , 
con un metodo ingegnosissimo di eliminazione, alla effettiva calcolazione della risol- 
vente, la quale presentasi del sesto grado. Non mi è possibile dire con certezza, se 
il Malfatti avesse una intuizione del risultalo al quale pervenne» o si lasciasse con* 
durre puramente dall'analogia; però il sobbarcarsi che egli fece ad un lavoro di 
calcolo tanto lungo quanto poteva prevedersi dover essere la calcolazione di quella 
risolvente, e L'insistenza colla quale la condusse a compimento, mi fa supporre che 
egli avesse la convinzione di poter giungere ad un risultato relativamente non molto 
complicato, e tale da lasciargli speranza di qualche passo nel problema della riso- 
luzione. 

Quasi contemporaneamente a queste Memorie del Malfatti, erano fatte pubbliche, 
negli Atti dell'Accademia di Berlino, le due Memorie del Lagrange sulla risoluzione 
delle equazioni, nelle quali erano poste le vere basi di questa teoria, principalmente 
nei teoremi risguardanti il numero dei valori che una funzione di più variabili può 
assumere, permutando in modi determinati le variabili stesse. Non molto tempo dopo, 
cioè nel 1799, era pubblicata in Bologna la Teoria delle equazioni del Ruffini, 
nella quale stabilivasi uno dei teoremi più importanti dell' analisi : la impossibilità 
della risoluzione per radicali delle equazioni algebriche di grado superiore al quarto. 
Il Malfatti concepì dapprima qualche dubbio sulla esattezza del risultato del RufBnì; 
ed in una Memoria, pubblicata negli Atti della Società italiana pel 1804, si fece 
ad esporli, appoggiandosi ai risultali da lui ottenuti nelle sue prime ricerche. Que- 
sto lavoro del Malfatti diede origine a due bellissime Memorie del RufOni, anch'esse 
pubblicale negli Atti della Società italiana, nella prima deHe quali, dopo avere tri- 
butata la debita lode alla perspicacia mostrata dal Malfatti in quelle sue ricerehe» 
risolve i dubbi proposti dal medesimo; e nella seconda si propone di scoprire a 
priori, il perehè la risolvente ottenuta dal Malfatti risulti del sesto grado. Infatti 
egli giunge a dimostrare, che una radice qualsivoglia della risolvente del Malfatti è 
una funzione del quarto grado delle radici dell'equazioni di quinto grado proposta; 
funzione la quale non può assumere che sei valori per tutte le permutazioni delle 
variabili. 
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Prima dì accennare ad un legame fra la risolvente del Malfatti e quelle equa^ 
rioni » le quali hanno origine dal problema della trasformazione nella teorica delle 
fonxioni elittiche^ e dalle quali si fa oggi dipendere la risoluzione delle equazioni di 
quinto grado» citerò i lavori di due geometri inglesi, il Cockle e TBarley, il primo 
dei quali nel PkUosophical Magatine, il secondo nelle Memorie della Società di 
Manchester, si prefissero la calcolazione di una risolvente identica a quella del Mal- 
fatti; ma avendo battuto un*altra vìa, essendo cioè partiti dai valori delle sei radici 
della risolvente in funzione delle radici dell* equazione di quinto grado, s* incontra- 
rono in calcolazioni cosi prolisse, da dover abbandonare il problema generale, ed ac- 
contentarsi dì ottenere quella risolvente in un caso speciale* Una risolvente che ha 
molta analogia con quella del Malfatti fu più recentemente calcolata dal Sig. Gay- 
ley e pubblicata nel tomo 151 delle Philosophical Transactions della Società Reale. 

In questo breve mio lavoro, ripubblico con qualche maggior concisione, il me- 
todo di eliminazione del Malfatti, allo scopo di correggere alcuni errori, probabile 
mente tipografici, incorsi nella sua prima Memoria e deduco da essa la risolvente 
del Sig. Cayley (Neta I); dimostro in seguilo come col mezzo di una facile tra* 
sformazione {Nota II) riducasi la risolvente di Malfatti ad avere la forma di quella 
equazione del sesto grado , la quale comprende come casi particolari la equazione 
del moltiplicatore e le altre equazioni che incontransi nel problema della trasforma- 
zione del quinto ordine nella teorica delle funzioni elittiche. Questa trasformata della 
risolvente del Malfatti conduce quindi alla risoluzione delle equazioni del quinto 
grado {Nota III). 
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NOTA I. 



Delia Risolvente del Malfatti. 

Considerando l'equazione del quinto grado priva del secondo lermine: 

«*— 5a«*-+-5te*— 5c«-f-rf=0, 

e sapponendo con Eulero, che le radici della medesima sieno rappresentale dall'e- 
quazioni : 

a5o=— (m -+-jp -hq-hn) «,=— («m -h «"p -t- «'g-#- «♦n), 

«,=—(«* m -H «♦jp H- «^ -h «* n) 

nelle quali m, p, q, n sono quattro indeterminate, ed oc è una radice quinta dell'unità; 
se con questi valori formasi l'equazione: 

(x — Xo) (»—«.) {x—x^ì (x — Xi) {x — x^)=0, 

e si confrontano i coefficienti delle identiche potenze della x fra queste e la data » 
si ottengono le quattro equazioni : 

g -h h = a r-f-s==ft 

t-j-u-hgh^ (^— fc*= e rn^-h n*-f- p*+ g5-|-5 (^— fc) (»— r)=d, 

nelle quali: 

g^^mUf fe=pg, r=m*g-hn*p, s^^mp^-k-nq*, 

(2) < =» m'p -f- n'g, tf = mq^-h np^. 

Da queste si deducono facilmente le: 

ht-hgu^zrSf fti = fcr*-f- (^s*— Wy, 

e quindi: 

fcl — gftt = ± ^(rV— 4^feV— Vfcs*-!- 16fey); 

od, indicando con fi il secondo membro si avranno le: 

^ rs-f-ft rs— tt 
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Inoltre essendo: 

h '^ ^ 9 

si avranno le dae equazioni: 

f* (^ — fc) H- or* -f- 29V— 2 9^fc — 29^'— 29&C» 
fi (f^— sfe*) -+-r» (r9*-+. «fc*)-29*fc«-.2feV-29«fe'rf+l0^V(5f-fc) (s-r)=0, 

delle qoali eliminando la fi e ponendo per < il suo valore A— r » si ottiene , dopo 
alcune riduzioni: 

La prima di quelle equazioni dà anche la seguente: 

Ag — h)*^ (art -h 2^fc«- 2^^^ - 29^'— ^ghc)\ 
nella quale ponendo per fi* ed j i loro valori si giunge alla: 

r*— 2òr54- (2g^^ 2 h^—agh h- J«-h oc) r» - (9* -f fc*+ 2^ (jf- fc)* + oc) òr + 
+ *"9 to - fc)^- 6 A* to* + ^*) -H ii^V-+- ^%*-f- ^*) + c'^fe H-a c^fe (9»+fc«) ^- 

-f-2c^V=0. 
Se in queste equazioni poniamo gh^^Vf e rammentiamo essere g+Z^ssa, si hanno le; 
m^— bia-hh) r*-f- (2a* — 20a*r -+- 50 r" — 2cv H- a*c + ò*W r— 
— (a*J— 10a*6»H- 25òr*-f-arfr — 2 dfcv 4- o^cfc — òcv) = 0. 
1^—201^-»- (2a^ — 7ar-hac + ft»)f*— (3a'6— llaòv-f-8ftfe» — 2a*ftfc^-a*c)r4- 
-f- 25»^— lOaV— 6cv*-+-a*»-hc*»-h2a*cv— aVfc — 4fl**t;4- 46"fc»-l-a^ò*= 0; 
ed essendo : 

se da queste due ultime equazioni si elimina la r ^ si otterrà una equazione , la 
quale non conterrà che la v ed i eoelBcienti dell'equazione data» e sarà la risol- 
vente cercata. 

Supponiamo dapprima per brevità (»0, e ponendo ^ "^ \/(tA*~v)' le due 
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equazioni soperiorì si rìdamniio aDe: 

r*— (7 ar— 20*— «;)r»-*- 25 #^— iOaV— 6cf*+ («•+€)* t = 0, 
daDe quali dcdocesi iaeiliiieole la aegoente: 

(50« — i3a*— 2c) f^-+- 21ilr = a (25 v»— 10«»f — «or 4- («*+ e)*); 
e da questa e dalla prima delle superiori la: 

2ad3lf^~(2500v^--i625aV— 20(k»r'+350a^-f-110a^ar+4c*9---25««---i5c«e- 
_a»e») r = 2<D9 (50v — 13««— 2c). 
DaOe due ullime equanooi rieaTaudo i talori di f^, r, si oUengono le; 

nelle quali le A, P, Q, dirise pel fiUore comuoe Aw — «*, e posto 25v=i0. bauiio 
i ?alorì: 

A»2ii^-.3 (ila*-+-2c)«r*-t-2 (90a^-+-38a*c-*-3c*) «— 325a«— 245a4€--43aV — 

— 2c*-af 

25 P = flip*— 4a (5a*+ 2c) ir^-f- (ISOa^-h 145a'c -+- 38ac*— 24f) w* — 

— {500a7-^ 850a*c 4- 45acV-f- 56oc^— I3a*<r— 2eif) 10 -h 625a9+ i625a'e+ 
-H 140acV4- 425a'c*-h %5aà 

==> — 2l4« (is*— (7a*H- 2^4 » -4- (a*-4- e)*), 

e la nsol?en(e ridiiesta sarà: 

PA - 0»= 0, 

ossia« divideudob pel fattore ^(2v -- i3a*— 2c), la seguente: 

ip«— 10 (3a*-+.c)i0*-|-5 (75a*-f-56tt«c4-llc*) IP*— 10 (2500*4- 310a»c4-126aV-f- 
14c^— -aiP)ii^4-25(375a«4-680o«c+ 4350V+ 104aV+7c*^3aV-a«f)«*- 



2 

— (18750»**» 4- 46250oV 4- 4l720a«c*4- 16050o*c^ 4-2390oV4-106c* — 
~ 267o5<i*— 145a'cd*4- 5ac*rf*— d*)iP4- 25 (625o"4- 2000a"c + 2400a*c«4- 
4- 1330gV4- 336aV; 4- 32flV4- «•4- 2a'd*4- 5a««if 4- 4aViP4- a^d^) = 0. 
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Qd€9ta equazione semplificasi , e prende una forma singolare facendo sparire il 
secondo termine col metodo ordinario; ponendo cioè: 

5 

si giunge alla: 

(d*- 108a*d*— ISOa'cd*— 80ac*d*— MOaV— 640aV— 256c*) = 0. 

Pel caso più generale, nel quale non suppongasi fr«»Q» l'equaiione oorrispon- 
dente, quale fu trovata dal Malfatti, è la seguente: 

j«'-h 1 9a'c -+. 4c*-. 3aò*-. Zbd)x^^ (108aV+ ii2c^4- y od*- ^ a*V+ 

27ò»-f- y a»W - raW) I -f./«-^a*-#-|c) {d^— i08o»d* - 180 o'cd* - 

— 80ac*d»— 400a*c'- 640aV - 256c* H- 30aM'4-165a*ft*d*— 9a6*«r 4- 

+ 360a*òcrf 4- 560o* *c* d -H 160òc^ d — 80o' ò' d - 630a*^ ed -f- 108Ò* d -+- 

-hlOOa' ò» c*-|- 720a5* e* - 135Ò* e*) -= Q. 
Le equazioni (2) danno facilmente le: 

m*g*— rm*q -+• jv ■= 0, fi*p*— m*p H- (^ «= 

m*p* — «np* H- fcv =a 0, n*g*— «n^* + fcv = Q 

quindi indicando con jfi, y*; Zg» z^ le radici delle equazioni: 

Jf*— ry -f-(^ = Of z*— sz 4- ^ « 0, 

si avranno le: 

yl z^ = m» h\ y\ z, = n» tf , zj y, «: p» ^, «J y, = g' ^, 

delle quali: 



m 



-s/^- -v/^. ,-v^. ,-^/i^• 



Ora i secondi membri di queste equazioni sono funzioni di r, g, h, e dei coef- 
ficienti dell* equazione del quinto grado, ossia funzioni di t0 e di quei coefficienti: 
dunque 1* equazione di sesto grado in iv è una risolvente dell* equazione data. 



w 
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Il RafGni nelh sua Memoria^ pubblicau fra «{nelle delli Società Italiana (tomo XDy 
anno 1805)» ha determinalo quale funzione delle radici deD* equazione del quinto 
grado sia una radice della risolvente; ha determinato, cioè, il valore del prodotto 
tnnpq in funzione delle radici x^j x,, x^j X39 x^. Giunse cosi a dimostrare a 
priori, che la risolvente doveva essere del sesto grado. 

Il valore di «, quale fu trovato dal Ruffini, e può ottenersi con tutta facilità, 
e il seguente: 

Questa funzione delle radici è ciclica ed invariabile per le sostituzioni della forma: 

(ir) il) il)' 

ed i sei valori della medesima corrispondono alle sostituzioni: 

(r) V(2r)V \(2r)'H-lj ( (2r)'-h 2 / ( (2r)'-l- 3 ) ( (2r)'-H 4 / 

La equazione del quinto grado considerata dai signori Gockle ed Harley è la se- 
guente: 

«*— 50»'-+- E = 0; 

e ponendo nella risolvente del Malfatti a = 0,6= — Q,c = 0,d = £, si ot- 
tiene: 

{x^-h ^QEx -H 5e*)*H-. (£3- 10805) Ex = 0, 

il qual risultalo coincide con quello trovato dai suddetti geometri (Vedi Memoirs 
of the Society of Manchester, 1860, pag. 134, 215). 

La risolvente od equazione ausiliare calcolata dal Sig. Cayley deducesi da quella 
del Malfatti osservando che posto: 

^ =» XoXlx^-h x^x^x^-h x^x\xi^+ x^xlxo-h x^^xlx^-h «o«J«4-+- «a«Ja;,+ «4a5j«3 H- 

4- a;,a;J«o+ x^xlx^, 
e quindi: 

^ = 25o*H- 15c — 5a», 
si hanno le equazioni: 

(01234) (02413) = 15c — ^p 

(01234)V (02413)*« 25o'— 30c-4- 2+ 
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nelle qaàli: 

(01234) = «o«i -f- »i»a -4- »««3-f-»3»4-4- »4«o > 

(02413) «= »a»»-*- «•a?4+ «4«r -h «,«3-+- a^. 
Da queste deducesi la: 

[(01234) - (02413)]*= 25o*— 60c -4- 4<p , 

pel valore superiore di ^ ponendo: 

if = (01234)- (02413) t 
si avrà: 

»»=5(25o*— 4w); 

da ultimo sostituendo in questa equazione in luogo di ic; il suo valore in d? si ot- 
tiene: 



(1) 



y«=-2o(«-ja*-h|cY 



La y è una funzione ciclica delle radici «o» ^i» ^a» ^3» ^4) essa è invariabile 
per le sostituzioni (J^), essendo a residuo quadratico di 5, e non muia efae di segno 
se a non è residuo quadratico. Le funzioni simmetriche delle radici: 

y,= (01234) — (02413) , y^= (02143) - (01324) , ^3= (02314) - (03421) , 
^4= (01342) - (03214) , ^5= (03124) - (01432) , ^6= (03241) - (02134) , 

saranno quindi funzioni a due valori delle radici a^o, 4^, ,...., ed esprimibfli perciò 
in funzioni dei coefficienti dell' equazione proposta e della radice quadrata del di- 
scriminante della medesima. 

Il sig. Cayley ha notato un'altra proprietà interessante di queste funzioni sim- 
metriche, o dei coefficienti della risolvente richiesta. Osservando che il valore di y 
può porsi sotto la forma: 

y = («0— »4) (^1— »4) + («t— »4) (««— «4) -^ («*— »*) («3— «4) — 
— (».-- »4) (%— «4) - («3— *4) («o— »4) — («o— »4) («a— «4) » 

deducesi che quei coefficienti saranno eguali a coefficienti di covarianti, 0, secondo 
le espressioni del sig. Cayley, saranno seminvarianti. 

Tom. V. N. s. 31 
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SotUtoeiido nella risotrente di MalliUi in hio^ di «, Q ▼alore dato dalla (i), 
il otUeiie la eqfiiaxioiie a^oeiite: 

[f •— iOO ^11*-- «) f*+ aOOO (I ««e -f^ 8c*^. j| «*— 06*- mV 
\64 16 4 4 S 4 



jOiTh-M)! -5.800y (d*- i08a*<P....) = 0. 



Ora , indicando eon iftfkfhf ì primi coefficienti dei coyarìanti inredacibiK del se- 
condo, teno, quarto e testo ordine deDe forme del quinto ordine : 

K» a, » a., 03, 04, Os) («, f)^ 
anpponendo cioè; 

$ » o^/i4— 40,03+ 3oJ, I c= 000^4+ 20,0.03— «oaì— 0J04— oj, & = o.o,— oj, 

I; <zr aJajOs — 3000,0^ — 50^0,0304 -^ 100^0^4 — 4000.0^ -+- 2a'as — 5a^o^4 -♦• 

-H i4oJoJ — 16o,oJo3-4- 60*; 

ed indicando con /, D l'inTariante del quarto grado ed il discriminante, si hanno le : 

|a*~c = 4«» ifl«c + 3cP+J|c»-fli^-M = 4{3*'-2*) 
4 aj 2 16 al^ ' 

^a^^Ci-h ||o*c + " oV— =- A (,3-2aik- W-Ì60 

il*— ÌO80V— iSOo^cd* «= 4 Di 

quindi, sostitoendo, si otterrà la trasformata: 

oy- lOOatV* aOOOoJ (3i»- U) f- SOOoJy VTD + 40000 {«*- 2i&- fc/- i6i^«0, 

la qnale coincide colla eqnaxiooe ansiliare del sig. Cayley. 
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NOTA IL 



TrasfonnasAme dMa BUolvenU di 
Nelle considerazioni seguenti supporremo ( ■» Q. In questo caso, ponendoi 

la risolvente in x troraU nella Nota I pai acrìversis 
o ponendo: 



»=p-^3y» 



si ha : 



|p'+ yp*-^ sPyp -♦- %*- 5odj -f- 4 jp4- J(7o*4- i2c)| (d*-pvW 0. 

Sia: 

!fp = Py — tr"; 

moltiplicando la superiore per y^ e sostituendo, si otterrà la seguentes 

\y^- yy*-f-5aaj^»-PV»- pyj'~ 4»» (»•- J (7a*-f- lac) »— Py) (d'-P^yA^O, 
la quale posta per brevità : 

.*== d«- py, 

riducesi alla^ 

Il primo membro di questa equazione essendo la differenza di due quadrati , sarà 
eguale al prodotto di due polinomj del sesto grado, i quali evidentemente danno 
luogo alla seguente trasformata della risolvente di Malfatti: 

Ora> se supponeai: 

(1) y = 4il, o(d=fcf)-=raB, (d±f/«5C, 
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si bt: 



reqoaaooe soperiore può seiiTeni: 

/— 4V-f- iOBf— 4Cy-h SB*— AAC^O, 

cioè la tnsformata oMenaU apfniiieiie a qodla cbne di eqDaaooi che hanno lo stesso 
grappo della eqoaxiooe del molUpUcatore per la trasfomauooe del quinto ordine. 
£ nolo che posto f sa s — ii, indicando eoo s^^s, — z^ le radici della equazione: 

(2) {% - -*)•- 4il(x — A)*4- iOB{% - il)^— 4C(x - -4) -4- 5jB*- 4ilC= 
la proprietà caratteristica di questa dasse di equazioni è espressa dalle tre relazioni: 

^-+- Vii-h l/^-f- Vh-^ V^=^5i. 

(3) ^-h«« ^-4- «♦ ^-H « ^-h <«* 1^ = 

nelle quali a è una radice immaginaria dell' equazione a^=s i. 
Dalle equazioni (i) si hanno le: 

•=^' e=^(44C-9jr); 

e per la terza di esse, essendo: 

sostituendo il valore di e* si otlerra, dopo alcune riduzioni, la: 

èCr^ = (?-+. A^ HAC - 5B*)* , 
e quindi 

lip(?^C = 27B*— <?-254'JB*+ 404*B*C+ 20il*BO-454B^C-i6il*C. 

Da questi yalori di a, Cf d, deducesi che la equazione del quinto grado, dalla quale 
siamo partiti, è quella di cui le radici non differiscono che di un fattore costante dalle 
espressioni della forma: 

V («,— «.) («3— Hi («4— »5)- 

Infatti, i Yalori di questi coe/Bcienti non differiscono che di un fattore da quelli da 
me trovali nell'Appendice alla noia: Sulla rÌ9olu%wne delle equamni dd quinto grado, 
pubblicata nd tono If pag 326 degli AmuJi di Matematica. 
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NOTA m. 



Bitohakme ééOa eqwmome di tpdnto grado. 

La trasfonnazione del quinto ordine deQe funzioni elitUehe dà origine a varie equa- 
ximii aventi tnile la forma della equazione (2) della nota antecedente, e nelle quali 
le ii« £9 Cy od haa&o valori nnmerid determinati, sono eguali a determinate fun- 
zioni del modulo k- Indicando con X il modulo delT integrale dittico trasformato , con 
ìi\ k ì moduli di complemento, con x il moltiidicatore ndla trasformazione del quinto 
ordine; ponendo 



-\/i' p* = \/| 



se supponesi uell* equazione (2) della nota precedente: 

0Ì bl : 

A = , If = — -j^ , e = «4 j^jp (•). 

Sopponiamo ora di avere trasformata la medesima equazione (2) in un*altra, le 
fadirì della quale godano della stessa proprietà caratteristica delle radici della (2) , 
di modo che la equazione trasformata abbia la forma di quella equazione. Indicando 
con Z una radice qualunque di questa trasformata 9 con il*, F, C le quantità die 
in essa corrispondono ordinatamente alle ii, B, C ndla (2) , supponiamo inoltra sia 
il' =3 0, e quindi la trasformata risulti della forma: 

Z«-+- ìOB;P— ACZ -h 5*'= 0. 
Se in qnest^ultima equazione poniamo Z = F^F) si ottiene la seguente: 



(*) V«di la ab nt^i: Smì metodo a Krtmetiur per la ritoh^Ume ieiU eguuBtkmi 4i ^vM) grado. 
Mi tdome primo dfli^ Atti 4dr IsHHtto '- 
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nella quale vi ha un solo coefficiente non namerico, e siccome una equazione della 

stessa forma si ottiene ponendo %=ayyB nella equazione particolare citata più so- 
pra, eguagliando i due coefficienti non numerici, si avrà l'equazione : 

dalla quale si dedurrà il valore del modulo k , che sostituito nel secondo membro 
della equazione : 

darà i sei valori delle radici della trasformata in Z, corrispondenti ai sei valori 
di X e di >. 

Accenneremo ora brevemente in qual modo si possa giungere ad una trasformata 
in Z, dotata delle proprietà suddette. Questa ricerca dipende dallo studio delle prò* 
prielà di una classe di equazioni , le quali hanno lo stesso gruppo delle equazioni 
del moltiplicatorei o seguendo la denominazione del signor Kronecker, hanno la af- 
fellone (Affect) delle equazioni modulari. Lo studio di questa classe di equazioni 
conduce a risultati della più grande importanza tanto nella teorica delle funzioni 
eliltiche, quanto in quelle delle equazioni 9 e delle forme (*); noi ci proponiamo 
di esporre una teorica delle medesime in un prossimo lavoro , nel quale saranno 
anche dimostrate alcune loro proprietà enunciate dal signor Kronecker in una comu- 
nicazione fatta da questo illustre geometra alla R. Accademia delle Scienze di Ber- 
lino nel giugno 1861; per il che ci limiteremo ora ad esporre alcuni risultati , i 
quali hanno un diretto legame colla ricerca che abbiamo di mira. 

Supponendo che le quantità z,,z,,.... Z5 abbiano lo stesso significato che nella 
Nota II, si ponno determinare tre funzioni intiere di ^i, i sei valori di ciascuna 
delle quali, corrispondenti ai sei valori di z, soddisfanno a tre relazioni analoghe 
alle (3) della Nola II, e quindi sono radici di equazioni aventi la forma della (2). 
Le tre funzioni suddette sono le seguenti: 

/«, (z*— 9Az^-+- 274V— 3 (134*— 3B) «) /« = 9 (•« ) 
(1) 

(z*— lOiz^H- 351^— 61ilV-f. llBz*-f- 60il*z — 35A£z) •«"= 4» (v/1) 

funzioni lineari delle medesime. Si ponno anche trovare altre tre funzioni intiere 
di ^z, le quali soddisfanno alle tre relazioni che ollengonsi dalle (3) della Nota II, 



(*} Vedi nei Comptes Rendin de rAcadémie det Sciencet— 13 Loglio 1868 la mia nota — Sar une 
da«e d*équatioDi da qnatrlème degré. 
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supponendo negativo il secondo membro della prima, e cambiando « in «' nella se- 
conda e nella terza; e queste pare sono radici di equazioni ayenti la forma della (2). 
Le dette funzioni sono le seguenti: 

{« — ^A) /«, («*— 7A5*-h 7 (U»-h B) ) •?, 
(2) 

(»*- 10A5*-f- 351*13— 59ilV -h 9&» + ASA^% — %ZAB% — i5il» H- 

-4-i9il*B — 4C) /T 

funzioni lineari delle medesime. 

Notisi che quest* ultima espressione per l'equazione (2) della nota II. può scrìversi: 

(^3_ B) (**- lAz -h tu*- 5 ^^^ yfi 
e questa quadrata, dopo alcune riduzioni, dà: 
4 {A^^ B)*^--«*-4- 9ilz*-26ilV-+-34ilV-10B«*-2l4*« ^-20iJ8z4- 5il*— 

— 10il*B-h5Cy 

quindi indicando con p una quantità indeterminata, e ponendo la terza delle espres- 
sioni (2) eguale a p /? si ha : 

pV = 4 [A?— Bf (- (z - il)*+ 41 (z - !)♦- lOB (z - il)*4- 5c) 

o per la equazione (2) della Nota II*. 

cioè ponendo: 

j»= a (4»-B) v/(5B«- 440, A = 5^:^ 

SÌ avrà la relazione : 

1 



z'-il'= 



T^ 



Ma evidentemente dalla stessa equazione (2) della Nota II*, dividendo per 
(% - Af (5JP— KAC) ponendo: 

ed osservando essere : 

(5F- 41C) (5jr— 44'(?) « 4 
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si ha per la reiasione superiore : 

equazione di forma identica a quella della (2) della Nota II*, la quale sarà il tipo 
delle equazioni della seconda specie. 
Inoltre siccome supponendo : 

p' = 2 (A^—ff) V{5B^^AAC) 
si ha : 

|iV2Ì= (/5- iOiV^-f- 35A'*«''- 59i'V*-4- 9F«'*-4-48i'V~23i'BV-15i'* 

4-194'»^— 4C?)^7 
se si indicano con : 

le tre espressioni (1) della prima specie, le (2) della seconda specie si potranno porre 
sotto la forma: 

\n , , {^, A', B,c), * (•? , a; B, C). 

Nella mia nota. — Intorno ad alcune formole per la risoluzione delle equazioni 
algebriche — pubblicata negli Annali di Scienze Matematiche e Fisiche del Profes- 
sor Tortolini (Novembre 1854) ho dimostrato che le radici di una equazione alge- 
brica di grado n soddisfano ad n equazioni alle derivale parziali lineari del primo 
ordine. Applicando quelle formole alle equazioni (2) della Nota If. ed osservando 
che in questo caso i coefficienti della equazione sono funzioni di tre sole quantità 
Aj By e si trovano le equazioni: 

4 j (C — 104*+ AA'B) ^ ■+- ^ (34C - ZÒA^B + aOB») ^ 
+ 5 (UABC-h A^B'- 3B»- 144*0) ^j = ? {^~z) 
2 I (254«-23yl'B-6F+4AC^4-(914«B-1034'B»+2il'C+10BC)^ 
-t- 5 (33A»C — 2A*B'-+- 24B'-374*BC -H 4C) ^1 = <!/ (/x) 
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e dt queste si deducono i valori ài^^, -ys-* j^r» espressi lineimiente me- 

aA diS ott 

diaute funzioni della specie delle (1). 

Indicando con ^Z^ ^W, ^Z" tre fonsioni della specie (1)» e soppODeiido esse- 
re a^ by e tre quantità indeterminate, poniamo t 

Tequasione del sesto grado in Z, le radici della quale sono date dalla relazione su-* 
periore, sostituendo z, , z, , .... in luogo di z, sarà, per quanto si è detto, della 
forma della (2) della Nota precedente, ed i coefficienti A', IP, C della inedesima sa^ 
ranno funzioni delle A, B, C e delle tre indeterminate a, ò, e. Supponiamo ora di 
aver sostituito nel secondo membro della equazione superiore Z in luogo di s, e 
le A\ B„C al posto delle A, B, G; quindi per Z il suo valore dato dalla equiK 
zione stessa, e per A', F, C i loro valori in funzione di A, JB, C; a, ^ e. D risul- 
tato sarà della forma: 

cioè sarà una funzione lineare di tre delle funzioni (1). Una analoga proprietà si ve- 
rifica per le derivate seconde di ^z rispetto ad A, B, C, e quindi per le derivate 
d'ordine superiore. Ne deriva che, supponendo A, B, C funzioni di una stessa Ir, le 

derivate di ^ rispetto a k sono esprimibili in funzioni lineari di tre delle funzio- 
ni (1), e quindi fra quattro di queste derivate sussiste una relazione lineare. Que^ 
sti due teoremi sono generali a tutte le equazioni di questa classe. 

Noi vediamo ora come facilmente si possa risolvere la questione che abbiamo di 
mira, cioè trasformare nuovamente la ottenuta trasformata della risolvente di Mal- 
fatti, in modo cbe nella nuova trasformata sia A = 0, Si prendano due qualsivo- 

gliano delle funzioni (i), le quali indicherò con ^, vZ^, e si calcoli l' equazione, 
di cui le radici sono date dalla : 

essendo a, b due indeterminate. Evidentemente il valore di A' sarà del secondo 
grado in a: 6; quindi potremo dedurre un valore del rapporto a: 6, in funzione 
di A, jB, C, il quale annulli A\ Supponendo, p. e.: 

^Z= Fo -4- ò («*— 5Az 4- 5 ^ ^^ i^z, 

Tom. V. N. 5. 32 



250 ANNAU DI HATEÌIATICA 

si ha facilmente: 

il' « 4o*-h 2ab (A'~ 6jB) -f. ò" {A^-h 20A*B 4- 4C). 

La teorica delle fonisioni elittiche conduce anche ad equazioni , per le qaali 
0^ = 0» (p. e. , quella del moltiplicatore); ora , osservando le equazioni (1) della 
Nota precedente , si ha che , supponendo a = nella equazione del quinto grado 
proposta, sarà fi = 0, quindi ponendo % — A=syA nella equazione (2) della Nota IF, 
si avrà : 

C 



/- V-*i^(y-M) = 0, 



e questa, posta a confronto, per esempio, colla equazione del moltiplicatore Xf darà la : 

C-H64A5^ik'*=0, 
la : 

k^U^d^-h i6c* (1 - Aì^k*)* = 0, 

per determinare il valore del modulo k da sostituirsi nella equazione: 

y = cxy 

onde avere le radici della trasformata della risolvente del Malfatti. 

Ma quest'ultimo modo di soluzione del problema suppone eseguita, sulla equa- 
zione del quinto grado proposta, la trasformazione di Jerrard, mediante la quale ri- 
durla alla forma trìnomia: 

a?*— 5cfl5 -f-rf= 0, 

mentre pel metodo precedente non sì ha che a supporre ò s= , cioè V equazione 
del quinto grado ridotta alla forma : 

«'— 5ax^ — Sex + d = ; 

ed un bellissimo esempio di una riduzione di questa specie fu dato dal sig. Hermìte 
in una Nota, pubblicata nel giornale del signor Borchardt, Sur VinvariatU du 18* 
ordre, etc,% voi. 59. In quella riduzione i coefficienti a, e, d sono funzioni intere, 
razionali degli invarianti delle forme del quinto grado, e della radice quadrata del 
discriminante della forma stessa. 
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INTORNO AD UN PROBLEMA 

DI MECCANICA APPLICATA 

MEMORIA 

DEL DOTTOl 

DOMENICO CIPOLLETTI 

Allievo della scuola tecnica nell'Università Romana: 

Corrispondente degl* Annali di Matem. del Prof. Tortolini: del giom, dell'Architetto 

ingegnere ed agronomo del giom. Arcadico: della corrispondenza scientifica 

di Roma ec. ec. 

II Cb. Professor D* Andrea nei suoi elementi di Meccanica applicala pag. 124» 
num. 160. si propone la risoluzione del seguente problema. 

Determinare l'equilibrio di un solido appoggiato orizzontalmente nelle sue estre- 
mità A, A|« caricato nel mezzo C di un peso 2 II, e delle pressioni II, applicate ai 
punti B, Bi 9 ugualmente distanti dagli estremi A, A, , ed ugualmente inclinate alla 
orizzontale che passa per i detti punti^ e dirette in modo che ambedue tendano o 
a comprimere o a stendere la parte del solido compresa BB,. 

Quantunque la deduzione delle formule non sia molto difficile; pure queste si 
presentano si lunghe e complesse, che difficilmente si potrebbero adattare alla gene- 
ralità degli usi pratici; e perciò il Sig. D'Andrea ha esibito delle formule approssi- 
mate trascurando alcune quantità inerenti al problema , e rilenendo due e tre ter- 
mini dello sviluppo in serie di alcune altre, considerandole come molto piccole: pure 
polendoci essere in pratica qualche caso particolare che esiga una rigorosa accura- 
tezza, in questa breve memoria mi propongo di sciogliere il problema esattamente, 
e nella massima generalità. 

Le forze 11^ equivalgono a due forze orizzontali II, cos. B uguali e contrarie, e a 
due verticali nsen:d = Q, essendo 1* angolo che quelle formano coli* orizzontale. 
Perciò ciascuno appoggio sostiene lo sforzo. 

N = n -h n, sen: e 

Essendo il sistema del solido di lunghezza 2a, e delle forze applicale simmetrico 
intorno la verticale che passa per C , ciascuna metà di esso è nello stalo di un 
pezzo CA , incastralo in C, caricalo in A del peso N, in B della forza verticale 0, 
che agisce da sotto in sopra , e dell* orizzontale P che agisce da B in C : si chia- 
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mino a, i' ascisse delie forze n, , e (, le loro ordinate; l' equazioni dei doe rami 
CB, BA, saranno 

»^= -Q(o.- ») -»- P (>.- «) -h N(a-«) 

.^^ = N(«-«) 

fatto 

0_,. P_^ N_«. 

le dae equazioni differenziali proposte divengono 

•a 

jP + P*» =«'(« — «) —«*(0i- ») + P*6. 

Gr integrali completi sono 
y = A seni px -h B COSI px -h -i{a — x) — ^ («,—») 4- ft,) (1) 

y = I n* (3a«*— a^) -f- C« -f- D (2) 

Per d; s= 0, la (1) dove dare « = 0, ^ = 0; per « «=> a^, i valori di y e -r-^ 

ox ax 

della (1) e (2) devono essere eguali; per « =» a» dalla (2) x =s /*, --9 =. tang: f, 

essendo / V ordinata massima, e (p l' angolo d* inclinazione del solido ai punti d'ap- 
poggio; e perciò si avranno le otto condizioni, detto f g l'angolo d* inclinazione in B, 

= 8 + "'"-."'^ + ^ (3) 

= Ap-?^ (4) 

sr A sen: pa^-h B cos: |>a,4- j (« — «i) (5) 

= l(3o — o.) ajn*4- Ca.4-D — ^ (6) 

tang: ^ , =» p A cos: pa, — p B sen: pa, i-SL (7) 

1 
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/•«loV-f Ca4-D (9) 

Ung:9=-aV4-C (IO) 

cbe servono per determinare le costanti 

A, B, *, , lang: <p, , C, P, f, lang: ^ 

Secondo il metodo approssimato dell* Illustre Professor^, trascurando nella (3) 6^ 

a confronto di 

ffa — a,g* 

Si ottiene dalle (4) e (3) 

A-!il^' (11, 

B« -rÙLl^ (42) 

ogaagliando la (5) colla (6), la (7) colla (8), ed eliminando prima C, e poi D si 
ottiene per i yalorì trovati di A e B 

-. a, (n*— g*)/sen:»a, \ . o,g*— ofi*. 

D = -i-lI..,-JUl_^— cos:pa,j + -i2_ (cos:pa, - /»» sen: pa, — 1) 

C = i^ (cos; /»,-!) 2L_ — sen.-pa, — ^ a,n" (2a - a.) 

Essendo |NI| una quantità ordinariamente piccolissima, sviluppando sen: ^^^ cos: /ni, 
si potranno trascurare le potenze di fai superiori alla seconda, e ritenere 



Sostituendo questi valori nell* equazioni (6)9 (9), (10) si ha 

J, = ^oX(3o— 4a,)-4-goJn* 



(13) 



(14) 



/=. J aV (2a*- 3aJ) + J aj ^ (15) 

tang:^=--i^(i^— oj) 



2 



(16) 



Per i valori di A, B, C, D, »g, tratti dalle (il), (12), (18), (14), le (1) e (2) 
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divengono 

y^^^tz!Ù(px^sen:px)-^ 5!^^M!(l_ca«:px)-f-JaJ[n»(3a— 4a.)-f-a.^] (17) 

e sviluppando sen: jmc , ed apprezzando soltanto le quantità che sono dell' istesso or- 
dine deirultimo termine; in vece della (17) si può prendere la 

y = |n*(3ai*-a:^)-j9'(3a.x'- a^) +laJ[«M3a - 4a.) -h a,if] (19) 

Esprimendo R la resistenza alla rottura dell' unita superficiale, E il coefficiente 
di elasticità, w la sezione, P una forza che agisce secondo la lunghezza del solido, p il 
raggio osculatore, v' L' ordinata della sezione corrispondente al punto in cui vi passa 
Tasse d'equilibrio, l'equazione da cui si ricavano le dimensioni del solido, è la 

R P »' 

=r *= "5 h massimo di ~ 

ritenendo p =^ -^; ora il massimo di -rp ricavato dalla (17) corrrisponde ad x= 0, 
ed éan' — a,g*: quindi l'equazione da cui si devono determinare le dimenzioni del solido e 

f = i£ + "' <""'- "•«") = ^ + 7 («'' - "'^^ '^») 

In virtù della ricerca di valori approssimati per le costanti, la equazione (17) non 
soddisfa alle condizioni cui deve adempire, e di fatti per x = 0, esibisce 

in vece di y = 0; quindi è che la (20) non può servire che per casi che non ri- 
chieggano una scrupolosa esattezza: volendo avere una formola precisa da cui ricavare 
le dimensioni del solido essendo date le forze U, n,; eseguendo 1* eliminazione nell* e- 
quazioni (3), (4), (5), .... (10), come il calcolo le ha date; si ottiene 

P 

p / »*— g* \ , n'ia-- a,) 

\ p^ ) ^^* ^' ~^ *^^* ^' 

tang: <p, = ^2. (lang: pa^ sec: pa^+ cos: |)a,— 1) -f- " ^'^ tang: pa^ 

C— — p^ (tangs|ia,. sec:j>0|+cos:/w,— 1) + li^Ufii langjpop,— -i^a, (2o —a,) 
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D = ^ "7^ [lang: jio,— pa, (sen: pa, tang: pOi+cos: pa,— l) ]H ^-t — ^ (8cc:|hi, 

— I», lang: pa.) -^ g * ^ "" ®'^ "*" 2 * ^ "^ *' 

y=5JZ2- [iang:po,-hp (a-a,) (tempa.Ungtpa.H-cosrpa,- 1)]-H ** T^ [8ec;pa,-hp 

lang: (p = ^^-^ (lang: pa, sec: pa,-h cof; ^^^^ \) -+■ ^ "^ ■ tang: pa,— ^n'o, 

p f A 

(2a — a,)-+- ^n'aj(2a-a,) 

In virtù di questi valori la (1) diviene 

cy = 5-Ì[sen:pa:-px-lang:pa,(cos.pa5-t)] ^^ sec: pa, (co8:pap-i) (21) 

d*tf n"-g" 
dalla quale t t-^ = — ^ iangipa, cos: px - sen: pjp) -+- n' (a— a,) sec: pa, cos: pjp 

* /^ 

il cui massimo è ^ lang: pa,-4- tf (a — a,) sec: j^^ 

e quindi l'equazione accurata da cui si devono ricavare le dimensioni del solido è 

È "" Ew ■*■ ^' I "~p ^*"^' ^""*" *** ^* "■ ^'^ ®*^* ^* 
Supponendo pa^ piccolissimo, e fallo in questa 

tang: pOg => pa. , sec: fa^ e= 1 
ritoma la (20) 

Siano ora le forze Ilg dirette in modo, che invece di coiqprimere la porzion del soli- 
do BBt, tendano ad allungarla: allora lequazioni differenziali dei due ram) CB, BA, sono 

^—fq = n* (a _«) - 9* (a,— x) - p% 
e grintegrali completi 

» = A«^+Br^-?^ii^ + 2lÌ5i^ + *, (22) 

j = ^ (Sa**— 08») 4- Gb + D (28) 
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le quali come nel primo caio sommioistrano le elle condizioni 

I» 

Ae^. + Br-'-. = "'^''T'''^ 

P 

_» _» 

pKe^t — pbtr'^i = lang: f -r*. 

6,= !ii.' (Sa - o.) + Co.+ D 
lang: <f, = ^^^20 — o.) + C 

/==^ + Co + D, tang<p=^nV4-C 

dalle quali eseguendo l'eliminazione 

^ _ K (0 - o.) - («• - if) er^i 
I»' (e''! 4- ^'''i 

jm' (o - g.) -t- (n* - f) er"i 
, — 2n'p (o — 0.) — (nV) (e^t — e^*"!) _ /o. — «t* 
— 2 (n* - g') + o - o.) (e^i - <r^.) n'-g' 

— ^ (2a - «.) + J n'a; (3a - o.) 

. _ p»'(a-a,)(e^-t-e-^— 2)— (n*— g')[e^é(l-er^— c-^.(l-«^)] 
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L£S SI6NES NUMÉBAUX ET L'ABITHMÉTIQUE 

CHEZ LES PEUPLES DE L'ANTIQUUÉ ET DU MOYEN-ÀGE. 

EXAMEN 

de Touvrage allemand intitulé: Mathematische Beitràge sum CuUurUhen der Vdlkef 

Yon Dr. MORITZ GANTOR (Halle, 1863, in-8.).l) 

Au mois de jaillet 1863, M. le Prloce Boncompagnl, toujours aassl empressé à snsclter qu'à accomplir 
lui-mème des recherches sur Iliistoìre des sciences mathémaliques, m'invitait à prendre Tengagement de 
lui enyoyer, avant la fio de Taonée 1863, pour les Ànnaks dei sdeneet mathématiqwt etpkyriquei publI6et 
àRome par M.B. Tortolinl, un examen détaillé de Touvrage Important que M. Moritz Gantor Teoalt de 
falre parattre en AUemagoe sous le titre que je viens de transcrlre. 

Malgré de grands et nombreur travaux quMl ne m'était pas possìble dMnterrompre, je n^al pu resister 
ni àcette invitation si honorable pour moi, ni à Tattrait que je troavais à revenir , à la suite deM. Cantor, 
tur une question très vaste , dont j'avais abordé quelques points seulement dans un mémoire 9) publlé 
en 1857. 

Je ne comprenais pas tonte Tétendue de la tàcbe dont je me chargeais, et surtout je ne prévoyais pas 
à quels développements je me laisserais entratner. Mais je ne regrette pas cette illusion, puisqu'à force 
de travail et sans negliger mes autres occupations, j'ai pu finir à temps et accomplir exactement ma promesse. 

Frappé de Timportance des questions traitées par M. Gantor , je me suis applique à faire connaltre 
sommalrement tout le contenu de son livre, et à signaler, dans ses recherches sur Thistolre delanumé- 
ration , les vues vrales et neuves, ou du moins exposées avec un nouvenu degré de clarté et de proba- 
bilité, les faits nouveanx qu^on y rencontre quelquefois, et Tenchalnement nouveau qui souvent y donne 
une nouvelle valeur à des faits déjà connus. Mais je me suis applique aussi à noter les lacunes , les dó- 
fauts, les erreurs, ou les hypothèses hasardées, que j'a^cni remarquer dans ce livre si estimable. En outre, 
j'ai pris à tàche de fortifier les preuves ou les inductions présentées par M. Gantor à Tappul de proposi- 
tions dont j'admets comme lui la certitude ou la probabilité; decombler les lacunes de son travail, autant 
que j'ai pu le faire; de rectifier ce qui m'a pam inexact; de combattre ce qui m'a semblé erroné, et de 
dire nettement mon opinion sur les détails et sur Pensemble. Pour cela j'ai mis à profit, outre moir travail 
d'autrefois et mes réflexions plus récentes , les lumières qui m'ont été foumies tant par mes recherches 
personoelles que par Touvrage mème de M. Gantor, par des ouvrages quii a consultés, et par d'autres 
qui auraient pu lui étre d'une grande utilité, s'il avait eu, comme moi, Tavantage de les connaltre. En 
un mot , dans cet examen , pour lequel je reclame Tindulgence des lecteurs en considération de la hàte 
que j'ai dù apporter dans la rédaction, j'ai fait tout ce que j'ai pu pour rendre quelques servicesÀ l'his- 



I) XU et 431 page* ln-8, avee 61 llgans dittriboéM «o 4 plandiet. — l) BtchtrchM nomvettea eonetmamt In origmei dt 
f flMfr* MjftUme d» numénUkm étriU. Paris, \WJ, io^e., 67 pafis ( Estrait da U Bivtu Jrtkéologiqiu ). 

Toro. V. N. 5. 33 
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toire des mathématiqiies, eten cela j*ai suivi , selon la mesure de mes forees et dn temps dontje povvais 
disposer , llioDOrable exemple de Taatenr da lìvre dont j^ai à rendre compie. 

Mathématicien aossi savant que modeste, M. Gantor a été portò par Tamoar de la science à en éuidìer 
lìiistoìre. Étranger à cet esprit de polémìqae et de dénigrement si common en Allemagne comme ailleurs, 
il aime à citer ses devanciers , poar dire franchement ce qaTiì crolt lenr devoir , oa bien en qnoi et pour- 
qiioi il s'écarte de leurs traces , et non pour relever aigrement leus faates réelles oo prétendoes. 

Envers an auteor de ce caractère, la critiqoe doit ètre non-seolement jnste, mais bìenveillante. Poartant 
s*adressantà an ami sincère de la verité, elle doit s^fforcer de la lui dire tonte entière, telle qu'elle croit 
la Toir , sur les défauts comme sur les mérites de son ceovre. 

Je vais snivre pas à pas la marche du Urre de M. Gantor , Tanalyser et Tapprécier en détail, et je 
donnerai pour titre à cbaqoe parile de cet examen la tradactlon du titre méme de la parile correspondante 
dans Touvrage allemand. 

Intr^ilaelloii i). 

Le titre trop general et trop peo préeis de cet oayrage peni se tradaire aìnsi : Matiriaux mathéma- 
Hquts pour servirà Fkittoire de la vie iMtelleetiteUe despeuples. Mais, comme rautear Texplique lui-méroe 
dans son Introduction , robjet special et réel de Touvrage est d^étudier lliisloire des signes Ggurés de nn- 
mération , et de marqaer les rapporta qui exlstent entro celle histoire et celie des peuples qui ont fait 
usage de ces sigoes. 

Déjà antérieurement M. Gantor avait donne sor ce méme sajet qnelqoes dissertations détachées, dans 
la FeuiUe périodique de mathématiques et de phytique qoTil public de concert avec M. le professeur SchlOB- 
milch et avec M. le docteur Kahl. Puis une dissertation pobliée en 1859 par M. Joseph Krist Sur lee tys- 
times de numération et leur histoire 2), et surtout une dissertation pobliée en 1861 par M. Friediein sur Ger- 
bert , la Geometrie de Boèce et les eìUffres indient 3), ont inspiré à M. Gantor la pensée de reprendra ce 
siqet , pour le trailer d'une manière plus étendoe. 

Partant des signes numéraox de Gerbert poor en chercher rorìgine, M. Friediein se troove condoit 
a remonter josqo'à Tlnde. Soivant one aotre méthode, qoMl considero comme plos natorelie et plos sfire, 
M. Gantor commence par étodier les signes de numération des plus anciens peuples, puis il ensuìt, dans 
dea temps plus récents , les transformations diverses , à trayers lesquelles il arrivo à expliquer rorigine 
et la constitation de notre systéme de chiffres. Getto méthode est plos longoe ; mais , fidèlement et com- 
plètement suivie , elle aurait Tavantage d^mbrasser plus sdrement toos les faits qoi devraient concoorir à 
la solotion de ce demier problème. D''aillenr8, les faits qo'on rencontre dans celle vaste investigalion poa- 
sèdent, ootre cotte utilité speciale, on intérèt plos general poor Thistoire des connaissances mathématiqoea 
ebez les différents peoples, et poor lliistoire des rapports des peoples entro eox.G*e8tainsiqoeM. Gan- 
tor s'est propose de rattacher à l'hisloire oniverselle de Tespèce homalne Tétode des signes de nomératioo. 

Poor accomplir cotte tftche si largement comprise, on mathématicien devait avoir besoln, soli d*en- 
treprendre dimmenses recherches historiqoes, soit d^emproater les lomièresd'aotroi.lt. Gantor a prisfiran- 
ehement ce demier parti, et il n'y aorait qo'à Ten féliciter , s*il avait été toojoor» éotfisamment édairó 
dans le choix de ses goides en ee qoi coneeme Tbistoire generale des nations, et sii sgelali- sofBsamment 
•nqois de toos les docoments relatife à llilstoire de rariUiméliqoe et de la nomératioo. MalSj comme ooot 
le verrons , il a donne trop de conianee i qoelqoes aotorités peo sùres , et il a ignoré oo negligé dea 
poblications qoi aoraient pn lui foonir de grande» lomières. 



1) EiiUeiituig, p. 1-8 da Utk de M. Cantar. — S) D^er Zahie ntffgUme und deteit Ge$ehkhtt, dans le 4. Rapport aonoel de 
rfieole pratique (SUaUduOe) rapérienre de Bade (Ofem). — S) Cerberi , He Geometrie det Boithùu mud die inditehen Vffrm^ eim 
H^e^mtph im der dee^lifiue der JfffkmeUk. EriaafSB» IStt, >••.• «0 futfm et €j/^màm. 



PURA ED APPLICATA. 259 

Par exemple ponr rhistoire de qaelqnes anciens peuples et dea qnelqDea aDciena philoaophea, il 8*en 
est tenu trop facilement aax hypothèsea de M. Rceth. Pour lliiatoìre des matbématiqaes purea, considérée 
daos aea rapporta avec le développement de Teaprit humain, il parali n'avoir pas connu Touvrage court 
et substanciel de M. Arnetb 4), qui, à c6té d'hypotbèses très coutestables, lui aurait foumi, sur un point 
importante quelqoes vues capables de rectifier les siennes. J'ose ajouter qu'uo mémoire 5) publìé par moi 
en 1854,etqoe M.Cautor ne paralt pas aroir connu, aurait pu lui offrir quelqoes notions utiles sur lea 
rapporta de la geometrie grecque avec celle des Egyptiens et avec celle des Indiens. L'elude des systèmes 
de chìffres chez tous les peuples se lie étroitement 1** à Tétude de lenrs systèmes de numération parlée, 
8*àrétude des noms de nombre employés dans laura langues. Sur le premiers point, le livre de M. Ar- 
netb aurait pu offrir à M. Gantor quelques indications précieuses malgré leur brièveté , et sur les deux 
points il aurait pu consulter avec fruit lea recberces de M. Lepsiua 6), et de M. Benloev 7); sans donner une 
confiance exagérée à certaines conjecturea qui s'y rencontrent. Surlliistoire des chiffres en particulier, 
M.Cantor sigoale le malheur que MM. Krlst et Frìedlein ont eu de ne pas connattre les résultats impor- 
tanta de travaux fran^aia , panni lesquels, à c6té de ceux de M. Ghasles et de M. Vincent, il me feit 
llionneur de citer avec éloge la diasertation que j'ai publiée en 1857 sur les origines de notre système de 
numération écrite. Mais M. Cantor lui-mème a eu le malbeur de ne pas connattre ou de negliger d'autres 
travaux publiés sur la mème question en Franco et en Italie. Il paralt avoir igooré lea recberches de Gossali, 
publiées en 1857 par M. le prince Boncompagoi 8), sur les origines de nos chiffres et de la valeur de position. 
Sur les chiffres des peuples orientaux, il n'a paa connu un ouvrage imporlantpublié enl860parM.Pihan9). 
11 n'a pas connu davantage un Mémoire .de M. Woepcke , publié à Rome en 1859, sur Vlntroduetion dt 
rarithmélique indienne en oeeident 10). M.Cantor, comme on Taper^oit Irop à Tinsuffisance de ses con- 
nalssances sur les chiffres gobàr des Arabes occidentaux, n'a pas connu davantage la traduction donneo 
à Rome en 1859 par M. Woepcke, d'un traité arabe sur le calcul gobàr ìì)y non plus que la traduction, 
que le méme savant a donneò à Rome en 1861, d'un traité mathématlque compose par un arabe d'orient 18). 
Ilacitél3),sur rarithmétique arabe, un article de M. Woepcke, inséré en 1854 dan&le n.XIII do/oumo/ 
atiatique de Paris; mais il a ignoré ou negligé d'autres articles du ménte savant, insérés dans le mème 
Journal en 1858, en 1860 et en 1868 14), et, ce qui est très facile à concevoir , mais très regrettable en 
méme temps, il n'a pas connu le Mémoire que M. Woepcke a pubiié, au commencement de 1863, «urto 
propagation des chiffres indiens en oeeident 15), caovre capitale, dont je profilerai largement et avec une 
juste reconnaissance. 

Les recberches de M. Woepcke ne font nuUement doublé empiei avec celles de M. Gantor. Le premier 
traile à fond un sujet beaucoup plus restreint, sur lequel il jetle une nouvelleet vive lumière. Le second 
laiase à déslrer sur plusieurs parties du champ Immense qu'iL a parcouru, et principalement sur celles que 
le premier a heureuaement approfondiea. Mais sur des poinis nombreux, M. Gantor ajoute beaucoup à la 



4) GéBcMehte der reimem Mathematik im ihrer Bexiehmng zur Etttwickelung des menicMichen Geiates. Stattgart, |S52, ÌD-8., 291 
pagn. — 5) R^eherche» mtr lavUttU» omvrages tTHértm d'Jlezandrie et sur tou* lea ovvrage* mathémntiques greca^ conaervéea <m 
perdua^ fébiiia <m inèdita^ qui <mt iti attriiméa à un tmteur nommé Héron. Paris, 1864, iii-4 ., 488 pages ( 1. 1 V, 1 térlé des Mém. pré> 
sentés par divers savants k racadémie deslnseripCioDs et belles-Iettres). Voyei lll.partie eh., 1, g. 3,p- 163-178, et sartoutp. 173-178. 
Comparei Coucìhmm, p. 366-898. — 6) ZyfeiSpraekvergUkkende Ahhandlungent ti V^ter den Fraprung und die fFerwandacht^ft der 
Zàk ìew cetrUr in der hadogemtaniaekeH^ eemitiedun mtd der koptiacken Sjtraehe. Berlin,! 836, iii-8. p. 81-1 60.— 7) Secherchea sur Fori- 
gime dea noma de nombre Japhitiquea et aémitiquea. Gie88eD,1861, io-8, 108 pages.— 8) Lezioni sulFarilmetica (Scritti inediti di Pietro 
CoeaaU pmbblieati da B. Boncompagnif Eoma, 1867, io-i. p. 817-360, et Memorie atorico'aeientjfiche auUa origine delP odierna ariime- 
tiea e delP algebra, loro trasporto dall'oriente in Italia, e primi progread nelle contrade di questa. (Scritti ined., p. 361 -sg?.^ .— 
9) Sxpoaé dea aignea de numératioH uaitéa chez les peuples orientaux anciens et modemes. Paris, 1860, in-e, 271 pages. — 10) 72 
pagas, in-4. — li) JUi deilf accademia pontyieia'dei Nwom Uneei, t XU, p 230-276 et p. 399-488 — 12) MH delP accori, poniif. 
t XIY. — 13) Note 618, p. 420, et DOte 640, p. 431.— 14) 1852, n. 12; 1860, D. da férrier-mars, et 1862, n. da févil«r-inars.— 16) Paris, 
1868, iB4.,196 pages, Exfarait do n. l de ranoée 1863 do Journal oaiatiqme. 

* 
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somme dea notions hlstoriques répandues parmt les savants; de plus, il a le mérite de rapprocher et de 
réaoir ces notions en un ensemble qui les fait valoir «t qui appelle de noavaax progrès. Dans roeavre de 
ce savant , Tensemble présente des défauts et des lacones. Mais Tautenr n'a promis qne des matériaux 
utiles et non un travail définitif. Gertes , il a tenu grandement cotte promesse de son titre. En rapprochaut 
le volume deM.Woepckedecelui de M. Gantor, on a vraiment une somme consldérable de connaissances 
sur rhistoire de la numéraUon chez tona les peuptes, et Fon est bien près d'entrevoir la solution desdif- 
ficultés que tous deux laissent subsister et la concilìation des divergences qui les separent. 

Gependant il y a un point que M. Woepcke a lalssé entièrement dans Tombre , poìnt que M. Gantor a 
toucbé en me citant , mais qu'ii a ensuite oubllé, et dans lequel je crois trouver un élément essentiel et 
décisif dela solution d*une des dlfficultés prlncipales: ce sont les cinq chlffres ordinaux de la vieìlle écriture 
hlératique des Egyptiens pour les nombres au dessous de dix dans Tindicatìon des jours du mois. Sur 
ce point j'exposerai mes vues personnelles » et j>n feral Taloir les conséquences. 

Mais, voulant avant tout faire connaltre ce qu'il y a de bon et dentile dans Touvrage de M. Gantor, 
fétudierai successivement , après son IntroduetUm , les 84 chapitres dont cet ouvrage se compose et les 
eantidératUnu finales qui le terminent. Je ne me propose nuiiement de dispenser de le lire , mais, au con- 
traire, de faire comprendre combien cotte lecture est importante, et de la rendre plus profitable. Cest 
dans les 363 pages du texte de M. Gantor et dans les 69 pages de ses notes , quii faut chercber les de- 
tails des preuves quii donne , et Hudlcation des documents nombreux auxquels il reuvoie. Mais j'aurai 
grand soin de citer d'une part les documents quMl a ignorés , d'autre part ceux quii a regretté de n'avolr 
pas à sa dlsposition , et panni lesquels on remarque avec quelque surprise des livres importants et peu 
rares j tels que VArithmétiqw de Nlcomaque , le Commentaire de Jamblique sur cet ouvrage, et YAttrono- 
wde éUmentaire de Geminus. 

Dans tout le cours de son ouvrage, M. Gantor a été dirige par une pensée qu'il exprime au commen- 
cement de son Introductlon. Suivant lui , les ressemblances qui se rencontrent entro diverses populations 
enee qui concerne tei ou tei domaine du développement intellectuel, par exemple en ce qui concerne les 
procédés mathématiques , et notamment les sigoes de numération, ne son pas dues au hasard lapluparl 
du timpi, mai» viennent ordinairement d'influences réciproques ou bien d'une communauté d'origine. Getto 
proposition attribue avec raison à Tétude historique des connaissances bumaines en general, et des con- 
naissances mathématiques en particulier, une grande importance pour éclairer les origines et les relations 
antiques des peupies , et pour combler ainsi des lacunes de Thistoire polltique et de l'etbnograpble. Tello 
qn^elie est formulée par Tauteur , cotte proposition peut se justìfier par la restriction qu'elie exprime en 
faveur des ntsemblaneei duet quelque foit au hasard, et par d'autres restrictions nécessaires, que M. Gantor 
peut avoir sous-entendues , mais quii aurait été bon d'énoncer et d'expliquer, et sur lesquelles je vaia 
dire lei ma pensée. 

Farmi les ressemblances qu'on remarque dans les produits de Tactivité intellectoelle des nations, cellei 
qui sont superficielles et Isolées peuvent étre dues au hasard, c'est adire à la renconfre, en un mème point, 
d'événements qui appartiennent à des séries de causes et d'effets Indépendantes les unes des autres dans 
tous les autres termos dont «es séries se composentl6).Quant anx ressemblances profondes, muitlpliées 
et liées entro elles , il s'agit encore de faire la part des dlfférentes causes qui peuvent les avoir prodoites. 
Ges causes possibles me paraissent étre: ITidentité de nature entro les objets étudiés par des penplee 
différents ; 2* lldentité naturelle des procédés fondamentaux de Tesprit humain , identité spéclfique qui 
subsiste sous la diversité d*aptitudes de» races humalnes; 3" une tradition remontant à I*orÌgine commune 
de plosieiirs p«iples;4<'ane transmlssion opérée postérieurement par llnfluence d*un peuple sur un autre. 



IS) Sor eetto nottoa phlloeophlqoi dn haurd, voyei M. Coornot, B$$ai tm W$ fimUmmU de mot emMitt«mce9^ L 1, ebap..s, 
f. 4M7. (Parie, ISM. in-S.). 
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De ces qnatre eauses possibles, les deox premières D*ODt pas été mentfonnées par M. Cantor daoa son In- 
troduction : elles expIiqoeDt certaines ressemblances nécessaires, oa presque inévitables, dans dea drcon* 
stances où Tesprit homain n'avait qa'une yoie à suivre, ou bien n'avait à cboisìr qu^eotre un petit nombre' 
de combioaìsons possibles. Mais lee deox dernières caoses , soit séparées, soit réonies , sont les seoles 
qui paissent expliquer , panni les ressemblances profondes , muIUpliées et lìées entre elles, celles qui s'é- 
tendent à des détails cboisis entre beaocoop d'antres combinaìsons possibles. II faut prendre garde d'exa- 
gérer la part des deox dernières caoses, en leur assignant des eflets qui peovent s'expliquer par la nature 
mème des cboses et par Tidentité spécifiqoe des procédés de l'esprit humain, ou bien par le hasard. Il 
faut prendre garde anssi d^attribuer à des infloences réciproques , et comparativement récentes, des res- 
semblances does à une commonaotó d*origine entre les peuples, ou de commettre Terreur inverse. Nous 
verrons jusqu'à quel point M. Cantor , dans les diverses parties de son Uvre , a su faire ces distinctlons 
si nécessaires et quelquefois si difficiles. 

Avant d'aborder Tanalyse de ce cbapitre, il me semble nécessaire de dire quelques mots sur tine ques- 
tion préliminaire que M. Cantor n'aurait pas dù negliger. Voulant étudier Thistoire de Taritbmétique dans 
ses rapporta avec celle de la culture intellectuelle , et commen^ant par TEgypte, 11 aurait dA indiquerles 
grandes phases que la civilisation égyptienne a présentées. Gr4ce aux découvertes de Champollion , de 
Young et de leurs continuatenrs , les aotiquilés de ITgypte sont sorties, en partie, deleurs ténèbres mys- 
térieuses. On connait maintenant la puissance de quelques unes des douze premières dynasties énumérées 
par Manéthon à partir de Ménès, et surtout de la Xll*;on saitque quelques unes des plus anciennes parmi 
ces douze dynasties toutes indigènes, mais dont plusieurs ont été simullanées, comprennent les rois fon- 
dateurs des grandes pyramides; on sait qu'après la Xll* dynastie est venue une décadence, suiviedeTin- 
vasion sémitique et de la domination, d'abord oppressive, des Hycsos, qui pourtant acceptèreut peu à peu 
les arts, les croyances et la réligion des vaincus, età coté desquels des dynasties indigènes subsistèrent 
en quelques contrées de l'Egypte 2). On connait Texpulsion des Hycsos, accoroplie vers le XVIII* siècle 
avant notre ère ; la gioire de la XVIII* dynastie et de la XIX*, qui étendirent leur domination jusqu'aux 
borda de TEuphrate et y établirent Tinfluence Égyptienne pour cinq siècies. On sait qu'ensuite des trou- 
bles intérieurs firent perdre à TEgypte ce vaste développement extérieur de sa puissance, et qu'au milieu 
de quelques altematives de prospérité et de revers, elle en vint au point de tomber a son tour sous une 
domination étrangère, c'est-à-dire sous celle des Ethiopiens d'abord , puis sous celle des Perses , sous celle 
des Grecs et sous celle des Romains , mais non sana faire subir aux conquérants Tinfluence de ses Idées 
et de ses croyances , et en devenant un foyer où scoperà la fusion des idées de Torient et de celles de 
Toccident. Ce9 fails, bien établis maintenant, sont de IMmportance la plus beute pour Phistoire des scien- 
ces; car, par exemple, ils expliquent un antique écbange de notions scienti6ques entre les Egyptiens et 
les Babyloniens , fait indiqué par les anciens et confirmé par les recherches modernes. 

Au lieu de tout cela, M. Cantor (p. 9-10) se contente de signaler, après M. Braun 3), Tantìquité et 
Toriginalité des arts en Egypte, d'y faire remonter Técriture au delà de 2000 ans avant notre ère ( ce qui est 
bien au dessous de la réalité),de dire que Sésourtésen II, dont on admire le lombeau orné de peinture5 
à Beni-Gassan , est du XXIII*. siècle avant notre ère ( date très contestable ) , et que Ramsès II, le grand 
Sésostris , dont le monument près de Tbèbes est orné de peintures astronomiques , est du XV* siècle avant 



1) Die jBgypter, p. 941 de M. Cantor.— S) La XIY* et la XYII* dynastlea indigènes forent eontemponines de la XY* et de la 
XYI*, qoi i^partenaleot aax Hycaoa. — 8) 6*$ehMMe der Ku$ut im ikrtm EiUwidtbiitg$gang 4iirdk alU F«Mn dn aUm W^. 
Wlaibaden, lase «t lass, in-a., i votumei pan». 
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Jésus-Christ ( ce qoi est vrai }. Et voila toat ce q^e M. Gantor troave à doos dire sur rbistoìre d'Egypté. 
G'est qa'il a negligé de consnlter les travaux de M. de Roogé, de M. Mariette et d'autres savants franca, 
et inéme ies oavrages de ses savants compatriotes MH. de Bunsen , Lepsius et Bnigscli. Son guide prin- 
cipal , pour rhistoire d'Egypte, comme poor quelques aatres parties de rbistoìre ancienne, a été M. Rcetb, 
dont la science , très grande sur quelques points , offre sur d!autre8 points les plus étranges lacunes , 
parceque, trop confiant dans ses hypothèses hasardées, il arfecte dignorer les travaux de ses devanciers 
et de ses contemporains. G'est ainsi que, dan» son volume publié en 1846, tur lei doctrines réligieuset 
de FEgypte et de Zaroastre , M. Roeth 4) déclare n'avoir pas consulte les volumes alors publiés de Touvrage 
de M. de Bunsen sur TEgypte, et met en doute rutilile de cette lecture, qui pourtant aurait pu lui épar- 
gner les errenrs énormes quMi a commises dans sotì Aperfu dee aneiens temps de Fhùtoire , par exemple, 
en prenant 5) pour des rois Hycsos les indigènes de la iy*et de la Y*dynastie de Manéthon , fondateurs 
des grandes pyramides de Gyzeh. 

Je ne m'arroterai pas à Taper^u rapide qué M. Gantor présente sur les diverses formes de Técriture 
égyptienne. Je remarquerai seuletaent , en passant, quMl fait un contresens en voulant traduìre une pbrase 
grecque de Saint Giément d'Alexandrie sur le tearabeus sacer ou pilularius %)8ymho\t du'soleil cbez les 
Egyptiens. M. Gantor aurait dù remarquer ici que pour exprimer les noms de nombre par Técriture, 
tantót les Egyptiens employaient des signes numéraux idéograpbiques et arbitrairement choisis, c'est-à- 
dire des chifTres, tantót, et plus souvent dans les inscriptions iis écrivaient les noms de nombre, comme 
les autres mots de leur langue, par des signes les uns pbonétiques, les aulres symboliques. Sur Técriture 
éigyptienne des noms de nombre , la somme des connaissances acquises a été augmentée par la savante 
explication de Tinscription d'Edfou, donneo en 1855 par M.Lepsius dans les Mémoires de TAcadémie de 
Berlin , et que ÌA. Gantor aurait dù citer. On y volt qu^au lieu d'employer une fraction dont le numera- 
tour aurait été plus ou moins fort, les Egyptiens , comme Ptolémée et d'autres Grecs, la décomposaient en 
une suite de fractions ayant toutes pour numérateur l*unité. Du reste , la notation Égyptienne des fractiont 
en chiffres, notation que M. Gantor a eu le tort d'omettre, proeédait de mème. 

Arrivons aux chiffres des Egyptiens. Les renseignements donnés sur ces signes numéraux par M. Gan- 
tor, et accompagnés de figures 7), sont exacts et presque surfisants en ce qui concerne les signes hii- 
roglyphiquet et les signes hiératiqves des nombres tant cardinaux qu'ordinaux. U a fort bieri remarqué 
que chacun des neuf premiers nombres s'exprime dans Técriture biéroglypbique par la répélìlion du si- 
gne de Punite, et que ces signes ainsi répétés se divisent par groupes de 4 au plus; que dans Tècriture 
biératique les 10 premiers nombres cardinaux 8*expriment par dix signes dlstincts , et qu'au contraire 
panni les neuf premiers nombres ordinaux des jours du mois dans cette méme éeritore, biératique, les 
nombres 1, 8, 3, 4 et 9 sont les seuls qui s*exprìment chacun par un signe unique , iandls que les nom- 
bres 5, 6, 7 et 8 s'expriment par Tunion deux à deux des signes de 8, de 3 et de 4. De cette doublé 
remarqué M. Gantor aurait pu conclure avec vraisemblance que panni les signes hiératiques ceux des 



4) Ge$chichte uruerer abendlandiaehen PhiUm^hù^ I Band , Die jEgyptùeke und die Zoroastrieeke Glambenslehre , PréCMe, 
p. TUI. Mannheim, 18M, gr. in-8.— 5) Meme volaoM , Vebenieht der tOteetem GetehielUe, p. 85.~ 6) Il est tua. qae ce icarabée 
tourne le» dot à la boote de fieote de boeaf qa*a a rhabitade de roaler devant lol , et jaaiaU le mot grec à*T$wf6auwoi n'a 
ligntfié Untrnant le» dot: ce mot Teat dire, aa cootraire , Umini en face. Si le icarabée, comme le veat M. Caotor, était com- 
pare par Saint Clément à on bomme qui détoomait les yeiu , parceqa'il ne pourrait pas sopporter rédat do globe solaire, ce 
serait le globe de fleote de b<xuf , et non le scarabée, qui serait le symbole da solefl. Soivant Saint Qément et d*aatres aotenrs 
ancien» qui oompiètent son explicaUon de ce symbole , les Egyptiens coosidéraient le soleil, représenté par le scarabée, comme 
le moteur qui produit le mooTement diome da globe creste d*orlent en ocddent aotoar de la terre , tandis qoe le soicU lui- 
mime, exécatant annaellement noe révoiotion en sens cootraire aotour da dei , OMurdìe en face de la direction quii lai im- 
prime. Cest ainsi qo^on bomme oa on anim^ , coorant daos une rooe OKAile sor un axe fise, le fait toamer en sens cootrairv 
Voyex mes Btudee eur U Timée de Platon, t 2, p. 111-11 J. (Paris, ISit, In-S ). - 7) Voye» M. Caotor, p. 15- 1», et Ugnrcs «,»,«, 
», 6 et 7 des plaodics. 
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Dombres ordmaax dea jonre dn mola sont plus anciens qoe ceox des nombres cardinaox , puisque Jes 
premiere seuls portent la trace de la période qoatemaire, reconnaissable aussi daDs le système hiéro- 
glyphiqae de la Dotatioo égyptienne des nombres. Il aarait dù ajooter que la notation hiératiqoe ordinale 
des joors da mois a passe dans Técritare démolique des Egyptiens. 

Ad dessQs do nombre 9, récritore biéroglyphiqoe a des signes particuliere poor 10, poor 100, poor 
1000 et poor 10000, et elle exprime les nombres de dixaines , de centaines et de milliere par la répétitloo 
do signe; tandis que Técriture hiératique a de plus des signes particuliere poor les 9 nombres cardinaox 
tant de dixaines que de centaines et de milliere. Mais ces signes ofTrent diverees combinaisons do signe 
de 100 00 de 1000 avec les signes des nombres d'unités simples pris poor moltiplicateor, mais avee 
Taide do procède additif. M. Pihan montre qoe les seuls moltiplicateore ainsi employés sont 9, 3, 4, rare- 
ment 7, et 3 et 4 placés en baot avec valeor doublé. 

Là spaerete M. Gantor. Voici ce quii aurait dù ajouter 8). Ces deux écrìtures procèdent par répélltion 
poor les nombres de myriades. Gependantles nombres de myriades, depuis 5 jusqu'à 9, se trouvent aussI expri- 
més par les signes de ces nombres placés ao dessus du signe de la myriade. Pour les centaines de mille et les 
millions, dans Técritore hiéroglypbiqoe on mettali le signe de 1000 au dessous des signes qui exprimaient le 
nombre de milliers ; dans récritore biératique, le signe du nombre 100, place ao dessous des signes des nom- 
bres 1000, 00 2000, 00 3000, oo 10000, etc, servait de multiplicateur à ces nombres. Enfio récritore biérogly- 
phiqoe avait aossi des signes particoliere poor les centaines de mille, les millions et les dixaines de millions. 

Voici des omissions plosgraves. M. Cantor a negligé de faire connaltre les signes démotiquet des nombres: 
cotte DOtatioD est parfaitement exposée dans la Grammaire démotique de M. Brogsch. Le méme oovrage, 
sMl Tavait consulte, lui aarait fonroi les sigoes des fractions, et les signes deTaddition, de la soostrac- 
tion et de la multiplication , objets sar lesqoels il n'a donne qoe des renseignements Insuffisants. Toot 
cela se troove réuni et très bien expliqaé dans Toovrage de M. Pihan 9). Mais M. Cantor s'est contente 
de soivre le tableaa de M. SeyCTarth. 

Il a reproduit avec trop de confiance la faosse hypothèse de M. SeyflTarth sor Tétoile à cinq rayons, 
considérée par cet égyptologoe comme symbole de Mara, cinquième planète, tandIs qoe suivantHoro- 
pollon 10), elle signifie le nombre 5, et qo^en effet, dans Tinscription de Rosette, Tétoile à 5 rayons , 
placée ao dessus d'un globe solaire, signifie cinq joars solaires, comme le texte grec de cotte inscription 
le proove 11). D'aiileurs Tinscription d'Edfoo, expliquée par M. Lepsius 12), proove qoe cette étoile était 
bien certainement, non pas, il est vrai, on chiffre, mais un caractère symbolique exprimantle nombre 
5 dans récritore biéroglyphiqoe, do moins à Tépoque des Ptolémées.M. Cantora reproduit de méme, mais 
sans y adbérer, lliypothèse de M. Seyffarth sor la valeor alphabéliqoe des chiffres des Egyptiens: C'est là 
one des mille réveries de cet égyptologoe peo dlgne d'étre cìté 13). 

M. Cantor aorait mieux fait d>xaminer on savant mémoire de M. Lepsios 14), dont voici les conclosions 
sor la numération parlie des Egyptiens. Noos avons vo que, dans le systèmc des signes noméraux hiéroglypbl- 



8) Voyez les tableaox de M. Pihao, p. S6-41, et M- Devéria, Notation tU$ eemlaùtet de milU et des millions dans te syst. kiéro§t. 
des anc. Egypt. ( Eztrait de la Révae arciiéol. 1862.). — 9) P. 33 et p. 3&-40. — 10) tìiérogl., 1, 13, p. ao, ed. Leeroan». — 11) Voyei 
M. Jomard, dans U Description de FEgypte, Antiquités^ Mémoires, t. 2, p. 83 ( Paris, 1818, lD-fol.)i et M. Piban, p- 31-36.— 12) Aka- 
demie der fFisseneehaften zu Berlin , phUos. hist. Klasse , 1866, p. 78. — 13) Voulant voir partoat des symboles sdeutlflqaea, 
M. Seyflarth Ut sor les mooaments egyptiens des dates imaginaires, de méme qall Ut, dans l'ordfe des lettres de ce qa*U a^dlc 
Valphabet sémiUque, la date précise da déloge. Comparei mon Mémoire intitidé : Opinion de Manéthon mir la durée Untale de 
ses 30 dyaasiies, note 32 ( Extrait de la Revue jirdkMogiguef année 1880 ). Les réves duonologiqiieset astronomiqaes <leM. 8ey(> 
farth sont, ou da moins éltùent, soivant Teq^ression dorè , mais Jaste, de M. de Bansen, une honle pour FJUemagne ( jEgfpim 
SteUe *fi der fTeltgesckicMe^ t. 4, p. 40, et t. 6, 2 partie, Prélàce, p. XVn ). Je dis étaient ; car M. Seyffarth, désespérant de ftff* 
éoole en Allemagne, est alle professer en langae anglaise ses doetrioes à Saint Loois dans l'état de Missouri. Voyes la préfaoe de 
son livre intttalé : ChUiatm criticali^ exaaUned òy GosUv Seyffartli. New-York, 1861, in-8.— U) Ciié ci-desiaSt/iilrM(., wM ». 
Yoyei sartoat, gg 6, 2S-S4, 26, t»-33 tt 44; p. 88-90, 104-106, 109-liO, fll-Ii», «t 186-137. 
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qaes et dtiis le système de» sigoes hyéroglyphiques ponr les nombres ordinanx dea jovn da moto, les Egyptiens 
procédaient par addìtioD aadessns da Bombreijosqo'aa nombre9, etqae poor les dixainea ila procédaìeDt 
ansai par addition aa deasos de 40 joaqn'ao 90. De mème, cette babitade de procéder par addition aa dessos de 
4 se retroove dans la formation dea noms de nombre dans la langae copte, issae de la laogoe égyptienne. Cette 
habitode de a'arréter ao Bombre 4, nombre égal à celai dea moia de cbacaae dea troia aaiaona dana rannée 
égyptieDoe de 19 mola , poarrait taire aoppoaer cbez ce peaple rexisteoce aotkpie d^in systéme de bo- 
mération qaateniaire d'abord, paia doodécimal, qae le syatéme decimai aorait remplacé plaa tard, aaoa 
eo effacer la trace. Eo efTet, le nom copte qui sigoifie 8 est le doel de celai qai aigoifie 4. Ainai le aya- 
téme decimai ne ae aérait introdait qa'aprèa coap dana la namération égypUenne , tandia qall eat pri- 
mitif dana la numératlon indo-earopéen. Sana accordar nne confiance entière à cette bypothèae de M. Lepaina, 
on doit tenir compte dea feita aor leaqoela elle scappale. 

M. Gantor anralt dù ausai, dèa ce cbapitre etsaaf a y revenir pina tard, aignaler la reaaemblance 
frappante qui exiate entro les chiffres bìératiqaea ordinaax 1, 9, 3, 4 et 9 poar lea joara du moia, tela 
qoe cea cbiffrea ae tronvent dana dea documenta égyptiena trèa antlqaea , et lea figures dea cbifTrea cor- 
reapoadanta dans le ayatème de Boèce , dana le système dea Arabea occidentanx et orientaax , dans le 
syatéme indien et dana notre ayatéme moderne. J^avals aignalé cette ressemblance 15), notée aosai depuia 
par M. Piban (p. 41. ). M. Gantor, qui la mentionne, en me citant, dana aon cbapitre XVI ( p. 939), Toa- 
blie enaoite entlèrement , quand il s'agit de remonter à Torigine de noa chiffres. Je me garderai bieo 
dimiter cet oabli dana la suite de cet Examen. 

En terminant ce cbapitre M. Gantor rappelle les textes d*Hérodote et de Platon sor la cultore de 
rarithmétìqoe cbez lea Égyptiena , et le texte important de VÀitroMmi$ de Théon de Smyme sur Tem- 
ploi des figures géométriques dans rastronomie égyptienne. Sur cette astronomie elle-méme, il ne dit 
qu^un Seul mot , pour reproduire, après M. Rcath, une ancienne bypotbèse de M. Biot, abandonnée depuia 
par ce savant lui-méme et réfutée par la découverte , que M. Lepsius a faite , des einq joun ipagomhus 
sur des monuments très antérieura à Pan 1780 avant notre ère , époqoe prétendue de la transformation 
d'une année égyptienne de 360 joura en une année de 365 jours. 

Sur la geometrie des Egyptiens, quMl se représente comme très savante, M. Gantor promet de revenir (cba- 
pitre YI) à propos de Tbalès et de Pytbagore, leura diaciples. Quand cette appréciation, b'eaucoup trop favora- 
ble à la geometrie des Egyptiens, se représentera, il sera temps de la combattre. 

M. Gantor omet ici lea Pbéniciena , les Palmyréniens 16), et lea Syriena 17). Cea troia peoplea avaient 
cbacun deux systèmes de notaUon numerale, Tun. alpbabétique, comme celni des Hébreux 18) et des Greca, 
rautre analogue d'une part à la ootation biéroglypbique des Egyptiens, d'autre part à la notation cuneiforme 
des Babylooiens. M. Gantor saisira plus tard uneoccasion moins naturelle de parler des deux notationa des 
Syriena et dea Palmyréniens et de la notation des Hébreux 19); mala lea Pbéniciena seront définitivement 
omis. Ici, de l'Egypte, il passe immédiatement à la Babylonie. 

11* Ijes Babyloiàleiuk l) 

Après un bon et court réaumé 8) sur Técriture cuneiforme, et sur les trois langues auxquelies elle a été 
appliquée, langue p«rM , iangue assyrienne, et langue «eyfi^tf^ de la Sasiane 3), iiomméeaaasi langue tou- 



15) Reeh. ncuv. $nr Cnrigiiu de notre eystéme de numération écrite [Uevue arehéot. 1867 ), ]{ 6 «t 8, p. SO et 56 da Unge è 
part. — 16) 8ar la numératioo écrite des Pbénidens et des Palmyréniens, Toyez M. Plban, p. 109-168.— 17) Voyex M. Rordigi!r, 
Die SyrUcluH Zahlzeichea, dans la Revue de la Sodété orientale allemande, 1 16, p, 677 et saÌT.,et M. Cantor, eh. XYIl, p. •266 
et figure 49 — 18) Sar la notation hébralqae des nombres, Toyez M. Pihan, p. 169-170. — 19) Voye» M. Cantor , chap. XVII, 
p. %'>3-a56, et figures «6, 47 et 48—1) Die Babylonier, p. 39-S8 de M. Cantor. — 5) M. Cantor a coosolté surtoat M. Splegel, DU 
altperiiecken In$chr'tften ( Leipzig, 1862 ), et M. Mordtmann, Erkleerung der XeiUn$ekr{ften der zweiten Caitung ( Leipcig, 1863). 
Il aurait pu ooosolter auui MM. RawUnson, de Saolcy, Oppert, «t Ménant— 8) Sulvant fopinlon de M. Mordtmann , adoptée par 
M. Cantor.lespeuples scyUques, auxqueiss'adressait le seeond teitede llnscription trillgue de BéhUtoun.étaient ceox de la Sasiane. 
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tantieimi ou MàrUfm§ , M. Cantor se Mte d^arriver au signes ntiméraiix eonéifortnesdes Aasyrìens, lignei 
qoi, étant lééographlqaes , étaient employés également, avec delégères diflérences, par lei Penei et par 
lesScyihes^ malgré la dlirérence complète dea troia langttea. Sur cette ootation caoéiforme dea oombrei , 
M. Cantor donne dea renaelgnements aaxqoela , podrètre auaai completa que ceox qnl avalent été foumlai 
M. Piban par M. de Saulcy d'aprèa llnacrlption cuneiforme trilingue deBéhiatotin 4), 11 ne manque qu*uoe In- 
dicatlon, mais blen importante , celle de la notation cuneiforme dea fractions. Le numérateur de la fraetion 
a*exprime seni à la auite dea nombrea entiers, et le dénominateur aoua-entendn eat toujoura 60. Si M. Cantor 
avait connu ce falt, Il n'aurait pas héaité, aans doute, à piacer en Babylonie Torigine tant de la diviaion 
sexagésimale du cercle et du jour, que de la diviaion sexagésimale, restée plus usuelle, dn degré et de 
lìieure. Dana aea ConehtUmt IhMlet (p. 361-86Ì),M. Cantor arrivo tardlvement à cette penaée{ mala il ne 
trouve , pour Tappuyer , que les remarquea de M. Oncken anr Temploi fréquent du nombre 60 et de aea multi- 
plea, comma nombrea ronda, dans les recita qui viennent de la Babylonie. M. Cantor auralt pn remarquer 
aussi que 60, produit de 5 par 18, est le nombre des années dHu cycle chinois; que 5, 19 et 60 sont les nom- 
brea dea années de trote cycles indiens , et qte 60 est la baae des gronda nombrea de la ebronologie fabuleue 
dea Indiana et de celle des Babylonlens et des périodes de tempsdecesdeuxpeuplea. Cea remarquea aoot 
importantea par Tappui qu^ellea apportent à I^ypotbèse si probable de MM. Laaaen et Weber , d*aprèa 
laquelle lea cbaldéens , par laura rapporta avec les Egyptiena et lea Pbénlclena d'une part, et avec lealn- 
diena d'autre part , ont aervi dMntermédiairea entro Textréme orlent et Foccident. 

Yollà dono une lacune regrettabJe dana ce cbapitre de M. Cantor. Enrevancbe, si Ton compare, aórlaiiOb 
tation cuneiforme des nombres entiers, ses tableaux ( figures 9, 10 et 11) aveecenx deM. Plban (p.48-U), db 
remarque quMls les complètent sur un point important. Dans les uns comma dana lea autrea, le eoin vertleal 
avec la pointe en bas repréaente Punite aimpie ; le coin borizontal plua ou moina óvidé i droite, et avec la 
pointe à gaucbe, repréaente la dixaine ; le coin borizontal avec la pointe à droite repréaente la centalne, 
et cbaque nombre an deaaous de 10 et représenté par ce méme nombre de colna vertlcanx diveraement groo- 
péa. Maia, d'aprèa une variante donneo par M. Cantor (Figure 11 etp. 81), et appuyée par Tautorité de 
MM. Hinckset Grotefend^ dana lea figurea dea nombrea depuia 6 juaqu'à 9, clnq dea unitéa aont quelquefola 
repréaentées par un seul colo vertical plus grand et place à gaucbe des autrea: ce qui conatitue une «aJevr d$ 
poiition quintuple. D*un autre coté, dans les tableaux de M. Piban, outre que lea quatre ou cinq colna borlzon- 
taux repréaentant 40 ou 50 aont plua patita et d'une autre forme que le coin unique ou lea deux ou troia colna 
borizontaux qui exprìment 10, 80 et 30, lea aignea cunéiformea dea nombrea aupérieura de dixalnea depuls 60 
jusqu'à 90 représentent 50 par un grand coin vertical place à gaucbe du coin ou dea coina borizontaux qui 
expriment lea dixalnea simples ^outées a 50, et ce grand coin vertical est pareli i colui qui' exprime 5 
quand II est place à gauche des coins verticaux plua petits qui expriment les unités simples. Volli dono 
une vaUwr de poHtion cinquanta foia égale i la valeur slmple. Cette manière d'exprimer 60, 70, 80 et 
90 eat la aeule que M. Piban donne. M. Cantor (figore 11 ) la donne anasi, mala i tltre de variante : dana aon ta- 
bleau principal (figure 9), cbaque nombre de dixalnea au deaaoua de 100 eat repréaente par ce méme nombre 
de coinè borizontaux ayant la pointe à gauche. 

Ainai snivant la remarque de M. Cantor (p. 81-89), la numéntlon cuneiforme offre un aigne qui a une 
valeur de poaltlon quintuple loraqu'II eat place à gauche de aignea dHinltéa almplea , et une valeur de po- 
aitlon égale 50 fola à sa valeur simple , loraqoll est place à gaucbe de aignea de dixalnea. Il auralt été bon 
d'ajouter que la valeur de poaltlon dea chiffirea, entlèrement étrangère i TEgypte, ae mentre en Babylonie, 
où elle procède par 5 et par 50, et qu'elle a re^n toutaon développement dana linde , où elle procède par 10 
et par lea puiaaancea de 10» Il auralt été bon de remarquer aussi que, sulvant M. Lepsius 5), comme sul- 
vant M. BenlcBW 6), le mot einq dana les langiea Indo^uropéennea remonte à une raclne qui algnlfie main. 



«) Toy«i M.PIIiin. p. is.— a) Nom. aJ^a, i». i»-iff7, di te Phurtrtloii Mie d-diini,lBliod.,iiotoa.-'a) P.iadilalHi* 
«rtatloD dtée d-denoi, Introd., ooia 7. 

Tom. V. N. 5. 34 
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AìdsI , suivant M. Lepslos 7), de mème que le nombre 4 avait été la première base da systAme doodécìmal 
primltif des Egyptiens , auquel le systdme decimai était venu se substìtuer sana Teffacer entièrement 8), 
de mème le nombre 5, qui est celai des doigts de cbacuoe des deax maina , a été la première base chi 
systAme decimai des peaples Ipdo-earopéens. En effet, par exemple, dans lanomération romalne parlet- 
tres , outre Tunité , les seals nombres exprimés par ane seule lettre sont , d'une part 5, 50 et 500, d'autre 
part 10 etquelques puissances de 10, et 11 en est de mème dans la vieille notation numerale der.Grecs 
par lettres majuscules Initlales, telle qu'on la trouve sur les plus anclennes inscrlptlons grecquesO). M. Lepsios 
( p. 129 ) ajoute avec raison qu'en grec un verbe derive de la racine qui signlfie einq, le verbe s-cfAs-o^tiv, 
signifie eompUr. 

Si M. Cantor avait connn et reproduit ces remarques. Il aurait eu Toccasiop tonte natnrelle d'y joindre 
la mention , quMl a donnée avec moins d'àpropos dans son chapitre Ul ( p, 44), non-;seuIement sur des 
systèmes de numératlon procédant par 5, par 10,ou par 20, mais sur d'autres systémes procédant par 7, 
par 12, par 16 et par 1$. 

Sur la notation cuneiforme des npmbres supérienrsà 99, M. Cantor (p. 29*31) présente quelques obserr 
vations justes et importantes, qui manquent aux tableaux de M.Pihan. Le coln borizontal avec la pointe à 
droite et avec nn coln vertlcal à gauche signlfie 100; sMl y a plusieurs centaines , le nombre de ces cen- 
talnes est exprimé par celui des coins verticaux, qui, place à gauche de ce signe, ont la valeur d'un 
multiplicateur. De mème , si le coln horizontal qui signlfie 10 est place à gauche des deux coins, Tun ver- 
tlcal, Tautre horizontal, qui signifient 100, ce groupe représente '10X100, c'estrà-dire 1000, et Fon metà 
gauche autant de coins verticaux qu'il y a de mlUiers. SI le coln horizontal qui signlfie 10 est place à 
gauche du groupe de coins signifiant 1000, le nombre. représente est 10000. En general, snivant la re? 
marque de M. Cantòr , dans la notation numerale cuneiforme, quand le signe d'un nombre d'ordre decimai 
Inférieur est mls à droite d'un signe d'ordre decimai supérieur , la yaleur du premier s'additionne avec celle 
du second ; mais , si le premier est mls à gauehé du secpnd , Il le muHIplle. M. Cantor aurait dù rappelef 
quMl y a une exception pour le coln yertlcal plus grand , qui à gauche de petits coins vertlcapx signlfie 5, 
et à gauche de petits coins horizontaux ayant la pointe à gauche, slgnifie 50, et dont la valeur de posltipn 
s^additlonne avec Ila yaleur des slgnes placés à droite. Du reste, M. Cantor a raison de conciare que les 
Babylonlens sembient avolr en à nn bien plus haut degré que les Egyptiens le sentiment des nnltés de dlf- 
férents ordres. En effet, nous avons vu que dans les slgnes numéraux des Egyptiens 11 n^ a pas de vaAwr 
de porition, que VaddiHon domine surtout dans la notation numerale hiéroglyphique , et que la «mlli^l^ 
Mtion ne còmmence à s'y montrer que pour les nombres supérleurs à 10000. Mais, dans la notation hléra- 
tlque et démotique des Egyptiens , la multlplicatlon se mentre déjà, concurremment avec Tadditlon, dans 
les slgnes des nombres de centaines, et de mllliers. 

M. Cantor dlt ensulte que probablement la Babylonle, centro de commerce le plus Important des temps 
antiques, devalt avolr la tablette à eompter, si répandue en orlent et en occIdent,le «nan-paii des Chf- 
nols, Va^a^ des Grecs, Vabaeui des Romalns. Cette hypothèse est très probable , pourvu quii ne s'agisse 
que de Tabacus à bonles ou à jetons 10). Mais nous verrpns (chap.X ), que M. Cantor prétend attrìbuer 
anx Babylonlens, solt les apUet de Boèce avec les 9 chiffres, solt Tabacus dessiné pour recevolr dans 
ses cblonnes les chlfTres écrlts: c'est là une hypothèse que rien n'autorlse. 

M. Cantor remarqne que, stilvant M.Layard, outre Técrlture cuneiforme, qui allalt de gauche à droKe, 
les Assyriens avalent une écrlture corsive qui allalt de droite à gauche , et dans laquelle pour exprlmer 
les nombres, ils paralssent avolr employé des chiffres analogues à ceux des Egyptiens. C'est là un falt 
à vérifiier, mais vralsemblable d'après ce que nous avons dlt (chap. I) et ce que M. Cantor aoralt bIen 
falt de dire, sor la lOngue domlnation des Egyptiens aux borda de l'Euphrate. 



7) P. 181-184 de U DiMcKatloD dtée. — 8) Toyei dans le diapltre préeédaot le leppoit de ee nombte 4 evie Im bmIs dei 
udione égTptteniMe. — 9) Toya d-^Nrès , ehay. vm et XI. • io) Voyei d-aptès, chap.. Ut. 
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S^mparaDt <hine traditìon d'après laquelle la théorìe du nombre mo^éii propoirtiownel artnonique anrait 
étó Inventée en Babylonle, d'où Pytbagore l'auralt apportée eo Grece ìì)t M. Gantor iDclioe à pensef qae 
l«8 Babyloniens avaient foarni au moins les éiéments des spéculations sar les nòmbres dèveloppéés par 
Mlcomaque de Gérase. Ma!s c'est là une pure conjectnre, fondée sor une traditlon blen doutease. 

Sor rimportance de la Metrologie babylonlenne, M. Gantor se réfère aox savantes recherches de M. Bobckb, 
à coté desqaelles il anrait pn citer Tonvrage plns récent et beancotip plos étendn de M. VazquezQneipo. 

M. Gantor fait nne simple allnsion à Tastronomie ded Gbaldéens et à Tapplicatlon qulls y falsalent de 
rarttbmétiqne comme les Egyptiens y sppliqualent la géofliótrie} stiivant un texte de VÀstrononie dft Tbéon 
de Smyrne. 

III. IiM CltlliOlS. 1) 

Après avoir résumé brièvement le caractères et rbistoire de la langue monòavllablque si pauvre des 
Chinois et de leur écrltbre idéographique si riche, M. Gantor remarqne avec raison qne, ne pouvant re- 
présentef phonétiquement les noms de nombre , ce people dut dès l'origine les représeAter par des chifTres, 
et que Ces cbUTres dùrént lui appartenif en propre , à moins quMls ne lui vinssent de quelqoes peuples de- 
pounrus, cornine lui, d^alpbabet, tels que les Aztéqnes et les Muyscas du nouveau contlnent. Mais il incline 
à crolre, aree M. Alexandre de Humboldt, qu'au contralre ces peuples amérlcains devaient leors chiffres 
atix Chinois. 

Quoique la langue des Gbinois et leur écriture soient Indépendantes Tune de Tautre , cependant, jconune 
le montre M. Gantor, leur ancien sysième de numération écrite répondait exactement à leur système de nu- 
mératlon parlée. Tous deux sont exactement décimaux. Les dix premiers notnbres sont exprimés cbacun 
par un mot et par un chìflre^ et il en est de mème des puissances de 10. Quand le nom ou le cbiffre 
d^n des dix premiers nombres est place avant le nom ou le cbifTre de 10 ou d'une de ses puissances, 
il le multiplie ; quand 11 est place à la suite , il s'addltionne avec lui. Uécriture chlnoise , pour les anòiens 
chiffres comme pour les autres caractèreS , procède par colonnes Terticaléd, qui se lisent de haut en bas, 
et qui se succèdent de gauche à drolte. Gè système Offre plusieursvariétés, omlses par M. Gantor 9), mais 
données par M. Pìhan 3). 

De plus , il y a deux systèmes de nouveaux chifii^s chinois, qui se Ilsent horizontalement, en mettant 
à gauche les unités de Tordre le plus élevé, comme dans Técriture cunéifohne. Le premier système est 
celni des chiffres de commeròe, qui ne slmprlment jamals: ils s'écrivent de teìle sorte qu'à gauche ou 
au dessus des chiffres exprimant 10, 100, 1000 et les autres puissances de 10, se trouve le chiffre exprl- 
mant le nombre de dixaines, de centalnes, de mlUiers, etc., et que le zèro, sous la forine d'un cercle, 
remplace les ordres d'unités déclmales qui manquent dans ìe nombre total. Jusqu'lci M. Gantor et M. Pihan 
sont d'accord sur ce système chinois des chiffres de commerce 4). Mais M. Gantor ajoute que, si les unliés 
simples manquent, on est libre de ne pas etprimer 10, et le chiffre marquant le nombre des dixaines est 
reconnu pour tei, par cela seni quii est coùché sur le còte et que le téro ne s'interpose pas entre lui 
et le chiffìre des centaines. On volt donc poindre lei la valeur de position , pulsque le chiffre qui sigùlfie 
8, par exemple, est pris pour 80, lorsque, conche sur le coté , Il vient immédiatetnent, de gauche à drolte, 
après le chiffre des centaines, au lleu d'en ètre séparé par les dixaines ou par un zèro. M. Gantor con- 



ti) Voyez lambUqne, CommmUtlr* tur rttritkméUgue de Nieoma^ue, p. ifls, ed. TeDnalh» ( AhilKlm, 1648, iiM.) Compara 
Théon de Smjrae, J$ironamit, ehap. IO, p. S73 de non édiUoa (Parlfl, 1849, in-S.). — 1) />te Ckiiu$0nf p. 89-69 de M. Cantor. 
— s) Yoyes le* flgims it et i3 de M. Cantor.— 3) Let dilfflras ordioiUea de ce sycteme, eeox qa*on troave haMtadlement dans 
lei oaTfagas tanprisiés, aont lei cblffiree Kiàl-CMm^ qae M. Plban (p.3-3) donne soni deoz fonnet, et M. Cantor (figure 11)I0(U 
la première forme aenlement. M. Pihan donne de plos tei chifflrei conifi ttùo (p.s), et tee ttoaz ehlflM TcHktrtuni iott Icari 
deal tiriéléi (p.M4)- 4) Yoyei M. Cantor, p. 4IH6 et llgare 14, et M. Plban p. »•?. 
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•Idèn ee ijfltae ntoel eonne ime tmisitk» «tra PaiiciflB syftène elle bostmo ijfltae à ratage de» 
eavaete. Mais e*eft plolAt me torte de eonpronis pofNdaìie eatre rancieB ijeltae etleijeltae Bovrean, 
▼eoa de rétmger. 

Ce deniier ijeltae, qoe M. Cantor déerit d*après MM. Edooard Biet etBienatiki, eet eehii dee homt 
nwmérMÌtt 5). Lea clnq premier» noariireay aont ezprìméa par 1, S, S, 4 et 8 banes tootes vertleales oe too- 
tea korizontales , et les qoatre mmibrea aohraota aoet exprioióa par ime barre borixoDtale o» Tertieale, 
qui TantS, et qui est soperposée è 1, S, S o» 4 banes tootes Terticales oo tootes borbontales, dont eba- 
eaae vant vae oaité. Eosolte ces 9 cbiifres, foraiés cbacoo d\ni groape de barres, s*eaiploieat aiae le 
fero et avee une Taleur de positloo toote parelfle è eelle dea chiflìres indieos et des odtres. 

n y a éTldemmeot dans ee systAme deux élémenU, blen dlsUoets: 1* poor les Doobres josqu^à 9 Ìd- 
chishreDeDt, les eombinalsoos des barres noaiérales soat aaalogoes è eelles de la DotalioD Duanérale blé- 
rofllypbiqae des Egyptlens et de la aotatioB nomérale coDéiforme des Babylooleas €); 8* poor le aombres 
aadessQS de 9,UNit se rédoit è Templol des 9 groopes de barres, avec ^eor de positloo poor cbaqoe 
groape et avee le zèro. Le premier élémeot n^offre qu^one extensioo da procède appliqoé i Texpressloa 
des trois premiers aombres dans les aocleas systèmes EiàJt~CMu et Tekouam des Cblools 7) et daos le 
fleox systéme iadlea de Gazarate 8), et à Texpressloa des neof premiers nombres dans le système bié- 
roglypbiqoe des Egyptieas et dana le systAme canéiforme des Babylooleos. Ce premier élément ne s^adapte 
qae difficlleaient avee la valeor de positloo , qol s^arraogeralt beaocoop mieox d*0B signe unlqoe poor 
diaeaa des neof premiers nombres. Qaant ao second élément, qoì consiste précisément dans la valeor 
de positloo et dans le aero , M. Reinand 9) a établi qae c*eat an emproat Csit aox Indiana par les Cbinois. 

En vain Blematdd, combatta trop falblement par M-Cantor, Insinoe qoe, poor la nomératioa écrita 
avec valeor de positloo, les Cbinois oot la priorité sor tons les aotres penpies, parca qalls Pont sor les 
Arabes. Les exemples qa'oo cita de ce systéme chea les Cbiaois ne remootent pas ao deli daYII'aiède 
de notre ère, tandis qae les exemples da systéaie Indico remontent, eomme noas le verroos, josqa*aa Y*. 
Oa objecte qoe rexisteoce da algne compliqaé ìi»g signifiaot zèro 10) dans Tancien systéme JHUIf-CAte 
dés Cbinois proavo Tosage de la valeor de positloo, méme daos cet aatiqoe systéme. Mais n est certain 
quo les puissances de 10 y étaient exprlmèes par des signes particoliers sana valeor de positloo, etM. Can- 
tar a raison de répoadre qoe le signe fto^yponvait servir i exprimer isolémeotuaeqoaotitèaalle, comma 
ea grec Po , lettre iniUale da mot oCiit 11). 

Eosuite M. Cantor fait jostice d'one faasse bypotbèse, qall avait aatrefoia acceptée lol-méme. Lelbalt» 
ce grand genie , qol avait ses cbimères , considérait noo-seolement comme un symbole de la eréaiiou 99 
ntìiÙo, mais comme une preave Irrécosabie de ce grand acte de Dieo, le systéme binaire, qol, avec ronité, 
le zèro et la valeor de positloo, peot exprimer toos les nombres imagioabies. Les Cbinois nomment Kouat 
des symboles composés de denx èiémeots, qol sont one llgne droite continoe etone ligoe droite Inter- 
rompne ao milieo. Or, dans ces deox éléments des K<mat attribaés i Fobi, c^est-é-dire è Pan des plos 
ancieos rois de la Cbine , le P. Boavet, correspondant de Lelboiz, prétendait reconoaltre Tonité et le zèro 
da systéme binaire. Mais cette bypotbèse , acc^itée par Leibniz panni les matbématiciena , est depais 
loogtemps et i bon droit rejetée par lèa siaoiogoes, qol saveot qoe les kuit Kouat, formés de deox élé- 
ments contralres , étaieot un symbole pbysiqoe et non on systéme de cbifTres 19). 

Qoant ao Swunrfan des Cbinois, Instrament de calcol , compose de booies enfilées, dont cbaqoe rangée 
avait aae valeor de positloo, M. Cantor en parlerà plos^loin (cbapitrelX). 



s) Voyes M. Caotor, p. M-4S et figons 16-fS, et lf.PlluD, p. 7-». ~6) Oampnn e« qae nooi «tom dtt d-danot, chapltrca 
I et II. — 7) Yoyet M. Pihan, p. s rt io, et M, C^tor, Bgare li. - 8> Yoyes le UbleaadreMé d'iurte M. Umoim par M. PUuhi, 
p. <5.~ 9) AeadimU éU» interiptioiu, t IS, 9 partia, p. «M.— 10) Flgare 19 daM. Cantar, qui a ralYi Abel Eéminat^ 11) Yoyei 
el>ipi«a, ofaap. TIU. — 13} Voyai VUdelor, NQtte$ mar PY-Mìm$, daos let Livrm $oeri$ de FOritmi pabUéa par M . Pavthler, p.lS7- 
tU (Paris. 1840, gr. Uk-9. k deox ooloonea rt Wlndlidimann. dif PkOomfhU <m forttwnt d*r frotgnekkhtt, I parile (aeult 
pana ): Di» GnmdUgm dtr PktìotophU in Mvrgmtmd» ttvra I, p. l»-«79, isi-ist, toc, M7, eie., ( B<ii^ t8i7-lSM, !»«.). 
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M. Cantor tonnine ce chapltre d^one manière malheurense , en citant la découverte de porcelalnes 
avec inscriplions chìnoises, trouvées danslesantlquestombeauxderEgypteetenBabylonie: avecM.WlI- 
kinson , il croit à la haute antiqoité de ces porcelalnes. G^est là une pierre d'attente que M. Cantor pose, 
pour bfttir plns tard son hypothèse de commnnicatlons directes et très antiques de la Chine avec la Ba- 
bylonie et avec TEgypte. Mais M. Layard avait déjà remarqué qne ces porcelalnes ressemblent trop aox 
porcelalnes modemes des Chinois. Elles ont été sàns dente apportées en Egypte et en Babylonie par les 
Arabes mabométans; car, dans nne note lue i TAcadémle des Inscrlptlons et beiles-Iettres en 1851, 
M. Stanlslas Julien a pronvé que Tinvention de la porcelaine chei les Chinois est postérieure au com- 
mencement de Tère cbrétienne 13). 

IT. IiM Indleiuk D 

Arrivant a Tlnde antique , M. Cantor commence par déclarer qu^ll ne veut pas s'occuper des popula- 
tions dravidlennes , mais seulement des Aryas, qui, arrivés dans Tlnde 1400 ans envlron avant notre ère, 
parlaient la langne sanskrite. Sur cette langue, dont la forme la plus ancienne est la langue védlque, 
M. Cantor donne un aper^ historique, qu'il aurait pu rendre plus exact et plus complet, sMl avait con* 
suite la savant ouvrage de M. Max Mùller 2) sur la partle réligieuse de la vieiUe littérature indienne. 

Gomme sources de Thistoire de la numératlon écrite des Indiens, M. Cantor Indlque, d'une part les 
Inscrlptlons, dont les plus anciennes remontent dit-il, à deux siècles et demi avant notre ère, d'autre part 
les ouvrages mathématìques écrlts dans la langue sanskrite , devenue langue savante et non usuelle vers 
le III* siede de notre ère. 

Suivant M. Cantor, le plus ancien des écrlvalns Indiens sur les mathématìques seraltAryabhatta, au- 
quel il croit pouvoir assigner pour epoque, d'après un renselgnement foumi parM. WIsh, le commen- 
cement du VI* siècle de notre ère. Mais Tastronome Indien Yaraha-Miblra écrivait vers Tan 500, comma 
des textes de ses ouvrages le prouvent, et il est certain qu'Aryabhatta lui est anlérleur. Aryabhatta n'est 
donc pas postérienr au Y* siècle. D'un autre cdté Aryabhatta est postérleur à la rédaction du Sourya- 
Siddhànta, sur lequel il y a lalssé un commentalre. Or, des raisons quii ser^ it trop long de développer 
lei , prouvent que ce célèbre tralté astronomique , dont 11 nous reste une rédaction un peu altérée 3), ne 
peut guère étre antérieur au Y* siècle de notre ère. C'est donc au Y* sièele, ni avant, ni après, qu'Aryab- 
batta doit étre place. Mais le Sourya-Siddhànta existait avant lui, puisqu'il Ta commenté. U n'est donc 
pas le plus ancien écrivain indien sur les mathématìques, mais seulement le plus ancien dont ou sache 

le nom. 

Ensuite M. Cantor aurait dù dire que SwrythSiddkànta et les autres Siddhàntat anonymes, qu'on di- 
sait révélés par les dieux , et les oeuvre? d'Aryabhatta au Y* siècle, de méme que celles de Brahmagupta 
au YII* siècle et de Bhascara Acharya au XII* 4), portent les traces Irrécusables d'emprunts faits à la langue 
grecque et à la science grecque d'Alexandrle. C'est là un fait Important , qui ne peut plus ètre conteste, 
et que M. Albrecht Weber, entre autres, a mia dans tont son jonr 5;. Un seni des traités sclentifiques In- 



IS) Yojes VjHhemnm tno^, d. da M Juìb 1864. — 1) Die Jttder^ p. 59-49 de M. Cantor. — 2) History of ancient tatukrU 
liUraUurtt » far asti tttuMtnUi$ the primitive reUgùm of the brakmans. Seeond ed. reriaed. isflo, ln-6, 807 pages.— 3) Le texte 
da S<mrfaSiddhdntu, avec an anden eomnieiitaire aanakirtt, a été pnbllé à Galeotta par M. ntz Edward Hall, dans les nn. 79, 
IU6, 116 et IM de la BibUolheeq indica. Tal ioos lei yeux deox tradocUons an^alaet oomplétes da Somyo'Siddhdnta.'Vnne fatte 
par M. Borgeas et tanprtmée vnt on ampie commentalre de M. Whitney, à llew>HaTen dani le Conneeticat, 1860, ln-6. de 364 pa- 
ge* ; raatre fatte par le pendii Bapa Deva Saitrl rt pobliée dans la BibUotheca iitdiea, new leries, n. 1, Galeotta, 1860, ln-6. de 
99 pages. — 4) Tal aoos |es yeoz la tradoetion anglalse da Siddhànta Siromani de Bhaaeara, fatte par M. Lanoelot WllUnson ft 
par le pandlt Bapo Deva Sastrl, et pa]>Uée dun b BiNkrlheea indica, new leriei, nn. IS et ss, Galeotta, 1863, In^., p. I01-M9, 
fldsant solte taSom^a'Sidd h inla^i) deadem iad k e For fm m ge it iftsr die imUeehe Uterutm^eeekieht e t p. :oo-U» (Berlin, fSH* 
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dieos qof doos restent eit étraiger i rinfloeoce grecqne: c'ett le CtUmidrier da Yiiùt €). Mais II jlorttf 
la trace certaioe d'ane iofloeDce babylonleooe, et c'est eueore là no fdt important que M.Weber 7) a constale 
et que nona rappellerona pina tard. 

Mala revenona. à M. Gantor et à la niimAralioii indleODe. Dana cette Doméràtlon , A y a deox choaea 
à coBsIdérer, aavoic: 1* lea figores représentant lea noiiibrea; S* la yalear de position attrtbnée i ces 
figorea. Or lea lodiena avalent un ayatéme de dix cbUTfea ( y conapria le léro), qui, avee la Talenr de 
poaiUofi f lenr aeryaient i exprioDer tooa lea oombrea , et aa ym* aiède Ila ont commmiiqiié ce ayatème 
aox Arabea orientaox. Quelle est, chea lea Indfena roflgioe de eeachifljrea, et en aont-lla lea ìoTenteiiraT 
Vollà noe première questloD à résoudre. Pula mie aeconde quealion tonte aemblable se préaenle povr la 
valeur de posllioo. M. Gantor a tralté eea denx qneationa aolvant cet ordre, mala en lea mèlant nn pen 
enaemble. Pour montrer qn^ellea aont bfen diatlnctea, et qne la aolutlon de Tnne n*entralne paa celle de 
Tantre, je vaia préaenter lei qoelqnea consldératlona préllmlnairea. 

M. Alexandre de Humboldt 8) a remarqné qne la noméraUon Indlenne par nenf cblffirea ayec le zèro 
et la Talenr de poalUoo n> paa étó apportée de llran anr le aol de Inde par lea Aryaa orientanx parlant 
la langne aanakrite, pniaqn'on n*en tronve paa de traeea chea lea Aryaa ocefdenlanx parlant la langne 
zende. En ootre , M. Max MÙller 9) a proiivé qne jnaqn^à Tépoqne dea conqnétea d'Alexandre Pécriture 
n*6tait paa employée dana linde ponr lea oeuvrea Iittéralr«a, et qne lea Yédaa, lea brahmanas^de granda 
poèmea didactiquea, dea traitéa de grammafre, eie., étaient tranamia nnlqnementparlaméffloire dea brah- 
manea et par lenr prodlgienae édocatlon mnémoniqne, dont la deacription nona a été conaert ée. Lo mème 
aavant a mentre qne poortant Técriture anr plerre, anr metal et anr papier de cotott, ponr certalnanaagea 
de la Vie, civile et domeatique, existait dana Tlnde avant Tépoque d*Alexandfer, mala qne probablement elle 
n^ remontait paa an delà dn commencemtnt de la periodo Ifàéralre dea Soutra», qui avait anccédé, venf 
600 ana avant notre ère, à celle dea brahmanat, poatérienre elle-mème à celle dea Mantrat on recneila 
védiqnea, qni, compriae à pen près entro Pan 1000 et Tan 800 avant nofre ère, avait été précédée de 
celle dea Chandas, c'eat-à-dTre de la oompoaitlon ancceaaive dea hymnea antiquea dn Tèda. Ainai , troia 
alèclea avant notre ère, Tnaage de récritnre était encore trèa reatreint dana linde, et aix aièclea avant 
notre ère il y était probablement Inconnn. Gependant lea Indlona, comma certaina penplea do rAmériqne, 
ponvaient avolr dea chiffrea, avant dea poaaéder Tnaage de récritnre. 

D^aillenra, aaoa empioyer dea cUfTrea, lea Indlens ponvaient caTcnler à Taide de Vabaeui A bouIea,qne 
nona avena rencontré enGlineaona le nom de Sfitan^an,- doni Texiatence à Babylone eat au moina trafaett^ 
blable, et dont nona conafaterona bientót Tnaage en occidenf 10). Or, dana cet inatmment, chacune dea bonle» 
enfiléea représentait une unite , mala eoa unités étaient de d|rrérenta ordrea décimanx anivant lea rangéea 
auxqnellea lea bouiea appartenaieut. Ueat doncpoaaible qne la notlon de là valeur de poaition alt été pina an- 
cienne dana linde que Templol dea cblffirea et do Pécriture. Getto notlon anralt dono pu ètre appllqnéo par 
lea Indiena asx dkìffrw dèa Tépoque où ila anraient commencé d*en avolr , a'ila avaient eu tont de anite 
la penaée d'en fixer te nombro à i^, et d'y joiodre le zèro. Maia nona verrona qùlfa paraiaaent avoir eu d*aBortl 
dea cbiffrea pina nombrenx, aoxquela la vafeur de poaition et le zèro étaient ètranger. 

Rédproqoement lea neuf chiffrea Indiena, avec dea figurea à pen prèa aemblablea et comme repréaen- 
tant lea neuf premiera nombrea , anraient pn appartenir d'abord chea lea Indiana à un ayatéme de cbilArea 



6) Tal tota 1m yaox 1« tette el la tndtKtioo allemaDdé' da CatmMtfr da Féìm, pobUée avee on ampie conuDmtalra par 
M. A> Weber (Eitnlt dea MéoAolna de raeadémie dea idenoea db BerUn, fsas, li»-l., Iso pagea ). — 7) Véber dm FtdtJtaUmder, 
p. 14, 15, aa, « et ao. Cooipares le méne auteor, 17<ò«r dU vedùehtm NaxtOm, 1 Tbeil (Ae:deaicieiieea de Berlin, laai), p. aaa, 
aos, »7 rt 108. ^ 8) Deber dir bei vendtiedim fatktm UUehem SyttemevonxahIàtickmwaUerdmrnprmitdeiSteUèmpertkm 
la dtm indùektm Zahlm ( daoa le Joonal de matMmatlgaes de Crdle, 1896, t i^p; 906 et aolr.), et Cmno», 1 9, Il partle, eh. 6, 
D«tè It, p. 153 de la tradootlon fran^abe. -> 9) Hlttotf^ aneitiU aamtkrit Hteraimt, aeeond ed., eiiap. s, p^. 497-59». Yoyei ani* 
M. Wettargaard, Veber de» aUeeten ZeUramm der tmùeekem GeeeMehU, p. 10-44». tradocUon da danob en allemand,. B^la» ,. 
1869, ln-8. • io) Yojrec d-dèiaas, etaap. n et IH, et d-aprèt, cbap. IX et X. 
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|4o8 nombrenx et stns zèro ni yalear de position , et les «otres chiffres do méme systAme aoraìent pu 
disparaltre , qnand Tinventlon da léro et de la Talear de poaitiof^ serait yeotie les rendre iDatiles. Maia 
11008 TerTODS qoe les neof chlflres Indiena aoxqoels la valeor de posiUon est attachée o^appartenaieiit ao 
systAme des chiflres employés par eox sana valeor de position. 

Un systAme de chiffres avec valeor dje posltipn et od aotre sana valeor de positioo peovent coèxister 
.chea on méme people. AìdsI chea noos les efaiflires romalossontrestés pporcertains osages, malgré Tempio! 
plus commode de ceox jp*on appele firiabé*. De méme, daos linde, poor exprimerlesnombre8,Aryab- 
hatta employait des combioalsonja dei lettres daos lesqoelles les voyeUes jooaieDt le rdle de moltlpUct- 
leor, sans valeor de position 11), et cependant la valenr de posif}oD élait bien connoed^Acyabhatta; car 
il Mvalt commentò le Sourya-SUdhànUa 18): or, dans ce poème aslf onomiqoe , la valeor de position est 
appliqoée i des mota symboliqoes qoi y sont topjoors employés popr remplacer les neof chiffres et le 
léro 18); et ces chiffres eox-mémes étaient en osage i Tépoqoe de la rédaction do Sourya-SUdhàiUa; car 
le mot symboliqoe omImi, dont le sene pro|^ est ^^m mmiral,B)[ troove mia 14) poor exprimer le nom- 
bre 9, parceqo^l a neof aignes noméraiox 18). 

Aprèa ces réflexions, otiles poor diriger ootre marche et poor aoppjéer i dea omlsaions de M. Gantor, 
abordons avec Ini la qoestion de Torigine des neof chiffres indiens et do léro. M. Cantor remarqne, après 
M.jBadc, qoe les savants de Ceylan ontiO chiffres, savoir: on poor chacon des neof oombresaodessos de 
X(^, on poor chacon dea neof nombres de dixalnea , un poor 100 et on poor 10|PO, .et qolla n^emploioot 
ni la yijeor de position ni le zèro, mais qoe les neof slgnes des onitès slmples leor senrent comme mol- 
tiplicateor poor exprimer Jes nombres de cenlaines et de milUers 16). M. Gantor aoppose qoe ces chiffres 
et ce systéme de nomèration ont ètè portés de linde à Ceylan avec le booddhisme, et il est lente d*en 
conclore qoe Tinvention de la valeor de position daoa linde doit étre pina recente qoe notrodoction do 
booddhisme à Ceyian , c^est-à-dire qoe le milieo do III* aiècle avant notre ère 17). Maja, qoand blen méme 
le fait de cette importatlon de chiffres indiens serait vrai,cette conclosion ne serait pas lég^time, poiaq^on 
aotre ayatéme de chiffrw aorait pò coèxiater dans linde. D^ailieors, on fait dont M. Cantor aoralt'dA a*en- 
qoèrir, proove qoe ces chiffres de Ceylan n*ont paa ètè importéa dans cette He par lea booddhiatea In- 
diena: ces chiffres, employés dans les livree en langne singhalaise, ne le sont jamais en pali, c^eat-i- 
dire prècisément dans la laogoe aacrèe dn booddhisme, langoe qoe les bondcSiistes indiens ont Importèe 
dans llle 18). 

En pali, les noms de nombre sont sooveot ècrits teot ao long, oo bien ijsaont exprimés qoelqoefois 
par des mots symboliqoes qoi remplaceot les chiflires a;rec jaleor de position. Mais sortoot, comme M. Fiin- 
aep 19) le dit fort bien, daos le pali, de méme qoe dans le sanskrit et dans les aotres langoea qoi en 
dèrivent, le mode prédominant et les plos ancien d^exprimer les jiombres consistalt, comme en greeet 
en latin , dana Pemploi de iettrea rangéea soivant un ordre alphabétiqoe. 



Il) Yoyez M. LaMcn, JndiMU JlterOumàlami», 1 1, p. 11»-1I41.~ 13) Yojes WOmmi, dté par M. La«en, Ind. Ali., p. 11S7. 
— IS) Yojrez la tradacUoD anj^abe de M. Bqrgeia, /n/rmlMetory note, p. Ili, et poor plus de détaOi M.YcepdEe, Mémoire mar Is 
pnpagaikm de$ eh^ffreg Mieiu, p. lis-llfr ( teb, IttS, in-8 ), et M. Guérin, J$trmoml« indiemu, chap. XH, p. issato CPaik. 
18*7, in-e.). — 14) SottrffO'SiddkéiUa, 1, 80, 81, 87, as, 4t; H, 17, 10, »; ID, 4r, XII, 8S, 87 «t 8».— 1») Ygyes M. Woepcka, Mém. 
tmr la prop. da ekfffre» iitd^ p. 118-116, et eonparez TeipUeatioo ile «e mot anka dana Albiroanl dté par M. W(B|wfce,p. 84.— 
18) Yoyei M. Pihan, p. 1S8-141.— 17) M. Cantor (p.60), à Fesemple de M. Bro^aus , place oet évteeaaent /m Y. dède anuit 
ootre èra. Mais M. BeDley ( art. IwtUn dans rEocydopédie d*Endi et Gmber ) le place avec /alaon deax slèdet plus tard. En 
«ffet, rintrodoction da booddhisme à Ceylan eat Uea Fannée qui soÌtH cdle do ooodle booddhiqoe de Patal^ootra. €^, le rol 
Aifoka, ioos leqoel fot lena ce eoodle, étalt eootemporalo d*AntlodnM (Hiéoa), rat de^yile, de Ptotènée ( PfaOaddphe ), rei 
dTgypte, d'Antigone (Gooataa), rei de Maeédofne, de Magea, rat de Cyrèoe, et d*Aleundre CU), rol dTplx». Yoyei rinaerlplloo 
de Kapoor-di-GIrl, ezpUqoée par le lavént danote M. Weatergaard , 17<ò«r Bndéhaf» Todt^iahr, tradoetloo aDemande (Bndao, 
^88S, fn-8). — 18) Yoyei M. Plhan, p. 14M44. ~ 19) Exmiiiimlien «^ the ineeriftione «S eibmmt im efferate mtd BhaM inhA' 
Udt (Jornmal of Me atkMe aoeìett ef Beitgat^ «nU 1888, p. 818). Yoyai lepamate tnMkdt par M . Wopoke, Mémoire wr ia prv- 
pagaHom dee ek^ffree indieiu, p. 44-48 (Parti, 18», Id4 ). 
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N008 allons voir qqe yen le nord de Hode, dtos le Gazante, dee ehlATres stns Taleor de poeitkm 
éulent empJoyés josqu^au lY* siede de notre ère. Mate oe fait De proove pas qoe,poiir d^aoUes nsagee, 
mie Duméntioo par nenf chlffres, avee la valenr de poaition et le zèro, ne fi&t pas conDiie alon dans 
le Gozante méme, ni sortout qu^noe telle noméntlon Ittt loconnne dans linde entière. 

RevenoDS à M. Cantor. Sur des mooDales et des plaqoes ^t cnivre gnvées par ordre des satrqies 
de Soorachln dans le Gazante aa lY* slècle de notre ère,M.Prinsep avalt ero décomrrlr no système eoB- 
posé de 9 chiffres et da zèro, mais avec des varlantes poor ehaqae ehiffre t0),etil avalt troavé une ras- 
semblance entre ces figares et les lettres initiales sansloltes des noms des nombresl,2,S,4,5,€,7,8 et9, 
et da zèro (founya), telles qae ces lettres ètalent formèes dans des alphabets Indìens des premiere siè- 
cles de notre ère 21). M. Cantor (p.€&-(»B) veot qae MM. Thomas et Stevenson aient confirmè, mais com- 
plete, ToBOvre de M. Prinsep, en troavaot de plos, sor ces mèmes plaqoes et monnaies, des diiffires poor 
les neof nombres de dixalnes, poor des nombres de eeotaines et poor le nombre 1009, et en y recon- 
naissant de mème les initiales des noms de nombrefCorrespoodants. fl y a do vrai et da faox danscet 
exposé de M. Cantor sor les dècoovertes de MM. Thomas et Stevenson. II eet vral qoe ces deox savanis 
ont ero poovoir confirmer le fait general de la ressemblance de ces chiffires avec les lettres initiales des 
noms de nombre conespondants. Mais, comme noos le verrons toot-à-rheore , ils ont changè la pln- 
part des valeore nomèrales assignèes par M. Prinsep aox figores qoll avalt recoeillies,etlà oè M. Prinsep 
avalt ero trooVer on système de 9 chiflires avee le zèro, Mll. Thomas et Stevenson ont mentre qoll y 
avait on système de chilAres beaocoop phis nombreox , sana zèro et sans valeor de posltion 88). M. Cantor 
tp.€4^) reconnalt qoe tei est le canctère de cette violile notation nomèrale do Gazante, et 11 eoiidot 
( p.59) qoe ces vieox chiffires indiens devalent ètre Identiqoes aox chiffires slnghalals dèpoorvos de valeor 
de posltion , dont llmportatloo è Ceylan a ètè attriboè fiossement par loi aox booddhistes indiena. Mais 
la companison qoe , faote de docoments, M. Cantor n^avait pas pò ètablir entre les igores des deox aya- 
tèmes des chiffires , en mentre la diffèrence complète tt). 

Mieox renseignè qoe M. Cantor sor toos ces syslèmes de diiffires , M. WoBpdce 14) arrive pooftant, ai 
je ne me trompe , à noe condodon beaocoop plos erronee, n veot qoe le neof chiffires hidlena noder* 
nes , avec valeor de posltion , soient nès dHme transfbrmation des neof premiers chiffires des satrapea de 
Soorachtn, et qoe ceox-d ètant dèrivès des lettres de Palphabet aanskrit , les igores des neof Aillkea 
indiens emprontés è linde par les Arabes orientanx soient eertabiement tootes originalres de linde. Mab 
commeot s> prend-U poor ètablir ndentltè dea neof vieox chlffirea de Sooraditn, d\nie part avee lea 
initiales prises dans lea vieox alphabets sanskrita, d^aotre part avee les neof Aiflkea do ayalème ìadkm 
liè ao zèro et è la valeor de posltion T YoUi ce qoll ^agit d^examiner. 

M. Wmpcice ( p. 4547 ) prend son point de dèpart dans le tableao drèaaé par M. Prinsep, qoi a? ali era 
troover sor des monnaiea et des plaqoes gnvèee de Sooraehtn on sysiAme de neof diiflrea avee le lèva 
et la valeor de posltion. Cependant U est force d^avooer (p. 4i, note 1 ) qoe le savant M. Edward Tho- 
mas, dans son èditlon des csovres de M. Prinsep, a niè avee nlson la valeor de posltion de cea tàìAm 
et Texistence do zèro dans ces Inscriptions de Sooraditre. Mais M. WcBpcke prètend qoe les condosiona 
de M. Prinsep sor le npport de ses neof chUfres avee les initiales sansldtes sobsislent dans tonte leor 
force. 11 me semble qoe c*est beaocoop trop dire. Car n aoffit de jeter on coop d*OBÌl sor les tableasi 
compantifs qoe M.Pihan ( p.CMS) areprodotts, desdiiffires de Soorechtre tant d*apfèa M. Prinsep qm 



90) Yoya M. PQumi, Bgpoté «te., Inliod., p. XVUI-ZIX, ooCe s d» li f. XTOL — 9f ) Toyv M. ritoiii , éam TtaUO» 
(note It), Jomrma t(f tkt matai. me. pf Bengala aviil, isas, p. SM-IM; tot OBofiM de M. Priamt paMiéM ptr M. Mw t 
WÈà (M$m\f» om Uiian omtifM iti ei, kUlorie, nmm i t malk mnd palgogfWfkie, of the Ma laiMi MMep , to widi aÉ« 
V^fitl taUei, etc London, IMS, S T9I, ìik6 ), t s, p. 7M4,.et plendiet XL et XL «; et U npcodaeUon de e« deu 
per M. PUian, Inlrod., p. xn, note t de la p. XTIII, et p. «s-as.— ») Yoyei ILPOnn, p. SMS. — as) Tofis M. HMa^p. 
«t p. 141. - M) Mématn mr la propifMliM d« ekVfirm kt Umu , p. «^ ( ftidt, ISSI. !»«.). 
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d^après MM. Tkoinas et Stevenson , pour voir qoe , par suite dea rectlficalions apportées par ees deux 
savants, ia plupart dea neuf chiffrea de M. Prinsep changentde significatìon. Ainsi non-aeulement on volt 
qne dea chiffrea pria par M. Prinsep pour 2, pour 7, pour 8 et pour 9, signiGent 20, 70, 80 et 90, et qu'on 
chiffre pris par lui pour 3 aignifie 300; mais, de plus, on voìt que le chiffre pris par lui pour 1 vaut 30, 
qne i'une dea deux formes attribuéea par lui au S est une variante du chiffre signifiant 30, que Tune de 
sea deux formea du 4 est un 8, que sa forme unique du 6 vaut 10, que Tune de ses deux formes dn 9 
vaut 60, et quii n*a rencontré tout-à-fait juste que pour trois chiffres signifiant 4 , 5 et 10. D'un autre 
coté, on voit que, dana le tableau dea chiffres expliqués par M. Thomaa, le 1, le 2 et le 3 aontfigurés 
par une , deux et troia barres parallèles , comme dans Técriture hiérogiyphique des Egyptiens et comme 
dana le sysléme des barres numéraies dea Chinois, et il me paratt difficile de trouver un rapport marqué 
entro lea figurea dea chiffres de MM. Thomas et Stevenson pour les six nombres auivanta, etlea initiales 
dea noffls de nombre correspondants dana tei alphabet sanskrit qu'on voudra choisir. Si donc MM. Tho- 
mas et Stevenson ont raison , les lettres sanskrites auxquelles certains vieux chiffres de Sourachtra ressem- 
bleraient suivant M. Prinaep 25), ne aont pas les initialea des nombres exprimés réellement par ces chif- 
frea: si, par exemple, le chiffre qui vaut 6 auivant M. Prinsep, mais qui vaut 10 anivant M. Thomas, 
resaemble à la foia aux vieillea lettrea initialea sanskrites des mots thash (six) et dafan ( dix), il faut 
qne ces resaemblancea aoient d^nn élaaticité blen complaiaante. 

Suppoaons pourtant que lea vieux chiffrea de Sourachtra pour lea neuf premiera nombrea aoient dea 
initialea aanakritea pina ou moina altéréea: il reaterait à prouver Tidentlté de cea vieux chiffrea déponr- 
vns de valenr de position avec lea neuf chiffrea indiena auxquela la valeur de poaition eat attachée, et, 
pour établir cotte identité , il faudrait poovoir montrer entro cea deux ayatémea de neuf chiffrea une res- 
semblance qui, f oae le dire, n'exiate paa. M. Woepcke ( p. 47 ) n'a paa méme eaaayé cotte démenstration 
impoaaible. 

Ponr arrlver an mdme but, il a pria un antre chemln (p. 47-53), dana leqnel nona allona le aoivre. 
D^aprèa une remarqne inconteatable de ce aavant ( p. 53-67 ), lea chiffrea gobàr dea Arabea oecidentanx aoot 
bien plus aemblablea am ndtrea que lea chiffres indiena empnmtés par les Arabea orientanx dà YlII'aiècle, 
et sartont qne les chiffres indiens d^une epoque plus recente. Le méme savantpenae, comme nona le yerrons 
(ehap.XYlI), que les chiffres gobàr sont les chiffres Indiens sons la iorme qnlla avaient au Il'aièclede 
notre ère, et qne. ces chiffres, transmis alors de linde sax Néopythagorìciens d'AIexandrie, ont passe 
de là aux peapies latlns de Toccident et de cenx-ei tnx eonqnérants arabes. Or M. Woepcke ( p. 49 ) rénnit 
en an tableau synoptiqae: 1* les initialea sanskriles da DI* siècle poar les noms des neof pretniers dodh 
bres et da zèro ; 2* les formes les plus anciennes de noe cliiffires d*après m manoserit de Boèce da XI* 
siècle; 3* les chiffres gobàr des Arabes oecidentanx ; 4* les chlflìres indiens des Anbes orientanx da X* 
aiède. Entro la seconde ligne de ee tableau et la troialème. Il y a presqae Identità ; entro cea deux lignee 
et U qoatriènie, il y a reaaemblance evidente poor les ciilflires 1, 8,^, 4, 9 et 0, mala poar ceox-là seule- 
ment; et non poor les efaiflires 5, 6, 7 et 8. Entro la première ligne et lea troia aatrea, il y a très pea 
de ressemblanee. U fant dooc eondare qoe vraiaemblabiement ni lea chiffrea indiana poor lea nombrea 1, 
2, 3y 4, 9 et poar le zèro , ehiffires identiqaes anx chiffrea gobér coneapondants, ni ies ehiifres indiens poor 
les nombres 5, 6, 7 et 8, efaiflires très difièreots des chUfres gobàr , ne viennent dea iettres sanakritea ini- 
tiales dea noma de nombre. Alnsi eette comparaiaon toome contro lliypothèae gabelle dovali confinner. 
Maia il y a contro cotte bypothèae qaelque choae de plaa déciaif. Nona allona prouver quo, blen loin d*étre 
tona des letires de Talphabet aanakrit pina on moina modifiéea , les neuf chiffres indiens , oa do molns 
ebiq d^entre eox , ont une origine étrangère anx popnlationa qni parlaient la langne aanakrite. 

Sappelons-nons qne ehez lea Egyptiens, panni lea neof premiera nombrea ordìnaoxdeajooradamols, 
il n^ a en a qne cbiq qoi aoient expriméa chacon par on aigne unique dana récritvrefaiératìqao, aavoir. 



») La ploiMit d« iwwialilMmii tont loin de nt pazalln tngfautn. Yoya J«.taMeaa eovfpyratir, icvc n 4et plandiM 
de M . Cutor. 

Tom. V. N. 5. 35 
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les Dombres 1,8,3, 4 et 9, chacan des qnatro* aotres oombres ordinaox de joun étant exprimé parla réu- 
niOD de deox qaatre premien gignea26). Or dous veDOoa de voir qoe les Dombres 1, 8, 3, 4 et 9 aoot pré- 
cisémeot ceax pour lesqoels les chiffres iDdìeDS des Arabes orientaox do X* sìècie, et méme les ehiffires 
ssDskrits modemes , sont tròs semblables à ceox des maouscrits de Boèce et à cenx da syst6me gobàr 
des Arabes occideotaux. Pour les figores biératiques des Dombres ordlnaux 8 et 8 la ressemblaoce avec 
les chlflfres lodiens et avec les ndtres va presqne jasqo^i Tidentité; il en est de méme poor noe des deox 
formes biératiques do chiffire ordinai I; poor le Dombre 9, il y aoraìt de méme presqoe identité, si la 
qoeoe do chiffire égyptieo o^allait pas de gaoche à droite , ao lieo d^aller de droite à gauche; poor le chif- 
fre 1 , la ressemblaoce est grande 87). Dans la notation biératique des cìnq mémes nombres prìs comme 
cardinanx, les formes sont un pen altérées, et quelques unes des ressemblances sont molndres 88). 

Or il est impossible d^attribuer au hasard cette ressemblaoce si grande que ces cìnq ehiffires ordinaox 
pour les jours do mois , les seols ehiffires employés dans la notalion biératique égyptienne poor les noon- 
bres de joors ao dessous de 10, présentent toos avec les ehiffires correspondants chea les Indiens. D*on 
aotre c6lé, ces cinq figores étant arbitraires, leor invention par deox peoples différents ne poorrait s*expli- 
qoer ni par lldentité des procédés natorels de Tesprit homaln , ni par la natore méme de ces figores et 
de ces nombres. Ainsi , d^après les princìpes qoe nous avons posés dans VlnirodueHim, il font reconnaftre 
que ces cinq ehiffires ont dù étre inventés par un seol people, et s^étre transmis de ce peuple aox autres 
chea lesquels on les rencontre. Or nous avons monlré ( chapitre 1. ) que ces chiflres biératiques ordinaux 
des jours du mois sont très anciens en Egypte , et qn*Us se rattachent aox princìpes prìmitifs de la no- 
tation hiéroglyphìqoe des nombres , prìDCipes déjà effacés dans la notation hiératiqne , poortant bien an- 
cienne , des nombres cardinaox. Ces cinq chiffres remontent donc en Egypte josqo^à une époqoe où cer- 
tainement les Aryas orientaox n^étaient pas encore arrivés sor le sol indien. Ainsi ce qni reste è savoir, 
c*est comment et par qoelle voie les peoples Aryas de linde ont re^ ces cinq ehiffires égyptìens. Mais 
c*est là one qoestion qoe nous réservons , poor la traìter plus tard dans la suite de ce travail. 

Considérons maintenant la vaieor de posftìon , indépendammeut des figores des neuf chiffres et du zèro. 
M. WoepckeSy) dit fort bien qoe les indiens , avec leor genie pen propre aox sciences d^observation , mais 
très porte vers les spéculatlons tant malhématiqoes qoe métaphysiqoes , s^étaient adonnés de bonne 
heore à l'arithmétìqoe , avec one notion très nette et très étendoe des di vers ordres décìmaox d'onités, 
comme le proovent les grands nombres , poissances de dix , exprimés chacnn par un nom dès Tépoqoe 
védique , et comme le proove mieux encore on calcol prodìgieux qo'on rencontre dans le LaUtavUlara, 
oovrage bouddhiqoe écrit ao 111* siècle avant notre ère, c*est-à-dire vers Tépoqoe d'Archimede, et dans 
leqoel ce calcol est cité comme anciennement conno dans Tlnde. Or, le calcol do LaUtavUtara ressemble 
presqoe de polnt en point à celoi de VÀrénaire do grand mathématicien grec, avec cette différence, qoe 
le livre indien exprime par on seul mot chacune des grandes poissances de 10 prises poor unités ooo- 
velles, tandis qo'Archimède emplole pour le méme osage les expressions de premUrs nombret, secondi , 
nomltres, troisièmes nombreSf et ainsi de suite. Je penso , avec M. Wospcke ( p. ^189 ) que les indiens, 
étant aussi avancés qoe ce calcol le proove en matière d'arithmétìqoe decimale , étàient heoreosement 
prédisposés poor inventer Tart d*exprimer toos les nombres par récrìtore ao moyen de dix figores qoel- 
conqoes, dooées d*one vaieor de position decimale , et doot une, prìse isolément, aoraittin vaieor nolle. 
Or noQs veoons de constater qo^ao moins dès le Y* siècle de notre ère, époqoe do Scwrya-SiddkAmia , 
les Indiens possédaient cet art , dont noos ne troovons de traces aossi ancìennes chea aocon aotre people. 
Il est donc naturel de leor attriboer cette invention, comme Tont fait les Arabes, qoi la leor ont empmo- 
tée et qui nous l*ont transmise. 

M. Gantor (p. 67-69) n'est pas éloigné de partager cette opinion; mais il n'en comprend pas assei 
tonte la probabililé , et il a le tort de dimlnoer rantiqoìté constatée de la valeur de positiop des chiffres 



36) Voya d-dessus, clupitre L — 27) Voyei le Ublean de M. PUuui, p. 41—98) Par «xemple, let chUfra» s et S Mwtcendlért 
jor le o6té. Voyes le tableau de M. Piban, p. se, coloone S.— :») Ménurin sur ta propagaiioH de$ chiffres indiens, p. «8-*^ 
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dans riode. 11 dit d'abord qoelqaea moto sor la Dotation dea nombrea par lea lettrea de Talphabet aanslcrlt 
aana valeor de posUioo , telle qoe cette nototion se 4roove chea Aryabhatta et chea d*autrea poètea di- 
dactkpiea SO); pois il expliqoe deox nototiona avec vallar de poaition, ositéea chez dea écrivaios de la 
mème elaase, Dotalions dana ieaqoellea lea neof cbiffrea et le zèro sont remplacéa solt par des lettrea de 
TalphabetSl), aoit par dea moto symboiiqoes 38). Joaqoe là, e*est fort bien. tfais, à en crolre M. Cantor, 
il ne aerait pas proové qoe IHisage de la valeor de posiUon remontftt «o delà do eommeDcement do Vii* 
aiècle de notre ère, et la première preove certaioe de rexIateDce do zèro dana Tlude se trooverait chez 
Brahmagnpto ao VII* aiècle , de aorte qo'eotre lea iDdleos et les Chioola la qoeatioo de priorité resterait 
indecise. Il est malheoreiix qoe M. Gaotor n'ait pas porte soii attentlon sor lea eooaidérations par lesqoelles 
M. Reinaod a étobli qoe le zèro a été empronté par les Chinois aox lodiena SS). 11 est plos malheoreox 
encore qoe M. Cantor semble ignorer josqo'ao oom d^on célèbre oovrage astronomiqoesanskritdaV'siè- 
ci» de notre ère , dont le texte et deox tradoctions ont été pobliées , c'est-à-dlre do Sourya-SiddMMta, 
dana leqoel on a signalé depois longtemps l'empiei perpétael d'one nototion représentont par des moto 
symboliqoes le zèro et les neof cbiffres avec valeor de position, et dana leqoel one locotion symboliqo^ 
proove, comme noos Tavoos constoté plos haot après M. Wffipcke, qoe les neof cbiffres eox-mémea ètolent 
connos de Taoteor de ce poème. Maia lea neof cbiffrea et le zèro , oo bien lea noma de nombre qo'iia 
remplaceot, n'anraient paa pò entrer dans le rbythme poètiqoe common à toos cea oovragea didactiqoea 
en langoe sanakrile, et voilà poorqool Sourya-SidàMnia, Aryabbalto, Varaha-Miblra, Brahmagopto et lea 
aotrea poètea didactiqoea indiena ont employè lea divers modea de nototion dont il vient d^étre qoeation. 
Ainai il est proové qoe lea neof cbiffrea , le zèro et la valeor de position ètolent connos dana Tlnde 
an y* aiècle de notre ère. il n'^est paa proové qoe toot cela ne solt paa aoaal ancien dans Tlnde qoe Tosage 
de rècritore ; et il n'eat paa proové qoe la valeor de position appliqoèe à dea moto symboliqoes poor lea 
neof premiere nombrea et le zèro ne soit pas plos ancienne encore. Enfin , il est certoin qoe cinq des 
neof ehiflres ont existè en Egypto, avant d'ètre employèa par les Indiens. Mais la valeor de poaition étoit 
inconnoe aox Egyptiena, et c'est probablemeot aox Indiens qo^en est doe Hnvention , avee celle de IHiaage 
do zèro , aana leqoel la valeor de position n'eat qoe peo commodément applicable. 

T« I<a Tfe de Pjrthasore. i; 

Paaaaot de linde à la Grece M. Cantor reprend poor gnide M. RoBth. Nona avona dit (chap.l ) combien 
lègèrement ce gnide peo sur avait traitè Thiatoire d^gypte.Qoantà linde, il a*ètoit dispense d*en parler 
dana aea recberchea sor les origlnea.antiqoea de notre' pkihtapkie oeeidtntaU 8), soos le prétexte qo*on 
ne sait rien de prèci^ aor la philosophie Indienne et qo^elle a été aana infloence sor Toccident Atnst M. Roeth a 
ignoré oo dédalgnè lea travaox de Colebrooke, de Schlegel , de Wiodischmann» de Bomoof, de M. Laasen 
et d^aotrea savanto aorla pbilosopble indienne, et il a mèconoo rinlloence, parfaitoment démootrèe par 
M. Laaaen S), de ceUe philosophie et do booddblsme sor Tècol» grecqne d*AIexaodrie et aor qoelqoea 
aectea chrètiennea dea premiere sièciea de notre ère. Poor la Perse et Zoroastre , M. Rffith I) s'en estteno 
aox travaox d^Anqoetil Doperron et de Kleocker , sor lesqoela il a bàti sea hypothèses. SII avait daignè 
consulter lea savantos recherches d'Eogène Bomoof et de M. Laaaen, confirmées par cellea deM.Spie- 



ao) Comp«m M Pihao, Expoté du ti^rm dt nmnh^ùm, p. s»-èl. — Si) Compuei M. POiao, p. «l-«ii, et M. Jaoqoet, (UdS le 
NocnreÉO Jornmai Mtati^M (Paris, aoùt, 1836 ).— SS) Vojrez AlUrounl, puMge traduit par M. Wcepcfce, Méwt. $ur ia prop, dM 
ekiffm ùid., p. 102-10», et le Mémòir» de M, B. Jacqaet sor le Ifode (Tearprcmòii $gmiboHtu»dsinomhrt$tmphifépmrlé» Inditm, 
ÌM ThOétaiiu et In JaoamaU (Noav. Jattm, utmk. Parta, JuiUet; 18»).— SS) Jeadi dei ituer., t XVm, S parile, p. tot.— 1) Du 
Uèe» dee P^thagonu, p. 70-8S de M. Cantor. —3) Geeekiekte umsertr •bemdìmmdieekem PhObeoghU, I Band, Di* ^fKpiiMiU wd 
die Zontuiritehe eUmbe»$Uhre, Eloleltang. p. tt. — S) Indiaeke AUe rthu mt ku m d e, t a, p. 37a^4«a. — 4) T. l,p. a«7-4»»» et no- 
te* 8M«7ao, p. M6-9M à la fin da votame) 
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gel S), a s^Mnit pM tìà$^ét Twatìqte tomaatn v c oa te fo rai i dTJyHaaye fèn et Pwii d i maS»n 
éùnA fjlkagore avait mM let le^OM à Babjrloae. 

Pov la biogr^Ue de Pytkagore et des pi» aacieBS p M w o phe i et la Grece , m tìnA màmeal qae 
IL Idk mnS/l mromwé des aésoires ntiaes de ces pkiiosopbes, tasi il neoale avec aKvaaee les de- 
UOf de Icar rie. Daac le chapUre qae mms aBalysoM, et daat aes C f gin if t i i alef 7), M. Caator pré- 
tead qw la reatiMìM de la vie de Pylka^ore par V. ftoeth est ■■ chef-^mm&rt dr crififar, et q«e les 
poiais priaeipaax de cene histoìre t^appaieat sar da téaMMgaages ìacoatestables, saroìr: sar ccax des 
péripatéticieas Artstoièae et Dieéarqae , sairis toa|oars fdèieaKat par Porpàyie et par Jaaridiiiae, lors 
■èaie qaUs se les citeat pas. Mais , aa coairaire , Porpkyre et Jaaridiiiae dtcat fort pea Aristoxèae et 
ffieéarqae , et cUeat fréqaeauMat des aatears beaacoap plas réceats. M CIttssaay 8) a aoatré qae de 
booae beare la laUe s^étaìt eaparée de la vie de Py1l»gore, mais qae sarloat les aécplatoaideas Por- 
phyre et Jaaiblìqae oat traile cette ? ie ea coanNlatears de fables de toales les époqaes 9^ Qaaat à If . 'ÈaStkj 
il leaiUe vraiawat aroir era qae , sar la ? ie des aadeas pbilosophes de la Grece , les aarratioas les plas 
réeeates et les plas dreoaslaaciées élaicat les plas digaes de foi !•], et qa''aa Dea de les coairòler ea les 
cosparaat zite les léaioigaages les plas aocìeas et les phis sÉrs , il a*y arait qa'à iMagìaer des Boyeas 
de les eoaeìlìer eatre elles, et qa*à les raaieaer à aoe sorte de Traiseari»laace par la sappressloa de qael» 
<|aes traìts trop iacroyables. Coauae le dil le saraot et jadicieax M. Braadis 11), doat je tradais ici les 
expressions, le procède de M. Bcelh a consislé à rimmr , tmu ifia§e at eritiqwe, fealef let donéet 
ftmnAu par let eemtewrt ée tout let é§et , de mmàèrt à eu fnirt tcriir iet rieUt pretine reaiaarifar». 

M. Caator , qai reprodoit a? ec aoe cooiaoce trop docile ces rédts de M . ftcelh , appeOe lai-aièBM IS) 
ramtmetpiet les afeatares qai remplisseat la première Boitiè de sa biographie de Pytbagore, c^est-4-dire 
rbistoìre de ses loiataios voyages , arraogèe- par nmagìoatioo des rbètears grecs , paìs par celle des Néo- 
platooieieas et eafia par celle de If . Boelh. Ce roauo ne soatieat pas FexaaieD. Par exemple , il paralt 
certaia qoe Pytbagore est aiort aa bioìds octogéoaire pea de teaips après Faa 599 avaat notre ère , date 
de la destractioa de Sybarìs 13). Il est dooc faax qae , jeane eacore et loogtemps avaat de Yenir foader 
soa éeole ea Italie, il ait élé (ait prisooDìer à Meoipbis par Cambyse , doat Texpéditioo ea Egypte est 
de Fan 526 av. J.-C., qae de If empbìs il ait été Iraasporté à Babylooe , et qoll y ait coaversè pendant 
dooze ans, oon-seolement avec les aiages , mais avec Zoroastre 11), mori bien de siècles anparavant De 
Bième , en Italie , soivant one tradition très répandae dans Fantiqaité 15) malgré les protestations des cbro- 
BOlogìstes 16), Pytbagore auraìt ea poor disciple le roi Nnma, mort on siede avant sa naissance. 

Il n*est pas ininraìsemblale qoe da temps d*ABiasis, roi aaii des Grecs, Pytbagore ait fait na Toyage 
ea Egypte , comme le rétbeor Isocrate 17) le disait dèjà ; mais le voyage de Babylone est bica plas sos- 
peet. Sar ce voyage , comme sor bieo d'aatres poiats de la «vie de Pytbagore , il y a aa désaccord cobi- 



ft) Voyez iM tesici ettéi par Ea;. Bomoaf, C4mim.8tir U Yoftm , p. 4S4 et miìt., p. 438 rt pw 44t,rt per M. I ttun. tnd. jH- 
ttrtk., t f , p. » et miv., p. 40 et sidv. p. 7M-7M; t. 3, p. 107 et miìt. Coonparei M. flfiefld, AveaU, tndoettoa ellniieiHlf, t. II, 
p. yiU,ett. S,p. LXY. — €) Ge$eh. wuerer abendl. Pkilot, t i^jEnU- u. Zar. Glamb., p. MS-KS, et t 9, Geadi. der Gritdùaekm 
PMUmopMe (jaaqa*à Pjrthagore lodasi vcoieot ), p. 341-34S. — 7) P. SS-» et p. 367-361. — 8) Bistoire in rmmam dmms Famtiqmli 
fiteque et latine, p. »>SM (Paris, 1861, iii-8). — t) Poor joger de PesprU crlUqae de Néoplatooieiens, fl Jaot lire dans U M- 
ÌMotìUque de Photlas, raoalyie de U Mogiaphle da philosopbe Udore , écrlte par aon eoatenporaio le phUosophe Damaseias. 
— 10) Coiipara M. GhaflHWj, p. «n-iia. — ii) GewekiehU der E nw kkd mm § der frìeekueken PUfoMftUe.t l,p.l58 ( Berlin, 1881, 
io-8 ). Coiipara p 11^4. • li) Page 78, Ugna 4. — la) Yoyex M. Braodis, a Fendioit eité, et Hamdìmek der GeaekieU der grie- 
ehéaehen uml der rtemieehem PhUoeopkie, t 1, p. 411-416 (Berlin, 1836, in-8). — 14) Yoyez M. Bcetb, t 1, p. 381-846, rt M. Gao- 
tor, p. 7»-78. — 16) Yoyez Ooéron, Ttae. lY, l; Tfte-Live, l, 18, et XL, 1»; Dcnji d'HaUeamasK, jintiq. rom.. Il, 69; Ovlde , 
Métam., XY, 1-481, rt Platarqoe, Numa, efaap. l et 8. — 16) Cioéroo, Tlte-LIve et Deoji d'Halicamasse oombatient cette tra- 
dttioo; Ovide raeeeptr, Plolarqae est tenté de Feeeepter dans le ebapitre YIII de sa Vie de Nuwta, après avoir indiqnó dans le 
chapttfe I la raisoo ehroofriogtqae qol la rqMNiase. — 17) Bmeirù, efaap. XI. Sor ee voyage et sor celai de Babylone , voyop 
«Hd IMofèiw de Laerte, Ytn, S, et Jaabiiqoe, Sitr la aeiemee matkém. {Jiucd. frme. de YlOoiaon, t U, p. m-sii). 
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flet entro Porphyre et Janjblique , ces detix grandes autorités de MM. Roeth et Cantor. Jamblique 18), sana 
citer ses auteurs , raconte qti'après étre alle de Milet à Sidon et a'étre fait inètruire par les hiérophantes 
dea Phéniclens, Pythagore se rendit en Egypte, oìi, pendant SS ans, il étudia toutes les scìences dea prè- 
tres Egyptiens, et que, pris par les soldatsde Cambyse/il futemmené captifàBabylone,oìill s'instmisit 
dans tonte la sagesse des mages. Telle est la fable qne MM. Roeth et Cantor ont suivie. Ao contralre , 
Porphyre 19) raconte d'abord les voyages de Pythagore sana le faire aller à Babylone. Il cite ( p. 3-1) 
le récit de Cléanthe, d'après leqoei , dans son traile Des ehotet fabuleuses, ce futa Tyr que, toot jeune 
encore, Pythagore rencontra des Chaldéens et fot Initié par e» àleurs doctrines. Plus loin (p.9-lS), Por- 
phyre , s'appuyant sur Antiphon, raconte que de Samos Pythagore se rendit en Egypte près du roi Amasis, et 
qu'après avolr éte initié aux mystères des prétres de Diospolis , il revint tranquillement en ionie, au lieo 
d'étre emmené captif aux borda "de TEuphrate. Ensuite, à titre d^appendice, Porphyre (p. 13-15) ajoate 
la narration toute differente, insérée par Antonius Diogénès dans son roman des MerveiUet ineroyabìei 
qu*on volt au delà de Thalé^ et c^est là quii est question non-seolement du séjour de Pythagore en Egypte 
6t de son voyage volontaire à Babylone, oìi, suivant ce romancier et suivant le romancier latin Apulée 20), de 
mèflie que suivant MM. RoBlh et Cantor, il aurait recontré Zoroastre , mais aussi de ses voyages chez ies 
Arabes et les-Uébreux. Apulée 81) ajoute méme un voyage de Pythagore chez les brahmanes de Flnde. 

Dans ses Conclutiotu finale» ( p. 358-359 ), poar maintenir contre toutes les objectlons la vérité histo- 
rique du voyage de Pythagore à Babylone , M. Cantor dit quotine legende peut bien ajouter des circonstancea 
fabuleuses à un voyage réel, mais, qu^une fable rattachée au séjour d'un personnage dans un lieu déterminé 
proQve qu'il y a séjoumé réellement. En faveur de cet étrange principe de critique historique, M. Cantor al- 
lègoe i^exemple de Gerbert, qui, dit-il, élait ailé réellement en Espagne et en Italie, mais sana y rencontrer 
les aventures que la crédulité lui attribuait. Cet exemple est choisi d'une manière bien malheureuse. Ainsi 
quenons le verrons (chapitreXXI), le voyage de Gerbert chez les Chrétiens de Catalogne est vrai, comme 
les voyages de Pythagore sur les cdtes grecques de l'Asie mineure. Mais le voyage de Gerbert chez les Mu- 
snlmans-de Cordone est purement fabuleux, comme le voyage de Pythagore à Babylone, et comme les voya- 
ges de Pythagore en Arabie , en Palestine et dans l'Inde. 

La seconde partie de la vie de Pythagore, c'est-à-dire celle qui comprend son arrivée en Italie , l'établis- 
aement de son ècole, la fondation et la destruction violente de son institut, soulève des dìfficnltés moins 
importantes pour l'histoire des sciences : nous ne nous y arréterons pas. L'histoire de Phérécyde, de Tha- 
lès 82) et d'Anaximandre , mattres prétendus de Pythagore, n'est guères moins fabnleuse que celle de Py- 
thagore lui-méme dans le récit arrangé par M. Roeth 23) et accepté par M. Cantor (p. 72-73). Je m'arréte 
à im Seul point de ce récit. Mous verrons tout à l'heure ( chap. VI et VII) s'il est vrai que ces philosophes 
grecs aient emprunté aux £gyptiens et aux orìentaux des sciences toutes faites et très avancées. Le falt 
seraH iikdnbitable, sì, comme le dit M. Cantor ( p. 73 ), les Egyptiens avaient enseigné à Thalès à ealculer 
les édipses dk soleil pour on lieo donne. Mais j'ai dit ailleora 24), et je m'engage à prouver dans une 
4is8erlation speciale: 1" par la discussion des textes historiques, qu'il n'est pas suffisamment atteslé que 
jamals Thalès ait essayé de predire une éclipse de soieil pour un jour et un lieu donnés ; 2* par l'histoire 
de l'astronomie, qu'avant Hipparque le calcul d'une éclipse de soleil pour un lieu donne aurait été Im- 
posaible aux Egyptiens aossi bien qu'à Thalès. Seolement Thalès avait pu dire qo'one éclipse de soleil 
phéoomène naturel, qui n'est pas méme rare , et one éclipse de soleil ayaot en lieo à Milet, il a pò eo 



18) Vie de Pythagore, ed. gr. lat. de KQster (Amst., 1707 , io-i ), cb. 8 el 4, p. 10-15. — 19) Fie de Pfthagore, m«nie ed. — 
ao) Floride», U, 15, L s, p. 5«, ed. Oadeodorp et Bosieha (Leyde, 17M-1823, 3 voL in-4 ). — si) P. 6«*b7.— 13) llialès D*«valt rfen 
éertt. Cftk k tott qae M. Cantor lui prète un poème sor les solstioes et les éqoiaozet. Toyez DiogèDe de Laerte, 1, 23; ddaìb oom- 
paref Themistias, Dieeoun XXVI, p. 317 BC (Paris, iMi, in-foL); SimpUdos, Smr U traiU de Pàwu, t 8 (Aid.), rt M. Brandis , 
Bamib. dtr Geeeh. der prieek, •». der rmm, PkHoaopkie, i. I, p. til-|it.~ 13) Oavrage dfé, t. «, p. 90-173. ~ ai) Sindm wr U 
Tìmie de Piolo*, 1 3, p. 108. 
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espfiqoer la eaise pfeyiiqae, qai est nmerpotitMi de la Ine «atre la tene et le lolcfl. Ea cSbI, ToOà 
loet ce qii seaUe réieller de t éweig nages dìgMs de qaek|ae creante. 

iri« lA Gé^Biéirie 4e JPytluisMe. D 

V . Caotor se propose de proirer dans ce cèapitre , par rexamea de la doetrine géoMéCriqBe de Fy- 
tlMgore , la réalité de soa voyage ea Egypie , et daas le ehapltre siùraat, par FexaaMa de la doctrìae 
arìtboiétiqoe da nèaie pkilosophe , la réalité de soa Toyage à Babyloae , oh 9 aarait eoaaa aoa-seole- 
■Mot Zofoastre, aiais aossi la scieace des Cbiaois. 

Poor établir ees deox tbèses , doot la secoode sartoat est étraageaeat hasaidée , M. Caator aarait eo 
besoia de proover d^abord qoll aorsit été impossible à Pytkagore d*appreadre qaelqae chose des coa- 
Baìssaoees seieotìiqaes des Egyptìeos et des Babykmieos, sana Tìsiter loi-aièaM ces deax peoples: pro- 
positiOD qaj ne aie paralt ni déaiootrable ni vraie. Easoite , poor établir la prcaiière tbèse , If . Caator 
aarait eacore eo besoin de eoooaltre loi-niéffle et de fsire eoonaltre irses iecteors la géonétrie égyptieaae 
et celle de Fytbagore , afto de £iire voir qoe la secoode est calqaée sar la première. Sana entrepreodre 
cotte tàche impossible , M. Caotor a ero y soppiéer par les deox ralsonnements saivants ( p. SS-S7 et 
p. 89-M): l*de Pytbagore à EocUde, il y a eo noe soeeession de géoaiètres grees, pytbagorìcie&s poor 
la phipart ; éUme ìe$ EUmeiUM éTEueUde doheni ilre wu reproéuetiom pbu ov aiotes arram§ée dr te géo- 
métrit et Pjflhagore; 2* D'après les Néoplatooìcieos, la méthode syaiboliqoe des le^oos de Pytbagore était 
emprontée à l'^gypte. De méme qoe les Egyptieos , Pytbagore exercaìt beaoeoop la aiémoire de ses élè- 
ves, et c^élait par la geometrie qoll commengait soo eoseignement. D^ailleors , ProcloS dit, aoo saas yrai- 
semblaoce, qoe la néeessìté de reconnaltre les propriétés territoriales de cbacoo après la retraite des 
eaox do Nil a force les Egyptiens à ioveoter , avaot toos les aotres peoples , la geometrie pratiqoe. Ed 
ootre f ThéoD de Smyroe , daos soo Attrfmomie, dit qoe les Egyptiens (railaieot colte science géométri- 
qoemeot. Aiosi les Egyptiens étaient géomètres. Dome la geometrie 4e Pytkagore , eomsonie daiu Ut Eie- 
mente éT Euclide éMt itre , au mohu ea grande partie , vne gioatétrie éggptienne. 

Poor réfoter ces deox raìsoonemeots , oo poorrait se dispeoser d*en discoter les prémisses ; car il 
poorrait suffire de remarqoer que les deox cooclosioos , ne résoltaot pas nécessairement de ces prémis- 
ses , resteot de pores bypothèses. Mais , so moina, ces prémisses iosoflisantes doonent-elles à ces deox 
hypothèses qoelqoe probabilité ? Noo , comme noos alloos le mootrer. 

A Tappui de ces deox hypotbèses, M. Caotor cito ( p. 90-93) on fait Incontestable, savoir, qoe le Tbmée 
de Platon sappose noe tbéorie des cioq polyèdres régoliers, oo do moios de qoatre d'entro eox, de la 
décomposition des faces do cobe en triangles rectangles isoscèles, et de la décomposition des fiices da te- 
traèdro régolier , de Toctaèdre et de IMcosaèdre en des triangles rectangles scalènes, tels qoe, réanis deox 
à deox 00 six à six, ils donnent an triangle éqoilatéral, qoe des deox angles algos l>in valile on tiers 
et Taotre deox Uers d'angle droit, qoe Hiypoténose solt dooble do petit coté, et qoe le carré do grand 
coté solt triple do carré do petit. Je m'empresse d*ajoater qo'eo se référant aox explications qoe fai don- 
nées sor ces polyèdres 2), M. Cantor (p. 92-93 ) y joint une remarqae intéressante. La décomposition des 
faces peotagonales do dodecaèdro en triangles n'a pas été essayée par Platon; mais, sì elle a oceapé les 
Pythagorìciens , elle a pò les condolre à la décooverte do pentagone en étoile , qn'on obtient en onissant 
deux à deox par des droites les sommets des angles opposés do pentagono régolier. En effet , un témoi- 
gnage cité par M. Rmth 3) semble Indiqoer qoe ce polygone à angles rentraots était devenn un symbole 



1) Die Geometrie des Pythagoras, p. M-M de M.CaDtor.— 3) Etudee tttr U Thnée de Platon, Notes IJLTI-LXVIII,t9,p.9at> 
945. — 3) Oavrage cIté, t 3, note 84S; p. I4*>-141. M. Roeth • ea tort de erolre que le texte obiear qa*on Ut Ten la fin da igtt^ 
mler llvre de la Geometrie de Boèoe sar le pentagone étoile, vient des Eìénumt» d*EocUde. Voyei d-près duqp. XII. 
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fmporUDt dans Técole pythagorlclenne. Mais ce témoigBAge d'un Scholiaste 4) ne prouve pas que Tem- 
ploi de ce symbole remont&t aux premiers temps de l'école , dì méme au temps de Platon , qui neglige 
la décomposition du pentagooe en trlaogles , décomposition indiquée par Alcinous et par Plutarqoe, mais 
d^une manière aussi erronee qu'élrangère au pentagono en étoile 5). Quant à la théorie dea quatre antres 
polyèdres réguliers et de la décomposition de leurs faces en triangles , il est vrai qu'elle est supposée 
par le Timée de Platon ; mais cela ne prouve pas qu'elle Vienne du pythagoricien Timée 6), ni surtout 
qu'elle Vienne de Pythagore lui-méme, ni que par Pythagore elle Vienne dea Egyptiens, niquepourap- 
prendre cette théorie Pythagore alt été obligé d*aller se faire recevoir prètre égyptien dans la Thébalde. 

En faveur de sa première bypothèse, qui rabaisse Euclide au profit de Pythagore, M.Xantor (p.89- 
90 ) cite deux problèmes importants d'Euclide dont Tinvention est attribuée par Proclus à Pythagore lui- 
méme. Mais , sans révoquer en doute cette assertioo de Proclus , il sufBt de remarquer que, de ces deux 
problèmes isolés et de quelques autres qui sont attrìbués à d'anciens Pythagoriciens par Proclus et par 
Eudème , il y a loin à Tensemble des théories contenues dans les Elementi d'Euclide. Si cette première 
hypothèse de M. Cantor était vraie, Tbistoire de la geometrie grecque, depuis Thalès et Pythagore 
jusqu'à Euclide , devrait^se réduire à Thistoire des remaniements d'une doctrlne dont le fond aurait été 
donne dès le début. Au lieu de cela , Tbistoire nons dit que depuis Thalès et Pythagore jusqu'à Euclide 
les Grecs ont créé la geometrie élémentaire par des progrès successirs. 

Par sa seconde hypothèse, M. Cantor (p. 85-86, 87-88, 89-90, 93-94) veut que chez les anciens Egyp- 
tìens Tarpentage ail été Tapplication d'une geometrie savante, qui embrassait la théorie des angles et des 
parallèles , la théorie de regalile et de la similitude des triangles , toute la théorie géométrique des prò- 
portions et la théorie des figures planes équivalentes ; et que l'astronomie des Egyptiens était l'applica- 
tion de cette méme geometrie , qui devait embrasser de plus toute la théorie de la sphère et des cinq 
polyèdres réguliers : il suppose que tout cela devait se Irouver chez les Egyptiens , parco que tout cela 
se trouvait, dit-il, chez les Pythagoriciens, qui, par le chef de leurécole, teuaient ces notions de l'Egypte. 
Il y a là évidemment une pétition de principe, pulsqu'il s'agit préclsément de prouver que Pythagore a 
emprunté sa geometrie aux Egyptiens. D'ailleurs, les faits viennent contredire cette hypothèse. Car M. Can- 
tor lui-méme (p. 89-90) reconnalt que, d'après des témoignages qu'il acceple, Thalès, Pythagore, le 
pythagoricien OEnopide et d'autres Grecs avaient troové eux-mèmes , et non emprunté , la formule et la 
démonstratìon de plusieurs théorèmes fondamentaux de la geometrie élémentaire. Ainsi , tout en préten- 
dant (p. 74-75), à l'exemple de M. Roeth 7) et sur la parole d'Antiphon 8), biographe inepte d'une epoque 
inconnue 9), qu'après de vaines tentati ves près des prétres de Memphis et d'Héliopolis , Pythagore s'était 
fait admellre à Thèbes { Dioapolis ) dans le sacerdoce égyptien , et qu'il en avait recueilli toute la science 
mysterieuse, M. Cantor ( p. 89-90) reconnalt que, longtemps après avoir quitte l'Egypte, ce méme Py- 
thagore , par ses propres méditations , avait découvert la valeur du carré de l'hypoténuse en fonction des 
deux autres còtés du triangle rectangle; mais cet aveu n'empéche pas M. Cantor de soutenirque les Grecs 
ont emprunté aux Egyptiens toute leur méthode géométrique et un grand nombre de théorèmes. Alors 
je demanderai comment il pourrait se faire que , possesseurs de cette excellente méthode depuis des siè- 
cles , les Egyptiens n*eussent pas été conduits par elle à ces théorèmes élémentaires sans lesquels il n'y 
a pas de geometrie digne de ce nom , et qu'ils eussent laissé aux Grecs , à ces enfant» , comme ils les 
appelaieutlO),le soin de les inventer les uns après les autres. C'est là une question àia quelle M. Cantor 
aurait dù répondre, avant de formuler sa seconde hypothèse, d'après laquelle la geometrie d'Euclide vien- 
drait des Egyptiens par l'intermédiaire de Pythagore. 



4) Sor ArUtopbaue, Kuée», v. Oli. Rien oe pronte ijtfno paaugc de Jambiiqae ( Fie de Pytitafore , ebap. 89, p. 191-loS de 
KO«ter) alt tralt aa méme symbole. — 6) Yoyez mei Etude$ $ttr te Timée, Note LXIX, t. 3, p. 245-M7. — 6) Le traJté De Pdme 
du monde et De la nature, attribaé à Timée, est uo mauvals extrait du dialogae de Platon. — 7) Ouvrage dté, t. 2, p. 812-aiS. 
—0) Dans Porphyre, rie de Pythagore, p. 9-12 de KCister, et dans Diogene de Laerte, Vlil, S. — 9) Yoyez Meiners , Hi$t, des 
tciencee dans la Grece, trad. fraof. HI, 1, t 1, p. 188, et note 76, p. 351-96S. — 10) Yoyet le Timée de Platon, p. 23 B. 
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Tool eo reponssant cette hypotbèse , je reconnais qne , d'après des témoìgnages antiqnes , rorigine , 
de la geometrie grecqae est en Egypte. Qo'est-ce donc que les plus anclens géomètres de la Grece ont 
pn empronter aux Egyptìens , pnisque ce D'est ni la méthode scìentifique , dì la démoDstratioD des théo- 
rèmes foDdameotaux ? 

La répoDse à cette questioo peut dous ètre suggérée par ud mot attrlbué à PlatoD 11), graod admi- 
ratenr ponrtaot des Egyptiens et des orieotaux : « Tout eoseigDement empraoté aux barbares par les 
Grecs et snrtoat par les Athéoieos fait bieotdt eotre lenrs malos de rapìdes progrès. b Les Grecs avaieot, 
eo efTet, à no degré émìDeot, qaelque cbose qui maoquait plus ou molos aux antres peuples de TaDti- 
quité : c'était Tesprit scieotifiqoe, Tesprit dlDvestigatioD,d'exameDetdedémoDStratioDrigoureuse. Ce fot 
cet esprit qu'ils appliquèreot aux conDaissauces traditionnelles de ITgypte et de FOrient. L^gypte avait 
fouroi à Thalès, à Pythagore et à d'autres Grecs certaines notions pratiqoes d'arpentage: ces ootions 
étaient fondées sur des formules empiriques , quelquefois inexactes et toujours déponrvues de démonstra- 
tions 12). L'esprit philosophique des Grecs, méditant sur ces formules pour en vérifier la légitimlté et 
poor en cbercher la raison , a trouvé la métbode géométrique , et par elle rencbalnement des démoustra- 
tiODS de la science, tei qu'il se monlre , par exemple , dans les E tementi d'Euclide. M. Arueth 13) avait 
exprimé cette pensée. Je Tai développée , en Tappuyaot de faits nombreux et des coosidérations dou- 
velles , daos mes Récherckes sur Héron d^Alexandrie 14). Daos une dissertation plus recente 15), j'ai ré- 
sumé cette méme pensée , dans laquelle je persiste , et qui me paraìt offrir la seule conciliation possible 
des témoignages antiques sur l'origine égyptienne de la geometrie et sur la formation successive de cette 
science par les Grecs. 

Ajoutons que , pour connattre les procédés d'arpeotage usités en Egypte, Pythagore n'a pas eu, comme 
MM. Roeth et Gantor le sopposent , un besotn indispensable de se faìre recevoir membre de la caste sa- 
cerdotale égyptienne , ni d'aller passer 2S ans dans les sanctuaires de la Haute Egypte. Il n'est pas méme 
nécessaire qu'il alt touché le sol égyptien : assez de Grecs intellìgents allaient alors en Egypte pour leurs 
affaires , et Amasis les y attirali ; ils pouvaient se faire expliquer les procédés qu'ils voyaient employer 
pour le mésurage des terres, et ils pouvaient rapporter en Grece ces explicatìons insoffisantes , mais 
bien capables d'exciter le genie d'investigatìon scientifique d'un Pythagore ou d'un Thalès. 

irn. Il'ArltlimétIqiue de Pytltasore.!) 

A coté d'hypothèses hasordées sur un voyage prétendu de Pythagore à Babylone et sur sa connais- 
sance prétendue de l'arithmétìque chinoise , ce chapìtre de M. Gantor présente des faits importants bien 
exposés, ingénieusement rapprochés, dont il faut voir les détails dans l'ouvrage méme, dontj'indiquerai 
les points principaux , en y joignant mes observations et mes réserves. 

M. Cantor ( p. 95-96 ) pose une distinction , bien connue des Grecs , entro l'arithmétìque spécnhitive 
ou théorie des nombres, qu'ils nommaient dptBiAyiTtxió, et l'arithmétique pratique, ou art des calculs usuels, 
qu'il nommaient XoyKrnxV. 11 est évident que cet art de calculs a appartenu plus ou moins à tous les 
peuples de l'antiquité , et spécialement aux peuples commer^ants, par exemple aux Babylonlens, auxquels 
Théon de Smyme 8) attribue en effet des méthodes arithmétiques en astronomie , et auxquels , suivant 



11) Yoyet une Fie anonyme de Pythagore, dans la Bibliothigue de Photius, cod. S49, p. 441 a (ed. Bekker ).— 12) Llnierfp- 
tioD d'Edfoa, savamment expllqaé par M. Lepslus ( Mém. dté cMeiras, chap. I ), proave qae soas Ptolémée XI, après les pro- 
grès de la idenoe alexaodrint, les Egyptiens, poar évalaer la superficie de terralos de forme irrégulière , les divisaient aatant 
qalls pouvaient eo rectangles, oa bien en trapèzes ayant denx angles droits, et quMls estimaient, quelqaefois peu exactement , 
Taire des parcelles, par la demKsomme de deax lignea moltipliée par la demi-somme de deux antres llgnes. — 13) Geteìkichte der 
rdmen Mathematik, p. 74-76, 78-79, 143-140, 166-156, 176-470, et 177<179 ( Stuttgart, 1862, in-8 ). — 14) III partie , chq>. 4, g 3,. 
p. 168-176 (Paris, 1854, ln-4 ). — 15) Exanun d^un JUémoire poetkume de M. Letronne {Revue Jrehéol. 1864 ), p. 137 da tlrage à 
part. — 1) IN« JritkmHih dee Pyihagorat, p. 96-110. —s) Jetron., ehap. XXXIO, p. 273. 
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lambliqoe 8), Pythagore anrait empninté la notion de la prùportUm karmùnique, qui devint la base de 
son ariUimétiqoe musicale 4). Mais le fait de cet empnmt me parali très douteux, et loro mémequMlse- 
rait avere , il n'offrirait pas , comme M. Cantor ( p. 96 ) parali le crolre, une raison sufBsante d'attribuer 
«ox BabyloDieus rinventlon de théories purement arlthmétiques , mais équivalentes à toute cette aritbmé' 
iique géométriqoe que , suivant lui , Pythagore aurait rapportée d^Egypte et qui remplit les livrea VII , 
Vili et IX dea Bìéments d'Euclide. 

L^art des calculs doit avoir appartenu plus encore aux Phéuiciens , commerpants par excellence, aux- 
quels Porphyre et Proclus en attrìbuent rinventlon, et noiu n'anrions pas mème besoin dea témoignages 
d^érodote et de Platon , pour croire que desia plus haute antiquité un peuple aussl avance queTétalent 
les Egyptiens n'était pas étrangeràcet art, comme llndiquent d^ailleurs les dénombrements qui figurent 
dans des inscriptions très antiques des Pharaons. 

Uarithmétique, comme art,conduit à une sorte d'algebre pour la solution des problèmes numériques. 
Oet art algébrique élémentaire avait été cultlvé par un certain pytbagoricien nommé Thymaridas, et DÌo- 
phante y a excellé dans Técole grecque d'Alexandrie 5); mais rien n'indique que les Babyloniens , les 
Phéniciens ou les Egyptiens Teussent transmis aux Greca. 

Quant à rarithmétique spéculative , qui étudle les propriétés nécessaires des nombré^ , indépendam^ 
ment de toute application pratique, et mème indépendamment de tout systémepartlculierdenumération, 
Pythagore avait pose les prìncipes qui furent développés par son école. Mais, M. Cantor ( p. 98 et p. 100<* 
101 ) n'aurait pas dù attribuer à Pythagore luinnftme presque tout ce qui a appartenu aux Pythagorlciens 
solt avant, solt mème depuls Tépoque d'Aristote, et faire remonter aux Babyloniens toutes les théories 
mathématiques attribuées à Pythagore, par exemple la théorìe des nombret Uniaires, des nombres plaiu 
et des wombret tolidit, telle qu'on la trouve développée chez Théon de Smyme, chez Nicomaque et 
chez Jamblique 6). Seulement une des conséquences de lliypothèse fondamentale sur laquelle repose cette 
théorie , est employée par Platon dans son Thnie 7), dialogue où quelques idées des Pythagorlciens sont 
mélées à celles de l'auteur,mai8 qui est la source de Topusoule faussemént attribué au pythagoricien Ti- 
meo, bien loin d'en ètre le développement 8). La notion de cette hypothèse était attribuée , à tort ou à raison 
par Jamblique à un certain Thymaridas 9), qui, au lieu d'ètre , comme M. Cantor le suppose , Thyma- 
ridaa de Tarante, disclple immédiat de Pythagore 10), ponrrait tout aussi bien ètre Thymaridas de Paros, 
autre pytbagoricien dont Tépoque est inconnue 11). Supposons pour un Instant que toutes ces notions 
arlthmétiques vlennent de Pythagore lui-méme: de quel droit en peut-on conclure quii les alt toutes em- 
pruntéea aux Babyloniens? 

Il est invralsemblable , dit M. Cantor (p.lOO), que Pythagore, qui a tant fait pour la musique, pour 
Tastronomie et pour d'autres sclences, alt pu encore inventer toute une arithmétique spéculative, ie ré* 
ponds que , si les premières notions très élémentalres de rarithmétique , de la geometrie, de Tatoustique 
musicale formulée en nombres , de rastronomie , de la physlque, de la métaphysique et de la morale dea 
Pythagorlciens peuvent venir de Pythagore lui-mème , il est très probable que les développements ap-> 



3) Comm. sur Nieomaqite, p. 168 (ed. TeDOtiIios).' 4} Vojres Hióod de Smyroe, Jrithm., chap. 66, 8S, 80, 9S (iViM.d119.83, 
M, 57, 61 ), p. 138-134, 188-167, 180-181 et 186-188 de la Wide édltfon complète (Paris, l«44, ìd-4 ); meooiaqae, JHtkm., Il, 95 
et aoiv., p. lu et snhr. (éd.Aat), et Jambllqoe, wr Meoaui9w«, p. 161 et iqìt. M. Cantor ( note 17, p. 880 ) esprime le regnt de 
nTtfoli ea à n dlq^oiition et par eoméqoait de n'iroir pa dter ni VJritàntétiqtie de Illoomaqae, ni le Cow umt ntain de Jam- 
UUqae. .- 6) Toyei M . Cantor p. 86-87. — 8) Yaym Tbéon de Smyne, JrUhm,, ebap. 1640, S3, et 86-18. Ricomaqiie, JrUhm., 
II, 7-ls, et Jamblique, Comm. mr NieomaqM, p. 89-87. Comparei ma fradoetion annotée des cbap. et 90 da li livrea RI- 
oomaqoe (Rome, 1868, ln-4, Extrait dea Jtmatt di Sàemt matemOiieke ejttkke, t 8, nov. 1857 ). — 7}* Yoyes M. Cantor ( p. 88- 
100), qol renvote à mcs MHide$ mr U Tmée» i. 1, p. 81, et p. 3S7-a«6. — 8) Yoyn mcs Ehidet tur U Timée, t. 8, p. S80'188.— 
9) Yoyes Jambllqae, Commi, mr iVicom., p. 86. Comparei p. il, 88, 81 et 85. M. Itenelmann (Jtgébra d«r Griec*«n,p.838)croit 
qua ee Thymaridas doit ètra postéiienr à Fere dvétienne. — io) Toyca JambUqoe, Fie de firMapore, chap. 88, p. 87 de KQster. 
— Il) Toyes JambnqiM, ri* dt Pftha§ort, chap. 88, p. 87 de KAilor. 

Tom. V. W. 5. 36 
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partienneut aux disciples, et dod an maitre, qui n^avait rìen écrit, et sor les doctrìnes propres doqnel 
nona Savona peu de choae et avec peu de certltode. Nous aavona mèroe qoe , sur rappllcation de rarìthmé- 
tlque aax sphèrea céleatea, lea dlscfplea avaleot créé une théorie tonte dlfTérente de celle dn maitre 12). 
Ainai, panni lea doctrinea arìthmétiqoes dea Pytbagorlciens de dlyeraea époqnea, 11 pent y enavolr qui 
ne vleonent pas de Pythagore , et encore moina dea Babyloniena , dont rarithmétique apéeutatlve eat 
ponr nona lettre dose , et que nona n^avona aucnn motif anffiaant de conaidérer comme lea maltrea de 
Pythagore en qnoi qne ce aoit. 

L^arKhmétique dea Cbinoia ne nona est paa auaai Inconnne qne celle dea Babyloniena. Or, entro lea 
tbéorles aymboliquea dea Cbinoia aur lea nombrea et cellea dea Pytbagoriciena , M. Cantor ( p. 101-107) 
tronve dea reasemblancea qni ne Ini paraiaaent pas ponvoir ètre fortuitea. Il a pniaé cea rapprocbementa 
dans VHUtoire des Mathématiques de Montucla 13), aana poovoir recourìr aux textes qne cet auteur a 
negligé dMndlquer. Il aurait faUu remonter à la aonrce où Montucla avalt pniaé , c^est-à-dire aux publi- 
cationa du P. Amiot et d'autrea mlasionnairea ; ou bien il aurait fallu conaulter lea travaux d^Abel Rémuaat, 
et le aavant ouvrage de WIndischmann 14), qui a mis en oeuvre, avec un haute Intelligence, quelquefola 
emportée par rimagloation , ces documenta et d^autrea sur lea sciencea cblnoiaes. M. Cantor aurait pò 
d'ailleura trouvér preaque tontea lea indicationa désirablea pour lui, dans un ouvrage où préclaément 
la tbèae qu'il soutient avait été développée avec plus d'éteodue, c'est-à-dire dans i^ouvrage allemand de 
M. Gladiscb sur Let ancient Chinois et les Pythagoriciene 15). Queiques uns dea rapprocbementa établia 
par M. Gladiacb sont forcéa 16) et ont été justement contestés 17). Mais quelquea una aont bien réels , 
et lenr ensemble reste frappant, d'autant plus que beaucoup d^entre enx portent aur dea apéculatlona 
métbapbysiquea très arbitrairea , et aur un aymboliame de nombrea plua arbitraire encore. Lea Cbinoia, 
suivant leur habitude , font remonter à leurs plus anciens roia toutea cea apéculatìona sur les nombres. 
Maia Texistence de ces spéculations en Chine n^est démontrée que pour une epoque très postérieure à celle 
de Pythagore. 

Gependant commenl ae fait-il qu^elles se trouvent à la foia en Grece et en Chine? M. Gladiscb, qui 
prétend faire venir de la Chine non-seulement les tbéorles des Pytbagoriciena aur lea nombres 18), mala 
anssi tonte la morale et tonte la discipline de Pythagore 19), veut que lea Cbinoia, aoua le nom é^hyper- 
boréetu, aieot été en relation avec lea Greca dèa la plus haute antiquité, à travera lea ateppea de TAaie, 
cellea de la Mer noire et les montagnes de la Thrace , et que lliyperboréen Abaria , ami de Pythagore , 
aoit un chinois venn en Grece par ce chemln. Trop aensé pour bfttir de tellea hypolhèaea , M. Cantor 
suppose ( p. 101-103 et p. 50-52 ) qu'une méme doctrine sur les nombres, apportée de Babylone en Grece 
par Pythagore , était née soit à Babylone , aoit en Chine , et avait été transmise de Tune de ces contrées 
à Tautre par dea relationa directea entro les Babyloniena et lea Cbinoia. Je ne croia paa que cotte hypo- 
tbèae soit la aeule posslble , comme M. Cantor ( p. 101 ) l'insinuo pour forcer ses iecteurs à Tadopter. Gar, 
d'abord, il esttrèa douteux que Pythagore alt empmnté quelque chose aux Babyloniena; ensuite, entro 
les Grecs et lea Babyloniena , la Pbénicie aurait pu aervir dlntermédiaire , aana que Pythagore fttt alle 
à Babylone , et en efTet c'eat à Tyr qu'une tradiUon grecqne 80) conduit Pythagore , pour Ty mettre en 
relation avec dea aavanta chaldéens ; enfin , les relations directes que M. Cantor auppose entro la Chine 



12) Yoyez mei Etudettur le Timie, X. 9, p. 92-119, et M. Bnndis, Handh. der Getch, der grieeh. mtdt der nrm. PhUo».^ i. 9, 
p. S70-371. — 18) T. 1, p. «M (Paris, ao VII, ln>4). — 14) Dù Phihtopkie hn Fortgang det ffeltgeiekiehte, i partie( scale paroe), 
1 divlslon : Die Grundlagen der Philoiophie hn Morgenland, llvre I, p. 399418 et p. 136-173 (Bonn, t8!r7-l83«, In-e ). — 15) DU 
aJUen SéMneaen uni die Pfthafforteer ( Posen, 1841, ln-'8, 316 pagei ). Yoyex aiissl, da aléne aatear , Die religion uitd die PAs- 
ìoeopMe, p. 7*38, et p. 130-139 (Breslaa, 1863, lo*6, 386 pages ). — 16) Par exemple, lei Chiools , eonune les Pythagoriclaii, ont 
era à aoe maslqae oonnlqae; mali cdle dei Chlnoii, repoiant lar une aérle de 13 deoil-toos , étalt très differente de oeUe dea 
PythagorldeDl. — 17) Yoyex M. Braadls, GeechiehU der Enttatekelung der griechiaehen PkUoeoj^ie, p. 13-14 (Berlla, 1863, la-S ). 
— 18) Die atten ScMiuàen imd die Pythagorteer^ p. 60-104.— 19) Meme oa^nge, p. 108-301. — 90) Toyec Cléantbe dans Pozphjn, 
Fie de Pythagore, p. 34 de KtMer. 
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inaile part et (Tautre part la Babylonie et J*Bgypte , sont mal pronvées par la déeotiyerte de porcelai- 
nes chiooises en oes denx deroiera paya , palsqu'étanl , comme nona Tavona vu (<$liapftre III) ^ dHme 
epoque pen ancienne, cea porcelalnea ont dù ètre apportées là par lea Arabea mahométanSé Qaand 
le cycle de Méton est arride en Chine, o>Bt en paasant par linde. C^eat de méme en passant par Tlnde, 
qa*e8t arrWé en Chine le zodlaqae lanaire , né, aelon tonte yralsemblance > à une epoque trèa ancienne^ 
dana TAale occidentale , peui^tre eu Babylonie , et dont le caractère lonaire a été effacé par lea Chi- 
noia SI). De Bdème , certainea théorlea arlthmétiquea ont pu paaaer aoit de Babylonie , aoit de Grece, en 
Chine, par llntennédialre de linde. Il n'est donc paa Impoaslble qoe lea apéculationa symbollqoea sur 
Ics nombres aient passe dana linde par llnflueoce que tea aeiences grecques obttnrent dana ce paya aprèa 
Texpédltion d^Alexandre , et que de linde cea apéculatlona arfthméUques alent pasaé en Chlne< 

Outre les spéculationa aymboliqnea aur les nombrea , M. Cantor a reiurquó une propoaitlotì arlthmé- 
tique enseignée d'une manière presque Mentique en Chine et dav Fècole pytbagoHcienne : il auppoae 
(p. 103 et HO) que Pythagore Tayalt apprlae à Babylone, oh lea Chlnola avaient dù, suivant lai , en ap" 
porter la donnea première , développée enauite par lea Babylonlens. L*bidÌcatlon de cotte propiositlon 
se trouve dans le 7cAe<m-p0y. Or , cet ouvrage chlnola, conaldéré par Biematskl et par M. Cantor (p.tOI) 
comme oeuvre du prinoe chlnola Tcheou-Kong , qui vivalt vera 1100 ana avant notre ère , ae divise en 
deux livree égaux, et contient deux dlalognes très inégaux, dont le premier, entro le prìnce TcheoiF 
Kong et un savant, renferme le paasage que M. Cantor Invoque. Mala il n'eat nullemeot prouvé que Tua 
dea deux personnagea de ce dlalogue en aoit en méme temps Tauteur. Les Chinois avouent que le pr»> 
mier livre de Touvrage exiatait seul autrefols : Ils disent que le premier dlalogue, qui forme à peu prèa 
le cinquième du premier livre , eat beancoop plus ancien que le aecond dlalogue; mala tout Ce qu^on sait 
sur Tantiquité du rcAtov-pay, c'est que le second dlalogue n'eat paa postérleur à la dynaatie dea Haa « 
qui a fini en Tan 283 de notre ère , et que le premier dlalogue est plus ancien que le aecond SS). Dana 
ce premier dlalogue , on trouve une méthode d'arpentage , dana laquelle lea aeola anglea qu'oo mesure 
sont des anglea drolta« On y Ut que Fart de calculer se ramène au eerelc et au quadrilatere; c'est4-dire 
au rectangle , et que, dana un triangle rectangle dont la base est 8 et la haMeur i^ la ligne qui unlt lea 
extrémitéa de ces deux cótés est 6. Or ee triangle portalt en Grece le non de tfitmgk di P<iftkogor9 SS), 
et yitruve S4) dlt que, pour faire un angle drolt , Pythagore avalt iaaagfikó de réonir en un triangle troia 
perchea de 3, 4 et 5 piede de longueur< Ce rapport , le pina aSmple qui puiaee esister eutre lea c6té8 
d^in triangle rectangle scalène « a pu ètre trouté en deux contrées dlflérentes, sana quii y alt eu commu- 
nication entro lea Inventeura. SI poortant on veut que llnventfon n'ait été falte que par Tun des deux 
peuples et qu'elle se solt tranamlae à l'atttre « volcl une hypothèse qui me paralt plua vralsemblable que 
celle de M. Cantor. 

Lea Greca avalt emprtinté aux Egyptiena dea procédéa d^rpentage obtenua par t&tonnement et con- 
servéa par tradltion. Cotte méthode pratlque,qui évltait tonte misure é'aaglesvariableaetquin'employait 
que dea anglea droits oo dea anglea égaux entro eux par ConatructloOj a'est conservée chez lea arpenteura 
greca et romaina, memo après rintentlon grecque de la trigonometrie, eomme je 1» mostre atlleurs S5). 
Les Egyptiens avaient sans doute su , avant Pythagore, que pour falre iin angle drolt , il suffit de former 
le sommet d*un angle avec les extrémitéa de deux règles dont les longueurs soient 3 et 4^ puls d'auge 



i^^i»^ 



Si) Voyei la deoi Mémolnt de M. Weber Intttnléi: Die vedtsehèn NaehHchten «òn den Naxatra (Eztnits des Mim. d* tJead, 
de Berim, 1840, p. »S<aa, et I8M, p. in-WO ).— SS) Tojrex M. fedoaàtd Blot, Joutnat atUoique de PaHs, JuJt) 1841, p. 59S et folv. 
— SOtoyet la Théotogi* arUkmiHgtie^ diap.6et t,p< 8»^ et p. 4S(éd. Att), et ftodtm, Commetttaire twr te Ilivre dee SUment» 
«rjhMlHlf, 1, 47, p. Iti (ed. gr. dedale ). Alesttidn d*Apbl:odtstM ( 5«r tu Mitaph. d^AHeMe, f, 8, p. 58, ed. ftootts, Berlin, 1847, 
Ib-8 ) eooetale la vénémUoo dee Pythàgorietani poot te trialigie. Beancoop d'aotres aoteon parlent de oe trlaogle , mais saw 
l*vttribaer spéeialement à Pythanoie Ott i so* deolè. - »l) I>* atdMeelMfet, Ik,t*nBr. aect 8 et 7, p. S87, ed. Schnelder.— Sft) JTe- 
tìvi9ékte «MT Hénn ^AÌMWfvMe^ p. 94< 



284 ANNALI DI MATEMATICA 

menter ou de dimlDoer ronveitore de Pangle, josqii'à ce qu^e troisième règie, dont la longnenrsoit 5, plac é« 
entre leurs extrémités, complète le trìangle. La domioatioa exercée pendsDt cioq siècles par les Egyptiens eo 
Babylonie 26) a pò y introduire très ancieDoement cette connaissance usoelle, qui aura passe de là dansTIn- 
de, puis de Tlnde en Chine , avant Tépoqne de la rédaction da Tehiou-peji , epoque probablemeot beau- 
conp moins ancienne qae Bf. Gantor ne le suppose. D^an aotre coté, les relations iotlmes de la Grece 
avec l'Egypte sons Amasis ont pn facilement introduire en Grece les procédés egyptiens d^arpentage , 
de sorte que, poor recueillir la notion du triangle rectangle dont les cdtés sont 3, 4 et 5, Pytha- 
gore n*aurait eu besoln d'aller ni chez les Babyloniens , ni méme chez les Egyptiens, à qui PlutarquetT) 
attribue la connaissance de ce triangle. Ajoutoos que plus tard les méthodes grecques d^arpentage, avec 
leurs termes caractéristiqnes , ont été copiés par les Indiens et notammenl par BrahmaguptaSS). 

Mais , pour Pythagore ou pour ses disciples , la notation de ce triangle rectangle scalène dont les 
còtés sont 3, 4 et 5 n'était pas restée stèrile. Sans doute , ils avaienl remarquè que le carré de 5 est égal 
à la somme des carrés de 3 et de 4; ils avaient cherché si cotte propriété , d'avolr un coté dont le carré 
fùt égal à la somme des carrés des deux autres , étail commune à tous les triangles rectangles , et ils 
avaient trouvé la démonstration de cotte vérité géomélrique 29). 

M. Cantor ( p. 104-ltO ) attribue à Pythagore , et aux Babyloniens avant lui , un procède arithmètique 
qui a dù ies conduire à la découverte de cotte propriété des nombres 3, 4 et 5, d^avoir des carrés dont 
Tun est égal à la somme de deux autres, et de là à la considération des triangies rectangles en nombres 
rationnels. Cotte explication est très ingéniense, et il me paralt probable que cotte méthode a été suivie, 
je ne dirai pas par )es Babyloniens , ni méme peut-étìre par Pythagore, mais par les Pythagoriciens, aux- 
quels appartient certainement la théorie des nombret dits polygonaux et des nombret dits polyèdriquet. Les 
Pythagoriciens dono avaient fait ces deux remarques, répétées par les Néopytbagoriciens: !• que Taddition 
des termes de la sèrie des nombres impairs donne la sèrie des nombres carrés 30); 2** que Taddition des 
termes de la sèrie des nombres carrés donne la sèrie des nombret dits pyramùiatM; 31). Ils avaient puro- 
marquer que , parmi les nombres carrés consécutifs prìs deux à deux , il y en avait quelques uns , par 
exemple 9 et 16, qui , additlonnés ensemble , donnaient le nombre carré suivant. En effet , Técole de 
Pythagore aimait ce qu'on peut appeler Texpèrimentation arithmètique. Par exemple , c'est encore aux 
Pythagoriciens qu'appartient cotte remarquè, qne Taddition des termes de la sèrie des nombres pairs donne 
les nombres reetangulaireSf dits «tcpo/admk, c'est-à-dire dont chacun est le produit de deux facteurs en- 
tiers dont la diffèrence n'est que d'une unite 32); et cotte opposition des carrés et des irteo/Aijxei; étalt 
connue des Pythagoriciens dès avant Aristote, puisqu'elle figure parmi les catègories pythagoriciennes 
mentionnées par ce philosopbe 33). De memo encore, les Pythagoriciens savaient 34) que l'additlon 
des termes de la sèrie naturelle des nombres entiers donne la sèrie des nombres dits trianguìaires. 
De plus , on pouvait piacer Tune sous Tautre la sèrie des carrés en commencant par 1 et la sèrie des 
Impairs en commencant par 3, et, en additionnant les deux termes placés Tun sous Tautre , on devait ro^ 
trouver la sèrie des carrés , mais commencant par 4. Nlcomaque 35) retrouvait eette méme sèrie de carrés 
à partir de 4, en posant de méme Fune sous Tautre la sèrie des nombres trianguìaires commencant par 
1 et cotte memo sèrie commencant par 3, et en additionnant de méme deux à deux les nombres superr 



28) Yoyez d-dessas, chap. I. — 37) Sur lits et OaM», clup. LVI. —28) Yoyei mep Reeh. $yr Héron d^JUx., p. 169>176. Com- 
pam p. 130. — 29) Yoyex Platarqae, Queiiioru de table, YHI, 2, n. 4, p. 720, et Qu'on ne peut vivre doucement euèvant Bpieure, 
chap. XI, p. lOM; Diongèoe de Laerte, Vili, 12; Atl|énée, Symp., X, 4, p. 418 F ( Caiaaboo ) ; Prodi», Sur le Hvre I d^Euclide, 
lY, p. 110-111 (éd.gr. de Bàie), et Porphyre, Fie de Pythagore^ p. 39 (KOtter) — 30) Yoyex Ilioomaqae, ^rìMm., II, 9,p. 119> 
t^ (Alt); Théon de Qmyme, ehap. XIX, p. 48 (Paris, ^«40, iii.4 ), et Jamblique, Comm, mtr Nicomaquf, p. 83 ( Tennoliiu ). — 
81) Yoyez llloomaqae , n, 14, p. 126-126, et JambUqiie, Comm.^ p. 134-135. — 32) Yoyei Théon de Smyme, chap. xm, p. 3840; 
Ifloomaque, n, 17, p. 129-130, et Jamblique, p. 106. — 33) Méthaphyeigue, 1, 5, p. 966a, I. S>46 ( ed. de Beriin ). — 34) Yoyec Théoo 
de Smyne, Jrithm., chi^. XIX, p. U;IIÌooiDaqae, II, 8, p. 118-119, et JaiqhUqae, p. 82. — 36) II, 12, p. 122. Ypyei anni le Comr 
fiuntaire de Jamblique, p. Sé. 
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posés. Bf . Gantor eonclut qo^en opérant de méme sur la sèrie dea carréa commeD^ant par 1 sur la sèrie 
dea carrèa eoromenpaot par 4, on a pu voir qae la troisième dea additiona partlellea , celle dea nombrea 9 
et 16, donne le carré anivant, c'eat-à-dire 85. Ensuite , sachant qae les cdtéa de cea troia carréa aont ceni 
dHin triangle rectangle, et qne toni triangle rectangle jonìt de cette méme proprlètè Jea Pytbagorlcleoa 
ont dù ètre condulta par cette méthode d'expèrimentatlon arithmètiqne à la diatinctlon dea trianglea reo- 
tanglea en nombrea rationnela et dea trianglea rectanglea en nombrea Irrationnels. Lea anclena n'ont paa 
conno la formule generale qui permei de trouver tona les trianglea rectanglea en nombrea rationnela qu^on 
pent conatrulre sur no coté donne. Maia Proclua 36) et lea fragments d'Hèron 37) nons ont conserve deox 
formulea particullèrea , attribuèea Tune à Pythagore et Tautre à Platon, et qui permettenttouteadeuxde 
trouver un triangle rectangle en nombrea rationnela , savoir : rune lorsque le còlè donne est exprlmè 
par un nombre pair, et Tautre loraquMl eat exprlmè par un nombre Impair. 

Ces vues de M. Gantor expliquent bien Tenchalnement dea progrèa de certainea thèoriea arltbmètlqoea 
et gèométriquea daoa Tècole pytbagorlcienne : en lea rèapmant , Je lea al appuyèea par dea autorltèa an- 
tìquea dont M. Gantor n'avait cité qu'une très petite parUe, 

TIII* lies fllsnes numéraum des Greeik i) 

Au commeneemenl de ce chapitre , M. Gantor rappelle ce quii crolt avolr dèmontré , c'eat-à-dlre qua 
Pythagore ètait alle alnitier aux aclences de TEgypte et de la Babylonie , et que par consèquent 11 avait 
dù y connaìtre la numèratlon et lea aignea numéraux dea Egyptiena et dea Babylonleoa , et quii avall dù 
y trouver AnssMdi tabUUe à ealevler , oaitée partout en orient. 11 sera question plus loin (chapitrealX et 
X) de la tablette à calculer, perfeetionnée par les Pythagoriciens^etnous aorona aosai roccaaion de re- 
venir (chapitre XYH) sur la ressem'blance de certains chiffres egyptiena avec lea chlfTrea pythagoriquea 
de Boèce et avec lea notrea. Mais nona devona dire lei que les signes numéraux cunéiformea de la Ba^ 
bylonie ne paralssent avoir eu aucune influence aur la numèratlon ècrite dea Greca en general et dea py- 
thagoriclena en particuller. 

Abordant aon aujet, M. Gantor mentionne d'antlqnea inacrlptlona grecquea où lea noma de nombre aont 
ècrita en toutea lattrea , en commengant par lea unitèa almples. 

Pula 11 défend contro M. Neaaelmann le tèmoignage de Jambllque 8) , qui dit que primltivement lea 
Greca désignalent lea nombrea par autant de tralts quii y avait d'unitèa : nona avona vu que Ielle ètalt 
la notatlon hléroglyphique dea Egyptiena pour les nombres au dessous de 10. Ajontons quii en ètalt de 
mème dana un système dont M. Gantor n'a paa fall mentlon , dana Tun dea deux aystèmes de notatlon 
numerale dea Phènlciena , de ce peuple auque) lea Greca devalent leur alphabet et lepr principal ayatème 
de notatlon numerale. On trouve un exemple de ce ipode rare de nota^ion grecque dans une inacrlptlon 
de Trallea en Garle , datèe du 7* mola de Tao 7 d^Artaxerce II, et qui doit ètre par consèquent de Tan 
351 avant notre ère. Le mot teptièm$ y est exprlmè par sept traila vertlcaux: «reo; 11 11 III. Getto violile 
mèthode de notatlon n^avait dono paa enlièrement dispani , au IV* siècie avant notre ère , dana celle co- 
lonie dea Pèlaagea d^Argoa et dea Thracea 3). 

Enauite M. Gantor expoae lea troia aystèmes de chiffres alphabéliquea usilès chea les Greca , aavolr : 
r colui qui, limite aux nombrea au deaaoua de 85, lea exprimail par lea 84 leltrea de Talphabel lonlen 
prlaea auivant leur ordre ; 8" celul qui exprimail 1 par la lettre I iniliale de 'la pour /x/a, 5 par le n de 

as) Comm. sur EudUét p. 47 ( ed. gr. de B&le ). — S7) Yoyet ma Recherchei $ur Héron, p. 136, et M. Biot, Journal de$ «or 
van$$, mid 18M, p. Sia et tnìf. •- ì) Die Zahlzeiehen dir Griechen, p. 11M27 de M. Cantor.— 2) Comm. $ur Nicomaque, p.80 
( TenaaUas ). Compara M. Neadmaon, DU Algebra dtr Grieehen , p. SOS, note 43 ( Berlin, 1843 , In-s ). — 8) Yoyez le Corpiu 
in$er^ptioimm yrieca m m, t s, n. SMO, p. 688-684, et les notee de M. Bach sar oette Inaer^on. M. Cantor se flit oette objeetk» 
pea sértoue, qne duMpie tralt vertleal peat «tre la lettre grecque I dgniflant f. Poor la notatlon phénidenne, oompaieilf. Pi- 
ban, p. 164. 
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nivrc, 10 par le A de {ko, 100 par le H de fUxaroy, 1000 par le X de X/Xiei, 10000 par le M de Mù^ttt, 
et qoi rapprochail ces lettres par addltlOD, ov bien les eornhlnait par moltlplleatloii; S* celul qnl, poar 
exprimer les neof nombres d'nnités slmples, les 9 nombres de dlxalnes et les 9 nombres de centaines, 
ajoatail ani Si lettres de Talpbabet loDien troia caractères aDtiqoes poor les nombres 6 , 90 et 900, et 
qai roettait à gauche de chacno des neof premlers chiffres alphabétiqaes on petit tralt incliiié , poor les 
moltipller par 1000 et pour exprimer ainsi toos les nombres au dessous de 10000. 

Malgré les dontes de MM. Nesselmann et Cantor, il est certain qne dans les mannscritsetlesédHioDs 
de Touvrage, de Geminns de Rhodes , astronome grec du demier slècle avant notre ère, le oombre 10000 
et les nombres plus élevés sont exprimés par on petit trait Incline à gauche des chifiires alphabéttqnes 
I, X, X, /A, etc. 4). Mais, en general , pour exprimer dans ce troisième système 10000 et les nombres plua 
grands , on employaìt le mot iMftài avec les lettres numérales exprlmant le nombre de myrìades, ou bien 
on mettali avant , après ou soos ces lettres numérales la syllabe Mu 5), on slmplement la majuscule ini- 
tiale M, ou bien on rempla^it le Bf par un simple point écrìt entro les myrìades à gauche et les unités 
d^ordres inférìeurs à droite. 

Quant à l'nsage , attribué aux Greca par Gamerarìus , d'employer deux points au iieu d'un pour distin- 
guer les myrìades de myrìades, et d'employer dee poiats plus nombrevx poqr exprimer des ordres de 
myriades plus élevés encore, M. Cantor conteste avec raison l'antiquité de cet usage, emprunté à une des 
méthodes de notatlon numerale des Arabes 6). 

Ensuite M. Cantar (p. 191-1S6) aborde la question de Texistence du zèro chea les Grecs: 11 la nle d'une 
manière absoli^e; mais, en expliquant cotte négatioo , 11 aecepte les faits qui la restreignent. En eifet,le8 
Grecs anclens u'ont pas eu du tout le vrai aero, par son nsage à la vateur de position decimale des chif- 
fres. Seuiement ils ont eu un signe qui, avec un usage différent, ressemblalt auzéro par sa forme et par 
sa slgnification ; ear, lorsque Tastronome Ftolémée et son commentateur Théon d'Alexandrìe indlquent des 
mesures d'arca ou d'angles en degrés, minutes, secondes et tieroes, si rnn de ces ordres de quantltés 
manque, ila la marquent par lettre grecque o, Inltiale du mot oùiiy (rien), la place de la quantlté absente. 
Il est évident que ce n'est pas le zèro des Indiens , des Arabes et le ndtre, servant à marquer la place d'in 
ordre decimai d'unltéa qui manque dana un noasbre simple. Tout ce qu'on peot dire, c'eat que le e de Ptolémée 
aurait pu suggérer Tidée du zèro vèrìtable. Sulvant la remarque de M. Wmpcke, lea deux signes, avec 
deux formea distindes, quoique peu diffèrentes, et avec Tusage propre à chacun d*eux, ont coéxisté chea 
les Arabes ofientaox, qui avaient emprunté le premier aux Greca et le aecond aux Indiens 7). 



4) M. NflHdnann (Jigebra der Grie^tn^ p. 70, note 18 ) et M . Caotor (p-110), n'ayant [jMS pa m pioeurer on eumpIaiK de 
f^fffonoMte de Geminai, retaieot de erotoe HelIbroQoer ( Hìmì. MatKetMu^ p. 7»), qui dit avolr trooTé, ao cbapKve XY de cef 
oarnge, le nombn 197M ainsi exprimé. Àa Uen d^in moI esempfe, Heiibrooner aunlt pa en dter pladean temblablei da mème 
anianr. Voyec dau fola le oombre laioo, trote Ma le nombre siooo el deus fote le nombre MMO, éerits d*a|»ièi ee procède par 
GeaBdnoa dana le ebap. XIU da lon fniroéncHcm aiw fhénomtèHu, p. 61 de XVranoliofmm de Pétaa (Parla, taso, loofol.), 00 p.M- 
64 de Tédltioo d'Haima ( n partie de la Chromologie de Ptolémée, Paria, t8i9. ÌQ-4 ); paia dfox fetale nombie IMte et trote Ibis 
le nombre saoSiS dans le cbapltre XY da mAme oavrage, p. 89 de rierano/, de Pétan, oa p. 77 d*Balma. Ces deox éditeoia ont 
salvi le numascrit de Parte. De plos, Pétaa avait fsit eoiiatiooner avec le manaserit àfOxtmd la plas andenoe édition de Geminos, 
donnea par Bild^flc (Altdorf, f S90, in4 ) et teprodiMe | Lejda en 1808. Dana ees mèmea pasiagea et dana an petit nombre 
d'antrei , poor exprimer d^atres nottbna «adesaaa de ioomd, Cemloos emplole le mot iMpiaStf en toatea lettres oa en abrégé. 
— a) M. Cantor aarait pa a^loater que, dans les manoserift da grand oavrage astronomlqae de Ptolémée , ane abrévtation dea 
lettres Mw prend ade forme légèrement concave en dessaa, trèa larga, preaqae sana haatear, et ressemblant grostièrement à on 

u mlnascole/ia dcssasd'an M m^Joscole Jont le deax Jambes seraient repliées en dessoas, et qae ce signe re^t dans sa conca- 
vite sopérieare lea lattrea namérales exprlmant le nombre de myriadisa. Yoyea ce signe abréviatif dana Kellbrooner, ÉfUt. JVa- 
tkeeeMf p. 7». — 6} Yoyex M. Wcepeke, Mém. tur la prapatatkm ie$ ehiffre$ in4ieiu en oceidetU. (Parte^ 1868, ln-8 ) , p. SS"^, 
nota 1 de la p. 63.-7) Yoyex M. Woepcfce, Mém. $uf (a propag. dee ek\fftee htd., p. I89-IS9 a p. Ik4-1M. Plas tard , lea 
Arabea orlentaox ont remplacé le léro indien en forme de ceide par on simple poInt, paroe qa*ite cu étalent venos à 4oMMr 

a ima driflke 8 ana fame trop semblaMe à celle da léro aireolalra. 
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CependaDt od a pretenda ayoir troavé chez les Greca ancieoa le zèro propreaseot dit , lié à la valeur 
de poaition dea ehiffirea. Niebvhr et Playfaìr ont cm lire lea ooasbrea 10, 100 et 14 eipriante par dea chif- 
frea aemblablea aox nótrea , dana un manoscrit gree pallmpaeate da VII* alècle de ootre ère 8). Mala, aui- 
vant le déair exprimé par M. Gantor à M. le prlnce B. Boncompagni, ce asanaacrit, qai coatient an re- 
coeil de recettea pharmaceotiqaea , a été examioé de Dooveaa à Bome par M. le profeaaeor Spesi, et li 
eat maìnteoaDl certaln qae, de la part de Niebohr et de Playfalr, il y ayait ea errear de leetore et din- 
terprétatlon. 

D^ao aotre coté, (Htfried Moller a troaré dans Facropole d'Atbènea, et M. BcBckh a poblié, one inarip- 
tioQ lapidaire grecqoe motUée, aoiyiedecinq colonnea verticalea 9),doDtcbaqaellgaeeatdedeaxlettrea, 
et la lettre à gaadie et toajoora aoe de celiea qai expriment an dea dix premiera aombrea, tandia qae la 
lettre à droite eat toajoora noe de celiea qai expriment lea dixainea dana le troiaième dea ayatèmea éna- 
méréa cl-desaaa. Salvant M. BoBckh, loraqae TI oa trait vertical ae troave à droite parati lea dlxaioea, 
c^eat comme aigniflant 10; mala, loraqae ce Boéme aigne ae troave à gaache parml lea onitéa aimplea, 
M. Bceckh veot qae ce aoit comme éqaivalant à notre zero , et quii aoit mia là poar la aymétrie aeale- 
ment , aana qae Taatre chiffre ait ane valear de poaition. M. Cantor pense , avec beaocoop de yraiaem- 
blance, qae le aigne I place à gaache ne aignifle paa zèro, mala ane dixaine à ajoaler aax dixainea mar- 
qaéea à aa droite. Ainai , dana cette inacription Fon aarait divise en deox pertica lea nombrea de dixainea 
non accompagnéa d*anitéa aimplea, afln d'avoir toajoora deox chiffrea, poor'la aymétrie. Par exemple, 
dana cette inacription , M aigniflant 40, le nombre i% a'écrit BM, et de méme N aigniflant 50, le nombre 
51 a'écrit AN; mala le nombre 50 a^écrit IM, et le nombre 60 a'écrit IN , afln qall y ait toajoora deox 
lettrea. Nooa avona va qoe, de méme, chea lea Egyptiena, certaina nombrea ordinao^ ao deaaooadelO, 
dans la notation hiératiqoe dea joora du moia , a'exprimaient par deux chiffrea doni lea valeora a^addl- 
tionnaient. M. Cantor cite ansai lea flébreox , qol pendant longieftipa ont expriané par la réooion de deox 
lettrea les nombrea de centainea ao deaaoa de 500, et qoi expriment 15 par la réonion do aigne de 9 et 
da aigne de 6, parco qoe lea lettrea noméralea poor 10 et poor 5 formeraient le comnDenceaDent do noìn 
atcré de Jéhovah. M. Cantor ajoote d^aotrea exemplea ploa étrangea , Urea d'une vleille gloae franqoe aor 
la lol aaliqoe. Enfin 11 rappelle llnacription grecqoe de Trailea , où le nombre 7 eat exprimé par 7 tratta 
verticaax , comme dana Técritore hiéroglyphiqoe dea Egyptiena. Il aorait pò comparer aoaal le procède 
additif de la notation romaine. 

En termìnant ce chapitre , M. Cantor mentionne , aana lea expliqoer , lea méthodea d*AppollonÌaa et 
d^Archimède poor exprlmer de trèa granda nombrea : Il y revietidra dana le chapitre X. Il dit on mot de la 
fàoaae hypothèae do célèbre Hoet , qoi voolait voir dana noe neof cbiflrea dea lettrea de Talpbabet grec 
ploa 00 moina modifléea 10). 

n. li'AiMiciifl 1). 

Poor faclliter lea calcala arithmétiquea aana empiei de récritore, lea Greca, lea Romaina et d'aotrea 
peoples ont eo dea Instmments aemblables entro eox par leor principe fondamenta! , mala diflérenta par 
leora diapositlona. 

L'one dea variétéa princlpalea de cet Inatroment conalste en on cadre borizontal, aor leqoel aontteo- 
does des cordes parallèlea , qoi descendent vera le ealcalateor, et doni chacnne porte neof boolea enfiléea: 
chaqae corde représente od ordre decimai d'onités; les boules réanies è on boot de la corde comptent, tan- 
dia qoe les boolea réoniea à Taatre boat ne comptent pas. M. Cantor expliqoe avec clarté l^lsage de cet 



a) Ib. latiD n. M da Tttleali, ▼ena da PaUtinat. — a) VoycslaflaaRasde pUndMidell.CnBtor,qaÌMZ«lln (p.l9ft-iaa) 
anprognaune de roniTenité de BerUo, pal)llé pwM. BcBckh en lail poor la Mmeitre d'eie.— M)yoy«i M. W aaB film a nn , IWt ^i- 
gebra der GficcAcM, p. 9ft-aa ( BavliB, tali, iiM). ^ i) Da» Stekembrett, p. laa-lia de M.-OMilor. 
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instrameut, (Tabord poar exprìmer un nombre sor chaque cadre, ensuite ponr additiooner sitr «n troH 
sième cadre deox nombres, exprìmés sur deax antres cadres. 11 moatre qu^avec cet instrament les opÀ* 
rationa arlthmétiqnep peuvent commencer iDdifféremment par un ordre quelconque d^ités, parce quei 
les changements à apporter aa nombre dea boolea aa bout de cbaqne corde soni toojoors faelles, Uih 
dia qoe dass lea calcola écrits il faadrait aorcharger lea chiffrea , si Ton commendi le» additiona, le» 
aouatracUooa et lea maltiplications par la gaocbe , oo bien lea divisiona par la droite. 11 fait yoir ansai 
comment, malgré la valeor de position des boales , aoivant la corde oo elles se trouveni, on a pn enn 
ployer cet instmment sana ètre amene à appliqoer la valeor de position à dea chiffrea écrits. En effet , 
dans Pécritore , on manqoait d'oo signe remplissant Toffice de la corde vacante , ponr marqner lea or- 
drea décimaox d^onités qol manqoaient dana le nombre à exprìmer , et ponr conaerver ainai aox chiffrea 
leor ordre et leor valeor de position. 

Cet instmment, tei qoe nona venona de le décrìre S), eat le f«cfto/ii dea Roaaea , introdidt en Franco, 
depois la campagne de Roasie, dans les petites écolea de Metz, aoos le nom de ftonttar.Cestaoaaiyaaof 
qoeiqoea différeoces, le 5iuiii-paii des Ghinois et des Tartarea, dontchaqoe corde porte dana mie de aea 
moitiéa cinq boales ordinaires , et dana Taotre moitié deox boolea , dont cbaenne vant S. 

Maintenant remplacez le cadre par noe tablette, de mème horìzontale, lea eordea par dea colonnea 
aéparéea par dea raiuores tracéea aor la tablette , les booles enfilées par dea jetona Ubrea , et donnea 
aox jetons one valeor de position decimale aoivant la colonne où vooa lea placerez : vpilà on uhaeui 
bien conno dea Greca. Linvention de cet Instroment est-elle ploa ancienne oo pina recente qoe celle 
do cadre avec lea boolea enfiléea? M.Cantor n'ose pas trancher cotte qoestlon; mais II remarqne avee 
raison qoe llnstroment à booles enfilées était à la foia plos commode et moina aosceptlble de perfecUon' 
nements. 

Une tablette rectangolaire de marbré, troovée à Salamine en 1846 par M. Rangabé, expliquée d'abord 
par Taoteor de la décooverte, pois par M. Letronne, et enfin d^one manière ploa joste et plos complète 
par M. Vincent 3), offre one combinaison d'on abacoa avec un jeo analogoe ao trictrac. M. Gantor (p.138- 
133 et 186-137) répète, comme trèa vraisemblable, Texplication dea dlx colonnea de cotte tablette, telle 
qoe Bf. Vincent Ta donneo, et il n*y troove à changer qn'on point, dit-il, peo important, aavoir le par^ 
tage dea colonnea entro lea deox jooeors prìnclpaox. Ghacon d'eox , place devant nn des deox grands 
cétés perpendicolaires à la longoeor dee coionnes tracéea , avait poor aa part, à aa droite aoivant M. Vin- 
cent, à sa gaoche aoivant M. Gantor, cinq cojonnea divisées chacone en deox moitiéa aavoir:nne colonne 
dont les jetons, soivant la moitié où on les mettalt, valaient chacon one dradime oo cinq drachmes , une 
antro colonne où lea jetona valaient chacon 10 drachmes oo 50 drachmea , ime où ila valaient 100 drach- 
mes 00 500, one où ils valaient 1000 oo 5000, et one où ils valaient on talent ( 6000 drachmea ) ooSta* 
lenta. En ootre , qoatre aotres coionnes non divisées en deox motiés se troovaient à qoelqoe diatance dea 
dix aotrea , vera Taolre boot de la tablette: elles devaient aervir poor le calcai dea oboles, deml-obolea, 
tiara d'oboles et sixlèmea d^obolea 4). 



2) La eompanlflon qae M. Cantor fait ( p. 130-131 ) de oet instmment avec les Motuu desChInois, avec ka Qtrippot dea ^én* 
ìflens , avee les cbaiMlets dea eatboltqoes et avee cem des Booddhistes, avee les jÉMtmdtd des Brahmanes, et avee les «Mwltiu 
à friire des Kafanondu, me parali forcée et inutile. — 8) Revue arehiolojfique, m année,p. 296-301, p. 306-306, et p. 401Hi05.-> 
4) Dans on épisode ( p. 133-lM ), M. Gantor oonriMt avec sucoès l'opinion de M. de Humboldt, qai avait era trouver dans le nom 
de chanUn'e de Péehiquier^ donne aos coors des oomptes en Franoe et en Angleterte, ane allnsion à Pemploi de Vaba:tu.M. Gan- 
tor ezpliqoe fort bien qoe ce nom venait des oolonnes vertlcales et horicootales, formées par des flgnes qui s'eotieooopaieot sor 
chaque feoHlet des registres , de manière à offrir l'aspect des cases d'un échiquier, et que, par oette di^osltloo, avec des non* 
d'iiomme placés à gauche des coionnes horizontales poor les dettes et répétés au bas diss coionnes vertlcales poor les eréanoe» 
acttves des mémes persoonages, on obtenait, par on compie simple, les résoltais qu'oo demanda maintenant à on compie eor 
partle dooble. Dans ce méme Aplsode deM. Gantor, se troovent insMs qodqoes détails corleox sof rhistoire et la Un traglqoff 
des bagufUe$ à entaiUe$ (tattie$), doot la eoor de Féchlgoter d'Ànc^erra se senralt poor ses eomptes. 
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EnsDìte M. Gantor ( p. 138^1S9 } décrit les abacos qui doqs restent de rantiquìté romaine. Sor ces ta- 
blettes métalliques y dont plusiears eiemplaires se sont conservés, od volt 8 rainures longues, et 8 rai^ 
nures plus conrtes qui se troovent à qoelque distance snr le prolongement des premières. Dans chaque 
rainare sont insérées de petites fiches métalliques glissant à volonté d'un bout de la rainure à Tautre et 
portant chacune un boutoo. La première rainure longne, à droite, porte 5 boutons mobiles, qui désìgnent 
5 ODces, c'est-à-dire 5 douxièmes d'as. Dans la première petite rainure correspondante , il y a un seul 
bouton , représentant 6 onces. Les boutons qui sont au nombre de 4 dans chacune des grandes rainures 
suivantes, représentent des as dans la première, des dixaines d'as dans la seconde, des centaines d^as 
dans la troisième , et ainsi de suite jnsqu'aux millions d'as. Le bouton unique de chacune der rainures 
courtes vaut cinq boutons de la grande rainure correspondante. 11 est aisé de comprendre qn^ainsi, avec 
ces 41 boutons , qui ne comptaient que lorsqu'ils étaient poussés vers un des bouts de la rainure , on pou- 
vait exprimer tous les nombres d'onces au dessous de 18, et tous les nombres d'as au dessous de lOOOCNDOO. 
Sur le coté droit de la tablette , troia rainures courtes servaient poor les fractions d'onces , savoir : la 
première avec un seul boutoo pour la demi-once, la seconde avec un seul bouton pour le quart d'once, 
et la troisième avec deux boutons pour les tiers d'onoes. 

IL. li'AliMiui (suite) 1). 

Nous avons vu que sur la tablette de Salamine, au lieu des boutons fixès à des fiches qui glissaient 
dans les rainures de Tabacus romain , on devait employer des jetons , qn'on plapait à volonté dans les 
10 colonnes séparées par les rainures. Ce procède était connu aussi à Rome, comme le prouve ce vers 
où Horace 8) nous montre des écoliers portant suspendus au bras gauche Vabacus ftabulamj et les 6oÌ- 
tes àj€totu (heulot). Un procède plus simple encore consistait à tracer les colonnes avec le doigt sur un 
abaeus sana rainures , mai^ couvert de poussière ou de sable fin , et à piacer ensuite les jetons sur les 
colonnes ainsi tracées , ou bien à y écrìre les nombres avec le doigt. G'est là sana doute ce que Perse S) 
appello les nombres sur fabaeus (abaco mmeros) et les lignes de séparation marqnées swr la poussUre 
(sectoque in pnlvere metas). 

Pour établir que Vabaeus sana rainures était antique chez les Grecs, M. Cantor ( p. 148) cite Jambliqne, 
qui dans sa Yie de Pythagore 4), nous montre ce philosophe initiant un jeune homme à rarithmétique et 
à la geometrie par des démonstrations et par des figures tracées sur ^a^a^ Bf. Cantor aurait pu citer 
aussi Eustathe 5), qui dit que Vi^a^ est utile aux philosophes et qu'Us y traceat des figures. Pour prou- 
ver que les figures et les nombres étaient tracés sur la poussière doni Vafia^ étaii couvert, M. Gantor 
(p. 141, 1. 86-30 ) ne trouve à alléguer qn'une comparaison employée par Boèce 6), mais dans laquelle on 
peut voir tout au plus une allusion douteuse. Volcl les textes quii aurait fiillu citer : Jamblique , dans 
son Exhortation à la philosopkte 7), dit expressément que Va^a^ des Pythagoriciens était une tablette 
converte de poussière, et Gicéron 8) parie de la poussière savante des géomètres. Il est dono possible 
que le nom de table de Pythagore alt été donne primitivement à un d^a^ couvert de poussière, dont 
Pythagore aurait inventé ou perfecUonné Tusage». 

Une invention si simple pouvait se falre en Grece aussi bien qu^en Babyloole. Gependant M. Cantor 
veut que Pythagore Pait apportée de Babylone. Aucun auteur ancien n^appuie eette supposition. Mais 
M. Gantor croit en trouver la preuve dans le mot grec a^a^, qui, diHl, a certainement une origine sé» 



1) Da$ BéehenbrUt (ForUetìnuig)^ p. 140-lM de M. Cantor. — 9) Satire$, I, «, v. 74. '^ 8) Sai. 1, ir. iss. — 4) Clmp. 6, p. 17» 
18 de Kflfter. — 6) Sur POdffMtie, p. 1S97, 1. 60 ( ed. rom. ). — «) Geom. I, p. 1518 (OEnvns, Bile, 1670, in-M. ) Boèoe parie de 
petttet plèoei mMlM (apkm) qui portaienika ehifbei et qa'OD dlspenattooMmed* la jMMMtfiwiorralMoaa dea Pythagoridena, 
90Ut efreetoor la multipUealkm et la divirioo. — 7) Symòole XXUY, p. 168 (<M. Aioerina ). —8) Dt nel. dmr,, II, 18. 

Tom. V. N. 5. 37 
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mitiqoe. Ed effet, d'après une étymologle proposée par des hommes très savants 9), les mota d^a^ et 
abaeus, viendraient é'obok, mot arabe qoÌ signlfie pmuHère. AucontraireJ^espère demontrer qoe le mot 
a|3a{, très aocien dans la langoe grecque, appartient par son élymologie à cette langne méme, et non à 
Tarabe on à une autre langue sémitiqne , et que ce mot do aignifie pas potuHire. 

Le mot a^»^ D'est pas isole daos la laogue grecqoe: il a daDS cette laogue des dérivés, à^a'xtoy et 
d^axicxof, et il y derive lal-mème d'ao radicai , qoe des étymologistes grecs oot sigDalé et qneoons Ìd- 
dlqueroDs après eux. Ce mot a^a^ et ses dérivés oot des signiBcatioDs très diverses: celle de tablettepour 
le ealeul eo est aoe, mais dod la priocipale ; elle est la seule à laquelle la DOtioo de poutHère puisse 
étre rattacbée. Tootes ces sigDificatioDS s'expliqiieDt par noe étymologie grecqne , qai od marque la Hai- 
soD, et à la quelle Hdée de poutsière est toat-à-fait étraogère. OrioD de Thèbes, leiicographe grec du 
y* siècle, et le grand Étytnoìogique, glossalre grec redige par od byzaotio d^après les travaux des gram- 
mairieDs grecs d'Aleiaodrie, disent 10): *À|3a|, xv^iuf 6 /lAtj Sx^y ^oo-tv, c*est-à-dire: *A^a{, ao ient propre 
ee qui n*a pas de pied, de support, Aiosi d^a^ vieot de a prlvatif et da radicai des mots grecs ^ao-t^ et 
^aivo 11). Le lexicograpbe ajoate qne ce mot se dit de tonte pkmehette {(rarU). Nous allODS voir qu'eD 
effet tout objet Dommé par les Grecs d^a^ était uoe plaochette , ud plateau , ou ub vaso ione pied. Ce 
Dom coDYODait éonc kV abaeus à raioures ou à jetODS, tout aussi bieu qu'à Tabacus couvertde poussière; 
Vabacue, à pièces mobiles Dommées apieet D'avait pas besoio d'ètre couvert de poussière: c'était cet 
abaeus que Boèce 12) uommait table de Pythagore, et sod Dom latio abaeus était la traductioD da Dom 
grec ct^o^. Les deux meubles esseatiels du baoquier grec étaient, suivaut les eipressions de Torateur Ly- 
sias 13), la table à trois piede {r^afri^a) et la tablette sans pied {à^dxtof): celle-ci servait pour les cai- 
culs, et, d' ayant pas de support adhéreot, elle se posalt sur la table du bauquier à coté de Targeot. 
Les deux Doms qu'OD lui doDuait, a^a| ou à^axiov 14), la désigoaieut comme uue plaochette sene support. 
Pour la mème raisou , Tod Dommait eo grec «^«^ ou d^dxtov uoe sorte de damier pour les jeux de dés 15); 
ToD Dommait òLfia^ ud plateau sur le quel od plagait des objets précleux 16); eu termos d'architecture , 
OD Dommait eo latio abaeus uo plateau carré qui se posait sur les chapiteaux des coloooes 17); od Dom- 
mait eo grec à^oxiVxoi des carreaux de bols, de pierre ou de marbré pour paver Tiotérleur des mai- 
soDS 18); OD doDoait le oom dV^o^ à uoe corbeille roode saos support 19) et à ud plat rood saos sup- 
port, le quel plat se oommait ausai s«rxó( 80); od doooait le oom dV^axioy à ud pétrio qui o'était pas 
porte sur des pieds 81). Ces deroiers objets D^avaieot aucuo rapport dì de forme dì d'usage avec la ta- 



9) Yoyec Ettenne Gulehart, M. Tlnoent, M. Newelmann et M. Friedteln ( dtés par M. Cantor, notes S78 et S75) et M. Cantor 
liii4iiéme ' p. 141 ). — 10) Yoyei Orlon de Thèbes, p. 18 b, 1. 18 ( ed. Storx), et VBlymolo§ieuin Magmim^ p. 2, 1. io ( ed. Sylbarg). 
Voyes aossi VBtymologictun Gudkumm, aa méme mot, p. 1 ( ed. Start ). — 11) Comparez Yan Lennep et Scheid , B^ymologi' 
eum linguae graeeae, t I, p. 11-13 (Utredit, 1790, gr. ln-6 ); Eustathe, 5ur FOdffStée, p. 1494, 1. 61-85 (ed. rem. ), et VB^ytno' 
logicummagnum aax mots a^a^, fia^àxrini et fid^a^. Le mot ^a<rt( vient de ^alvu. Mais d'Olì vient le ^ dans d^u^ì Ce 
^ s'ezpliqoe par la confoslon des formes dérivées de ^alvu et de ^à^u. Alnsl |3t^a^« vient de jSai'vA;, comme le sens IMndiqne. 
n est vrai que ce verbe dftnne jStjSeto-» et ^l'^ao-i; par un o- et non par un ^; mais jSaxrpov, derive de ^ai'y», a le x, qui 
Justifie le ^ du mot afl^. Le mot |3axi7 des lexicographes grecs, et le mot laoonien ^a'jSu^, qui foos^déaxsignlfiaient poni et 
qui ontrunle xetl'autrele f, sont de meme déjrivés <fe ^aivu, Les mots ^d^a^ «t ^a^dxTVi signiflaientparleur, comme déri- 
vés de ^a^», et $auteur, comme dérivés de 0aiyu. 11 ne fàut donc pas s'étonner de v<rir qu'outre le mot ajSo^ pris dans le 
sens ordinalre, Eustathe et les lexicographes grecs aient distingue un autre mot a^a^, derive de ^d^u et synonyme de d^ax-ni^ 
ittfaiu, enfant qui ne parte pà$ encore. — IS) Yoyex ci-après, chap. Zn>XYI. — 18) Dans Julius PoIIux , Onomatticon, X, 106. 
— 14) Outre les trois passages d^à dtés de Jamblique et celui de Lysias, Yoyez PoIylM, Y, 36, n. IS; Plutarque, Colon lejeune, 
cbap. TO; le grammairien Ammonins, p..l, et Eustathe, tur VOdyeaée, p. 1494, 1. 86 ( ed. rom. ). — 16) Yoyec Athénée, X, p.4S6 D; 
Julius PoUux, Onom.^ YU, 303, et X, 160; Macrobe, Satwm.t I, 6; Eustathe, Sur rodyeeée^ p. 139S, 1. 6S, et p. 1897, 1. 49-60; le 
Grand Btymologiqu^ an mot iratnroly p. 660, 1. 16, et un grammairien dans les Jneed. graeca de BAker, 1 1, p. 838. — 18) Yo- 
yec Ammonius, p. 1. — 17) l^truve, lY, 1. — 18) Moschion, dans Athénée, Y, p. 307 e, et Eostathe, Sur TOdyuée^ X, p. 1937, 1. 61. 
— 19) Julius PoUux, OnoM., YI, 88, et X, 106. — 30) Julius PoHux, YI, Sé et 90; Z, 106-108, et Phryniehas, dans Beltker, Jn^ed. 
fr., t. I, p. 17. — ti) Yoyec Hesychitts, Le»., an mot d^dxtof. 
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biette à ealcoler. Qnelqoes uns des premiers avaient avec cette tablette cerUins rapporta, soft dHiaage, 
8oU de forme; mala aucon n*avaii poor acceaaoire otUe la poutHèn, exprimée par le mot arabe où Ton 
est alle chercher al mal à propoa Tótymologie da nom qui leiir est commini avec Vabaeut. Alnsl a|3a|, 
avec sea deriva eljSoxioy, d^»xino(^ et en latin abaem, est on nom grec d'origine. La tablette à ealcoler 
déslgnée par no des sens de ce mot, était probablement très antique en Grece. LMnvention de Vdfidxtov 
qui aervait à compter les points ao Jeu de dés est attribuée à Palamede par une tradition qu^Eustathe SS) 
a répétée. Polybe 88) compare les conrtisans anx jetons, dont la valeur dépend de la position que le 
calcolateur leur donne sur Ta^ie* , et Diogene de Lafirte Si) fait remonter jusqo'à Solon Tinvention 
de cette comparaìson ingéoieuse. Si Tinstrument n'est pas grec d'origine, le nom da moina Test certaine- 
ment : il signifie tablette ìom jpUd, et rien de pius. 

M. Gantor est dono mal fonde à affirmer, comma il le fait (p. 141-14S), que le nom aoit veno très 
anciennement aux Greca des peuples sémltiques, et à en condure que llnstroment doit avolr la mème 
origine. Il ii'est pas mieux fonde à sapposer, comme il le fait anssi (p. 14(^148 ), qo'ensuite Pytbagore 
ait apportò d'Egypte ou de Babylonie un perfectionnement de Tabacus, savoir, Temploi des neof chifflres 
des Boèce. Mais c'est-là une question sur laquelle il faadra revenir 28). 

Par une savante dlscussion , M. Gantor ( p. 148-146 ) ótablit , contro M. Friedleln , que dans Tantiquité, 
sur toutes les variétés de l'abacus , les colonnes marqoant la valeor de position descendaient vera le cai- 
culateur , de sorte que la valeur de position variait de gaucbe è droite , et de drolte à gauche, comme 
pour nos chiffres écrits, et non de bas en baut et de haut en baa , comme pour les boules enfilées dans 
les cordes horizontalea du b<mtter moderne. M. Gantor prouve que IHisage da calcai par jetona surplosienrs 
lignes horizontalea avec valeur de position croissante de bas en haot, ne a'est ótabli qu'après le XII* siede 
de notre ère. 

Quant à la cause de ce changement, H. Gantor ne Fa pas cberchée. Je crois pouvoir Hndiqner. Les 
cordes da tickotu des Russes ou da tnan-pam des Ghinois, et les rainurea de Va^u^ des Greca et de 
Vabaeut des Romains , ou blen les colonnes tracóes sur ces instmments couverts de sable, allaient de haut 
en bas vers le calcuiateur, de sorte que la valeur de position variait de gauche à droite. Mais, pour quii 
en fàt ainsi , il fallait que nnstrument fùt pose horizontalement sur la table devant laquelle le calcalt- 
teur était placò. Quand, au contralre, probablement pour la facillté de Tenaelgnement devant de nom- 
breux élèves, on a voulo piacer verticalement le cadre ou la tablette, en les suspendantàunimur, les 
lois de la peaanteur ont ordonné de rendre horizontalea les cordes le long desqaelles on poussait lea boules 
enfilées, ou bien les rainurea dans lesquelles on iaisalt glissar les ficbes gamies ohacaned*un boutonSft). 
Ensuite les lignes marquéea sur un tableau pour le calcul par jetona ont été tracéea horizontalement , 
à rimitation de la nonvelle disposition de llnstrument à rahiures, et peut-ètre ausai à llmitation de* por- 
téea musicalea, Imaginées au XII* alècle par Guido d'Arezzo. 

Avant d'aborder la question da nombre des colonnes de Tabacua chea lea diiférenta peuplea, M. Gan- 
tor ( p. 146-148 ) essaie d'en preparar la aolotlon par dea observatlona sur les noms de nombre. 

Tous les peupléa dont il a été queation dana cet ouvrage ont un mot particulier poor le nombre 1008. 
M. Gantor ajoute que , poor aignifier vagoement on nombre trèa grand , pluaieura de ces peuplea diaent 

M. Gantor remarqoe qae lea Eomaina, ootre le mot Milla > employalent dans ce mème sens le mot 
iexeenti (tiaeentt). Il ajoute qoe ce fait a'expllqaerait mieox, ai fon pouvait constatar chea lea Romaina 
lea tracea d'un aystème non dédmal, comme on en rencontre ehez les peuples gennaniquea, parexemple 
chea lea Allemanda, qui ont le mot ifomfol pour 15» et le mot Sckoek pour 60; chea lea Scandinavea, 



n) Sur fOéttaée, p. 1386, 1. «t. Yoycs aatri le Grand Etifmolo gi q m , aa noi fMO-o-oi » al) Y, sa, n. It. — Si) I , M.» 
«) Toyex d-apite, diap. XVI et ZVIL^as) Cette dlipod t io D hariaMtrieaveefalevdepoilttoaeiteillideezaiiféei de boahe 
irtMilni <rd •ervent ea FnooeàeQaipta» lei potarti deiJoneueidebllUid. 



292 ANNALI DI MATEMATICA 

qui, outre le petit cent ( Utlehundrud) on centaine ordinaire, ont un grand cm( (Storhundrud) de 120; 
et chez les Anglosaxons , qui outre le petit ndlle ou millier ordinaire , avalent un grand ndUe de 1200. 

Qaant au nombre dix mille , les Latios, les Arabes et les peuples modernes de TEurope reipriment 
par deux mots ; mais les Grecs , les Egyptiens , les Babyloniens , les Indlens et les Ghinois rexpriment 
par un seoi mot. Le mot /xu>ioi (dix^lle) était celai que les Grecs employaleut poor exprimer vaguement 
un nombre très grand, tandisque, pour les Hébreux et les Gbinois, le motsigni6ant dix-mille désignait 
▼agnement un nombre plus grand encore que celui qn'ils désignaient vagnement par le mot signifiant mille. 

M. Gantor aurait pu compléter ces utiles remarques , sii avait eu recoors anx recherches de MM. Lepsins 
et BenloBw 27) sur Tétymologie des noms de nombre. Il y aurait yu que, chez les peuples indo-européens 
et chez les peuples sémitiques , lorsque le nombre 1000, le nombre 10000 et des pnissances plus éievées 
de 10 s'exprlment par un seul mot dans la langue d'un de ces peuples , chacun de ces mots , par son 
étymologie signifie vaguement muititude , et que chez quelques peuples il en est de mème du mot qui 
signifie cent. 11 est donc probable que des mots qui primitivement signifiaient un nombre incalculable ont 
pris une signification précise , à mesure que la faculté de nombres a falt des progrès 28). 

M» Gantor ( p. 148-154 ) s'occupe ensuite dn groupement des nombres , tei qu'il peut ètre exprimé par 
la séparation de nos chiffres en trancbes. La myriade (1000) étant le plus grand nombre pour lequ'el la 
langue grecque eùt un mot et pour lequel Talphabet grec ofrrìt un signe numerai particulier , il etait 
naturel aux Grecs de prendre la myriade pour unite nouvelle , et de compter jusqu'à 9999 myriades, puis 
d'opérer de mème pour les myriades de myriadet^ et ainsi de suite: tei était le procède d'Apollonius de 
Porga 29), procède qu'on représenterait dans notre numération moderne par la division en tranches de 
quatre chiffres au lieu de trois. ApoUonius donnait aux unités de notre première tranche de quatre chif- 
fres le nom de fiovdhei (unités), à celles de la seconde tranche le nom de i*upKÌSsi dvXaT (myriades sim- 
ples ) et le signe abréviatif M» , à celles de la troisième tranche le nom de /xuptaSe; hvXaì (^myriades 
daubles) et le signe M^, et ainsi de suite. 

Pour réfnter ceux qui confondaient Vinfini avec Vinealculable, Archimede voulut montrer qu'on pouvait 
exprimer d'une manière précise par la langue et Técriture grecques, et distinguer nettement les uns des 
autres, de grands nombres consldérés faussement comme inexprimables etinfinis. Pour cet usage special, 
comme M. Ghasles Ta montré , et non pour simplifier Tarithmétique grecque, comme M. Libri Ta prétendu, 
Archimede 30) avait Imaginé de prendre pour unite nouvelle , au lieu de la myriade simple, la myriade de 
myriades , d'aller jusqu'à une myriade de myriades de cotte nouvelle unite et d'en faire unite supèrieure, 
et ainsi de suite: «ce qui équivaudrait, dans notre notation moderne, à la division en tranches de huit 
chiffres. 11 nommait premiere nombres ceux de la première tranche de huit chiffres, seconds nombres ceux 
de la seconde, et ainsi de suite jusqu'à une myriade de myriades de tranches de huit chiffres: l^ensem- 
ble de ces tranches formait une première période. 

L'unite simple des premiers nombres de la seconde période, équivalait à notre unite suivle de 800 mil- 
lions de zéros. Archimede ajoutait qu'on pouvait continuer ainsi jusqu'à une myriade de myriades de pé- 
riodes: ce qui équivaudrait à mettre à droite de notre chiffre 1 une sèrie de 80 trillions de zéros 31). 
Ainsi Archimede avait rósolu le probléme de trouver dans la langue grecque une expression précise et 
courte pour des nombres qui offraieot Timagination 32): il y avait réussi de manière à montrer qu'un 
nombre réel, quelque grand qu'il soit , est toujours exprimable et fini, et que Vinfini est toujours infini- 

27) Oavnges dtés d-dessus, Introdaction, notes 6 et 7. — 28) Yoyez M. Lepsius, p. 138-141, et M. Benloew, p. «2-78. — 29) Yo- 
yex Pappai, Cotteci. malh.f fragment du Uvre II, prop, 15-27, gr. lat, dans le t. 3 des OEovres de Wallis, p. 69A-610 ( Oxford, 
1099, In-fol.). — 30) Arénaire, p. 319-38'i des OEavres, ed. Tonili ( Oxford, 1792, In-fol- ). - 31) M. Cantor ( p. 151 ) dit: «80000 
<cA<Uùm«n». Mais 80000 biUùmg allemand$ éqaivalent à 80 triUioru franfai$; car, comme le dlt M. Cantor ( p. 236 ), le bittion al- 
temand équivaat à l'anlté salvie de 12 zéros, c'est4-dire à on million de milHoru, tandisque le bUtìon fran^ais équivaat à Tonlté 
salvie de 9 zéros sealement, c*est-à-dire à mUU miUioru. — 33) Iloas avons vo ( diapitre IT) qu'à la mème epoque les Indlens 
avalent rèsola le méme probléme d'une manière semblaUe , avec oette différenoe , qulls désignaient par on seql mot duieam» 
de oes onttès sopérieores. 
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as deià. II a'était pas d» ce» pUiosephes qui croient pomroir iongmer on toui t«/iM r étUm mi U esittaat 
6t compiMé (l^QB iMw èrg ta^ dt qumÈtitét fiaki 38). 

La mmiéntkNi d^ApoUoBtas ptr nyràiiefi, pus par laynadM de myriadw, el ajoai de ssite , avait 
XMB afiplieatioB pntìqne expoaée par Bf. Caolor d^apfèe Pa|»pii8 , qui nous Ta conserrée. Foor faire le prò- 
orni da denx on ptoaieiin factaois mHipèes de pvsaaBces de !•« le procède d*ApoUoBtoa coiwiate à mettre 
arptftceapoiagaBcesdél» rnaiiMi factawra, à faire la naitipiieatkMi dee noaibne propoeée» aprèe lee avoir 
degagé» de cee faeteim , et à tenir coaqile eaBvtle de ce«x-et, ponr déle riaiB e r Tordre de iByriadee aiM|«el 
appartiendn I^onité skaple dft proint troeré d^aimni. Dane nolre oolatiOB aeteeile, ce preeédé revieei à 
soppnaerieezéroeà droitedee fMteenanraBitlaiB«itipèìealioe,etàIefta^e«terteeBàdreilede pi^^ 
aaree la. netalioB gree(pesneyaieardepoeiUo&,c'étaitpk»coaipiiqiié; car, ponr s ep p ria e r lee putesaacee 
det^coanne factenra daaa lee neaahrBuà nwHipÉIer , et pev le» rétaUir easnile daae le predait, il frilait 
camper teatea lee lettiea iiiaa^ii lif i da» chaem» de cee deex opéraliOBe. De reale» cette nwtbode, e»> 
jeiguée par ApeUewos deox sièeiee avaait nelre ère, ne perait pae s'étre pfopagée chea lee Greee. Svivaat 
la leiiqBB àt Bf. Caator, m. Y* siede de nolre ère, Eotoctue 34) opere la mblipiiGatios avec lee faetews 
teia qa'iia s» p i éaem e nt , lera naèsM qvHe soal imitiplee de !•: il cnaiBuciice lee oMlUpiiealtoii» par la 
gaaefa», ea piacaeit lee ob som lee aalree lei» pr e d a te partieto et eo leeaddilMMUMttt à la fio. Mais M. Ga»> 
ter iwiiil di ^^eiter qae daaa cee ezeaipèee dTlntoctae, c ha i|e e faclenr e^élaat OMiitipAe qee de l^et ne» 
óNmt taaitte pnsaaKe de t*, TeaaiikN dm procède d'ApeUoaiae aurait étè saw mime. Il awail dà aiovler 
mm (pe protaideBeet ApoUoaùa» , cobbbw Entociee, coBMWBfaìi la leultipiiealio» par la gMKèe. 

Lee Beaaaiae , poar leecpei miUé était le pio» graMl nosbre expriaró par m sevi nule el per ub seoi 
àgoe oHBBéraà , aTaienl natnreUeflaeiil due Texpreeeion dee ooarbree, oii mode de gr o e p eai cn l qaà pr*> 
cédait par leiilìers , coanae le mode gree procèdait par myriadee. X. Gaiilor aurait btea fìut d^aneoecer 
io, mbI à Y rerenir (cha|iitre HU), qne Tabaca» de Boèee, par la rèmùon de see celomee troie à troie» 
pertail r empieia ae de ce caraetère de la aumén^on parièe dee BooMìae. Au 3UI1* stòde , per exnai^a 
daaa deax opeaenlee de iem de Holywood ( Seerobosco }, ce méaae caraclère e'èlait tradait daae nolfe 
naiaiioa modem» par le dÌTÌsioB en traadiee de troie chiflìree, marqoèee par od poial aadeeaae da pr»^ 
mier àbàtn de cfaa«pie trandie. An laiiiev dalTI* siècie , ce potai se mettait aadeeeoae, oa biea le (Àifte 
était piréeédè d'uà trait. Aa A^vn* siede, (m reaqviacait le trait par aae virgaie. Mais ce denùer oeaige 
lai Brtaaa ne s'eat paa étaUi (rnae manière ianrarrable , à caaae de la coalaùoa trop facile eatre la vif^ 
gale qai sófma lee t riiwh fii i , et celle qai séparé le nombre ealier de la fractioa dédmaie qai peal Pao^ 



Tarn ca détaiia (pn M. Caitor drane id sor rarithnwliqQe dee Grece et dee Bobmìbs, aaraieat p« 
noa f w imt piaea piaa natoreiie daae lee ch apit re e coasaerée avx sigiiee muBéranx de cee deax peaptoey 
efert'è-dlre lee oae daaa le cbapitro ym, lee anUee daae le du^tre U, qai lai-méme aarait dft veair 
imaérttatwaem aprèa le àbapUn YDI. 

Toat cela noas a biea ^oignée de Fétade de ra6ac«« et da noaibre de se» coloase», d^aalanl plae 
cpi'ea léalilè ce oombre est délenaioé par dee moltfe toat soiree qae ceax qae M. Caalor a cherd ié ft . 
L^abaeaa rosate a aept i idiiaai < poar lee nombree eatiere saivaot M. Caator, c^eet pa ice<|Be, lee tranebe» 
étaat de troie ordrea droaité, oa a voala s^arr6lera|Hrèt la première coloaoe de la troisièBM trandie. ìliie 
cella oaaaldérailoa aarait dft eagager à e'arrètar oeaaf cotte septièMO coUauie» el à n^ea mettte qae «i» 
^eat-è-dfro deox tnadwa ealièna. D'apre» celte aièBO coaeidéralioa dee traacbee, Tabacae grec, pra-^ 
eédaat par tnadwa de qa^re iminnini, aarait dà avoir S ooloaaee poar lee Doariiree eatiere, oa biea 
ea anFoir ì% e'eatFà-^fve aae fi mmiImj da piae. la réaiilé, U «vait 1% coloaBee et qadqaefoi» 11. Qae eoa- 
elare de li, aiaoa (pn diaqae peapia a dmaé à aoa oòacaa le noaibre de coIobbos qai lai a para saf» 
le» beaotea da calcai? 



it<MadM*(Mito» ttMM»-e» M» pai»»). ~ai]i 
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IL Cjal0r iippclt qse cho lei B— aiu lei i —fc ra i ip ii a to p» — urie knre «at, 
1=1, 1#=X, 1M=C Ititeli oa CD oa •; #Mlre peri $=T, 5Ì=L, et SM » D. Lee 
#erilée inpdlc^i i IIM eeal ic f iéecl é e per 4ee eig^ee iM f i Mi piv oa boìh cea^fi^we, ee^rir 
#Ìm peri 1ÌÌM»CCI33, tmm^CCCtJJX Itiliit =C«0; «ferire peri Slit»C»,9IMt= 1300, 

ri MMM *- q- Ateii Ferdre tfVirilée lee fèm életé fri erit 
eri mOk, et le ■oflfcre le fèm Hewé fri erit n pi f i B Bl é per ■■ 
prtctiff ri rnité de le lepCiiM ri denière colere de Taèmtmt 

Deae le eocelioe Merinle dee BeBMiM, coeMe deae eelle de le 
per le rrieer de peeitiee, lee ligMi de eteitiii pi» petti, piacée à le dreiie dee 
fèm i^tÈàé, iMBfeeri reddifkw i Idre de cce ■ eabr ei . Omx lee BoeuìM , le ftHA momkn deet le 
i|gM eri plaeé i le «Mcfee de criri d*ee phv gnad MMibre doit ca «re retnacké, teadbqM deae le 
aecelioa oMéifenae a le Mltiplle S). Poarteal, eeMM lLCeBt4)r Feipfiqae, crieeipIrideU 
tioa deae le eoUlioa dee Bw fc i ii ee betaeit chee lee Boeuiae i qaekiaee cas délefBiaée. U 
tioa B*eirait jeseif liea difiri M eisridealllit, et qaaad le sigae d^aa pett aoeibre écrit i «Mcfce de 
M, t'éym eoeaae BriUplìeetear. Alari IH =1ÌÌM« CM=tmmè. Qaeat i Texpreerioa MM, elle Mh 
farit taalM SIM per eddilioa, teaSM aa atfllioa per ■ahiplicaliea , et le chrii ealre cce deax eiplì- 
celioae ae foavett élre iadiqaé qae per le ecae. Celte eaipkibologie a^exleteit pee deae Taatre Bode de 
BOtetioa Marqeé ri-dceeee poar lee eiUlìoafl. QaekiBefeìs ea reaipU^eit la lettre M per aae barre kori- 
zoatrie aadteiBi oa par aa poiet i droite dee letlree aaaéralee exprìaeat le aoadbre de ■IDien ; Baie 
Boae verroae qa^aa liea de adllìen e*étaieat qaelqaelob dee ceataiaee qu y étaleat alari eipii Bée i 

Sar roffglBe dee fìgaee aaaiéraax dee Boauiae , M. Caator c4>BUMaee per óeaiter lee expfieatloae 
diieordaatee ri preeqae toatee abeardee qae frìtdea doaae poar lee sept ligaee I, X, C, 11, Y, L et 1^ 
il éearte de MéeM rezpfieatkm iagéaleaie de laaras el d*HoetBS. Aa liea dlairealer, eoBse cee deax 
deraien , dee foraiee prteithree Jaaginairee , n frat reaoater anx foraef lee plas aaeieaaee qa*oa troare 
réelleeMat poar eee fìgaee BaariraaxtaatcheeleeloaMioi qoe dMi lee Btroeqaee. Or Baaiae el Hoetae 
aaraieat ea vaia eberehé deae ehacane de eee fonaee aarieanes oa aoadbre de tnite reetOIsBee iadiqBaBt 
le Bombre eiprìaié ; mais eee formes ancieaDes offreat oa rapport frappaat aree lee IbreMe aaeieaaee 
de eertaioee leUree de ralpbabel rooiaio ri de Palpbabet étnùqae 4). Foartaat, pand lee letlree aané- 
ralee dee loaiaiae, U y ea a qri ae ioat pas lee lailialee dee aoais latiae dee aonbree qa^eOee repié- 
•eoteat « et eee Boadvee ae répoadeat pae bob plae aa nn§ qae lee lelins eorraepoadeatee oeeapeat 



1) É)U Z^kittkktn Ur Wmmw, p. lfft-M9 de It Ciaior.— s) Tojra k chiplfn pféeédeaC. — t) Toy«B il ili—. chipL n. à 
MCMloa, M. Gialor naiUiiw ìBililwMifnf, qae 1« wMtbrai l «C s à ■owmiie cntnat MWfcat dav te lMfi«B d» lo- 
ti da Giws, eoaaw dtns 1« aot dtutdevifiiiii foia te. O ea ot de tÈémt poar le iihuIuiIÌim de l el BéaM de i co 
■■■■Irrtt Eo inmeiMÌ Fiiywiuii de eertdoe imbUth pneède qodqnetoie per Orkion , el M. Caitor aoMI pò 4oatar fan 
ca eit de BéaM m frcofilc, palMiif od dtt une demi-doiumiiié, od damicela , ao dewti witìlitr, Foor lliiuiniiiiii dee 
tnttJoaadm, «■ latte, ca gne d ca ■Wg—iil, oo pfoéédé per faddilioa Joiate i la dhrWoo, auto afiiweat lo 
eo da MCOHd'émmi, t n it Um» èn t i, timiims-demt CamitrlkÌM, dr«f*«l», ewAddhca ;, poar ricriierlA fdéeédé de 1, S, i 
colttfai, d per eoocéqaeol 1 1 A, t l/S, s i A. Eo latta d eo gne, oo eodt-ealeod roollé d oo dtt dtao» mpim, tìtnta 
kuiUèmt M pim , poor ilediiir 1 lA, 1 t/s, 1 1/8. Oeoe laogoe malilie, poor eipda wr oo Boaifece qoi ae tenaioe per s , oo 
■d le mei moUU deraal rirpiwiiuii dd oooibfe pio» graod de i onitÀ; elMi Fon dtt mteUii M, poor dfare SK, cfed-lHlre «o 
■otoa la flMttlé de la demMre dfiaioe. - 4) Sotiraat M. Caotot, Talpiiabd roaudo ed ▼eoa de falphebd cne. ^ one épofoe od 
eilal-d gardatt eneofe le Xflpp», toeoaod eox Etroaqoee ; ralpbabd draiqoe, «eoo hMiédiateBMOI de f ovieol rnaMH Vtà- 
§kitti gree, poMédatt dee Idlrea qd BiM^aaiart a rdphdnt nonio ; sali rkipftabd roddp d Talphabd dnoqoe #< 
fitdd 



» 
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daos Talphabet litio. M. Gantor conclnt de cette obsenration quii faat désespérer d*expliqiier la cause 
poar laquelle certaioes lettres romaines ont été choisies ponr exprtmer certains nombrea. 

Cette coDclnsioD negatile me parali prématorée. La figure S5 dea planches de M . Gantor mentre qne 
ponr cbacnn dea nombres 1, 5 et 10, et méme ponr le nombre SO, le signe ordinalre dea Romains d^ 
ri?e de leur signe plus ancien , et qne celoi-ci déri?e da signe étmsqne. Ainsi, ponr expliqner les signea 
romains de ces nombres , ce n^est pas à Talphabet et à la langue dea lomaina , mala è Talphabet et à 
la langoe dea Etrosqnes , qnll fant recoorir. Or, qnela étaientlesranga des lettres dans Tantlque alphabet 
des Etrosqnes, et qoels étaient, sona lenr forme la phis ancienne, les noma etrosqnes poorles nombres? 
Si Ton poovait donner noe réponse précise et sftre è chacnoe de cea deox qoestions , pen^étre tronre- 
raitron dans l\me de cea denx réponsea , oo bien en partie dana IMne et en partle dans Taotre, Texpll- 
catlon Yainement cherchée aillenra. Bnsolte, ponr lea nombrea 1 00 et 1000, leasignesromainaordinairea, 
G et M , sont lea lettres initiales de eeiHìm et de miUe, comme M . Gantor Fa bien remarqoé ; mais les 
signes plus anciens ponr ces mèmes nombres ne ressemblent paa anx formea andennes de ces deox let- 
tres. Qoant anx sigoes poor 10000 et poor 100000, M , Gantor a bien yo qoe , par dlverses complications, 
ils dérivent de la plos ancienne forme do signe romain ponr 10000, leqnel déri?e loi-méme do signe étrosqoe, 
et qoe les signes romains poor SSOO, poor 5000 et poor BOOOO sont chacon la moitié do signe do nombre 
dooble. Le sigoe poor 500000 reste seol sana analogie, 

Qoant à Temploi abréyiatif do trait horizontal ao dessoa oo do point i droite dea lettrea exprimant 
des onités dim ordre sopérieor è celles qoi soiifent , Bodée , Hostos 5), et après eox MM. Nesselmami 
et Gantor , ont raison de dire qoe cet osage était établi dèa Fépoqoe de Pline Tancien. Gè aavanta. ont 
également raison de dire qoe cbez Pline lea onités les pina petiles de la portion de nombre exprìmée 
par ces lettres ainsi séparéea yers la gaocbe ne sont pas toigoors des mOliers, mais qnelqoefois des cen- 
taines: en réalité, chea Pline, ce aoniprfique tot^ifwrs ies emainei, etfen dirai la caoae. Lea mémes 
aavanta ajootent qoe chea Pline, lorsqoll y a troia tranches de lettrea séparéea par denx pointa, lea onitéa 
lea ploa petites do nombre exprimé par la tranche de Textrème gaocbe ne sont paa tooioora dea milllons. 
G'est trop peo dire ; car je ne croia pas qo*il y ait cbez Pline on aeol exemple où ce soient des millions, 
et j^expliqnerai poorqool. M afa sortoot cea mémes savanta ont tort de dire qne cbei Pline cea expreaaiona 
sont toojoors aropbibologiqoea, de sorte qoe le contexte seol peot en déterminer le sena. Je vaia proofer 
qa*ao contraire , lorsqn^ y a deox oo ploaieors trancbes de lettres et qoe la trancbe è droite , n^étant 
paa sormontée d\ui trait borisontal, exprìme on nombre dont lea onitéa sont simplea, il n^ a jamaia am« 
pbibologie. 

Le principe sni?ant 8*accorde avee tona lea textea de Pline, et expllqoe dime manière sAre tona les 
cas où à gaocbe il y a dea lettrea noméralea aormontéea d^in trait borisontal oo aoiriea disn point, et 
où à droite il y a d^aotres lettres nomérales employées ayec leor yaleor simple : 

Sif de deux trauehet eonii^nit de lettres fimtérales rouiaiMet, la trameke à droite a dee eeittainee, 
ÌMKité de la traneke à gauche vaut mille foie Vunité de la tronche à droite; maUf ei la tranche à droite 
n*a fne dee dixahtee ou dee unitée eimplee, FunUé de la tronche à gauche ne vaut jamaie que cent foie 
f unite de la tranche à droite. 

Gè principe s'appliqoe , soit qoH n> ait que deux trancbea , soit quii y ait troia trancbea aéparéea 
par dea pointa. SI donc il y a troia trancbea et que la trancbe è droite n*ait paa de centainea , Punite de 
la trancbe du milieu est la centaine , et si la tranche do milieo a dea centainea de centainea , l>inité de 
la tranche de gaocbe eat la centaine de mille. Poor qoe cette onlté fftt le miilion, il faodrait qoe la tranche 
do milieo et la tranche de droite eossent loutes deux des centainea ; mais ce caa eat sana exemple dans 
Pline. Appliquons nòtre principe aux exemplea quH foumit. 

5) It Cantor reeonuumle , eomme pea ooomi «C digne de FMie davantage, roanage de Mattham Hoatof , helMIntate et 
nnmiainate àDanand do XYI* dède , D§ mmuratiom e m mi a t a veUrOui LaHm$ tt Grwei$ fluitate , Mittliaeo Boato amlore 
(AoTen, 1U9, iiKB, a pagea). 
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Commen^ioDS par les cas les plus fréquents » ceax où U d^ a qae deax tranches de lettres Dunérales^ 
Les exemples en soni extrémemeDt Dombreax dans la partie géographiqae de VHistoire nalurelle de Pline, 
depuis les deux derniers chapìtres da li* livre jasqn'à la fin da VI*. Qaand le nombre è exprimer est au 
dessous de 10000, Pline ne met pas dejcentaines dans la Jranche à droite. Ainsi, étant donne par exenn 
pie, le nombre 2425, Pline 6) Pécrit XXIY.XXV, et non II.CCCCXXV. Alors, comme on le volt, l^nnité 
de la trancbe à gancbe est la centaine et non le millier. 11 peot arrlver qae les centaines manqaent dans 
le nombre è exprimer ; mais le millier n'en est pas moina exprimé par X, et non par 1, dans la tranche 
à gancbe, de sorte qae l e principe n'en est pas moins observé. Par exemple , étant donne le nombre 
3040, Pline 7) Técrit XXX.XL, et non III'XL, ce que signifieraìt 340 senlement. L'unite itinéraire employée 
par Pline dans la géograpbie est en qnelqoe faeton le pas , da moins poor les petiles distances où il tient 
compte de 500 pas on d'un demi^mille. Mais , pour les distances plos grandes , limite réelle est le nùUe 
exprimé par la lettre M, on par les lettres M.p., oa par diverses autres abréviations dea mols mUUa pat- 
tuum. Or, les distances dont Pline s'occnpe dans la géograpbie sont presqne toutes an dessous de 10000 
mllles. C'est pourquol, dans ces cìnq livres, la tranche à droite n^a que très rarementdes centaines, et 
par conséquent Tunìté de la tranche à gauche est presqne toujours la centaine et non le millier. 

Prenons au hasard quelques exemples entro une multitnde d'an tres, qu i tous recevralent invariable- 
ment une explicatlon semblable. Dans le 11* livre 8) , Texpression LXXXV.LXVlll M . pau. signìfie 8568 
mllles, et non 85068 milles. Dans le 111* livre 9 ), Texp ression XXX «LIX pauwm signifie 3059 pas , et 
non 30059. Dans le lY* livre 10), Texpression XXin.LX mU. signifie 2360 mìDes, et non 23060. Dans le 
Y* li vre 11), Texpresslon X.XXXYUl M. signifie 1038 milles, et non 10038. Dans le YI* livre 12), Texpres- 
sion XXXIY.XLM.p. signifie 3440 milles, et non 34040. 

Mais, dans les cas rares où Pline a eu à exprimer dea nombres de mllles itioéraires au dessus de 10000, 
il a mis des centaines dans la tranche à droite, et alors l' unite d e la tranche à gauche a èie nécessaire- 
ment le millier. Ainsi, dans le YI* livre 13), Texpression XXIX.GCGXC signifie 29390 et ne peot évidem- 
ment pas aignifier autre chose. De méme, dans ce méme livre 14), Texpressioii XIl.CLM.p. signifie 12150 
flùlles. 

Pour les petiles distances itinénires, où il veot teoir compte d'ni deminniDe , le plus soareat Pline 
se contente d'ajooter i la solle dn nombre de milles un D signifiant 500 pas : ainsi, dans le HI* livre IS), 
rexpression XHMD pctf. signifie 12500 pas, c'esU-dire 12 miOes 1/2. Mais qnelqndòis anssi la Mie M 
est alon remplacée par le trait boriiontal a n dessns d es lettres qui exprìment le noabre éB ■iOIen de 
pas: ainsi dans le Yf livre 16), rexpression LlXXVll D pctf . sìgiùfie 87500 pas, c'e8^é-dire87Billesl/2. 

Bn dehors de la géographie et des mesares itiéénires , le principe fonró lé cj- dessns est fidMcaent 
observé par Pline. Ainsi, dans le XXXIIl* liv re 17 ), rexpression muri ftmi» XYD.GCGCX signifie 17I10 
livres pesant d'or; mais rexpression urgtmH XX11.LXX signifie senlement tnO livres d*aisent« pane qne 
dans la tranehe è droite dn seeond nombre il n^ a pas de centaines* 

De mèaBO, Cieéron , dans une UUre à AtUens (1,7), dit qnH doit pcyer HS nlCD, et dans la lettre 
salvante (1,8 ), en mealionnant le paieaMnt de la méaM somme, il rexprtee ainsi: US GCI!X>CCK)3CCGCf 
e'e8l4-dire 29100 sesterees. La tranche i gauche de la première exprestlon , n signifie iOMt , paven 
qne dans la Iranehn i droite B y a des centaines. 

Denx tranches de lettres naaiérales, avee des cenlafaws dans la trance i droite, scrvent ttMjjovn i 
Pline poor expriaMr dea nombres eoaipris entro 10999 et 199999. An deas» de 199999, POne émbm «rais 
tranehea de lettras nnaiénles. Alon « s'O y avait des centaines dana lea den tranehea à droite, Italie 



IT, 1. 1. 1, p. aa7, ed. amiK (Ldpdg, m»i «t mìt., to-«).— t) t, m.i,p.aiiL— 8)n,Ma,p.atcisn. Voyv 
V wÈmm fSfBB. — f)III,k,t.I,^9B. — i«)IT, u,tl,p.aa7. Tofci «Mini iiiiiIli à la bCm p^e, 
•t IT. 19, tu sm; IT, t«, p. ait( IT, a, p. ns.— ti)T,s.tuaM.Tofci CmInì cniHpia,T,K,t.aitcl puSM, et T. «.plsm. 

-19) TI, SI, p. 491. TofCl «Mlm, TI,9l,p.Ml;TI,M,p.M7;Tl,SI, p. f3iwU| TI, t7, p. Ok — li) TI, 91^ pu 
tt)Ili.SpL9S7. — M|1T, 19,puat9.— IT) ZZZni, S, t. S pu 8k 
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de la traoche à gauche serali le milIioD. Mais , dans les rares exemples qoe son oavrage présente poor 
ees grands nombres , la tranche à droite ayant des centaioes , mais la tranche da milieo n^en ayant pas, 
IMnité de la tranche à gauche n'est qne la centaioe de mille. Par exemple, daos le XXXIII* Uvre 18), 
Texpression In iiiiMerarolir'XXXy*GGGC signifie 6135400 milliers de sesterces, SMtertiAm fmUttoj^en 
monnaie, c''estrà-dire 613540000 sesterces, et non 61035400 milliers de sesterces; et de mème Texpres- 
sion awi XYTxXDGCGXXXI signifie 1620831 livres d'or, et non 16020831 livres. 

Alnsl dans toutes ces expressions nnmérales de Pline, avec trois tranches de lettres comme avec denx, 
11 n*y a ancnne amphibologié. Mais, si une tranche uniqne, oa blen la tranche à droite, est surmontée 
da trait horìzontal , et si , par conséqaent , il n'y a pas à droite ane tranche de lettres nnmérales gar- 
dant leur valeur simple, alors le principe pose ci-dessus ne pent pas trouver son application, et c^est 
alors sealement qne Tamphibologie se présente. Le grammairien Probos vent qn'alors, en general, le trait 
horixontal an dessns des lettres nnmérales indiqne des milliers; mais nons allons proaver qne qaelqae- 
fois chez Pline ce sont des eentaines. 

Yoyons d'abord quelqnes exemples où ce sont blen réellement des milliers. Dans un passage de Lam- 
pridins 19), les mots CXX equUum signifient 180000 cavaliers Perses, et le signe "X dans le méme pas- 
sage signifie 10000. De mème , dans le XXXIII* l ivre de Pline 20), avec denx tranches , mais dont celle 
de droite porte le trait horìzontal, Tespression VII'LXXXVIIÌ homUnum signifie les 788000 hommes de 
Tarmée de Darios. De méme, a vec une scale tranche , dans le XXXYI* Uvre de Pline 21), les expres- 
sions LXXX honUwm et XXXX signifient 80000 et 40000 hommes. De méme, dans le livre II de Pline 22), 
rexpresslon atadiorum XXYI signifie 26000 sttdes, et rexpression CCLH ttadiorum signifi e 252 000 stades. 
De méme , dans le livre XXXIII* 2 3), Tex pression p. IX signifie à 9000 pas; Texpr^slon CXX ainum si- 
gnifie 120000 as, les mots pondo XXIV signifient 2400 livres pesant ; les moto D talenionm signifient 
500000 talents, et les mote: laterum awreorum XY , argentonm XXX et HSGCG signifient 15000 lingoto 
d'or, 30000 lingote d'argent et 300000 milliers de sesterces , c*est-à-dlre 800 millions de sesterces 24). 

Mais , d'on antro coté , dan8_le VI* livre de Pline 25), Texpression XII M* p. signifie 1200 mlllee et 
non 12000 milles; Texpression XYM poMiitm signifie 1500 mlllesetnon 15000 mllles; Texpresslon XXYM'p. 
signifie 2500 milles et non 25000 milles. Les exemples semblablee sont nombreox dans le VI* livre, et 
c*est le sens qni empéche ramphibologie , parceqoe des évalnatlons décnpies seraient érldemment trop 
erronées. 

Après cotte rectlfication loegoe, mais atUe et nécessaire, je m'empfl'esse d'approover une remarqae très 
jnste de M. Gantor. Getto division des lettres nomérales romalnes en tranches séparées par des pointe oo 
distingoées par des traite horizontaox tracés ao dessos d^elles , étalt im achemlnemeet vera rattrìbntiOB 
doline valeur de position è chaqne groope de lettres exprimant un nombre an dessos de X. 

M. Gantor a ralson de signaler la méme tendance dans la valeiir de positloB des slgnaux par le feo, 
déerits dans un passage des extralte qui noos restent des Cutes de Jalins Afrleanns, passage dodement 
expllqné par M. Vincent 

Ensuite M. Gantor dit qnelqnes mote sur un systéme de notation tadiygraplilqiie, d*après leqoel tool 
nombre pent étre rendo par un seul signe compllqné. Le plus ancien anteor qaVostns et HeÒbronner 
dtent comme ayant fait mentlon de ce systéme est Bronchorst de NImègoe (Novlomagos), malhémati- 
den da XVI* slède, qol rattrìboalt à eertaku attronomet. MM. flenlsdì et Plccard donoeni è ce méme 



tS) mni, S, L », p. 84.— ») Fie tFJUxttndre Sé/ire. — ») XXXIII, 10, t 6, p. tl4. — M) XXXTI , 16, L 6, p. S«s. — 
ts) n, los et 109, L 1, p. ao» et 906. — ») XXXIII, s, t. », p. 75; XXXIU, 3, p- 70, p. SS, p. 83 et p. 84. — 94) Le iigne abré- 
«teltf BS, poor 118 ( duo «emù, s i|9 n ), esprime nalardleiiieiit le $e$Urti»u, dont lenom lol-BéBe (aemuUrtim) rigoUle s 1|9 
(M). Malt Id évMenuMot le ligne HS cit dìi poor exprimer aettertìém (mOìU), ^est-à-diie mOUen de taUretM, M Ice lettict 
anoiétale» deratant m tndoira pa Fadverilw treceniie$ (eemUma mima), la loniiie lerait cneoce 100 foto pio» forte. —9») YI,M 
«t 96, L 1, p. Ul et 448. 

Tom. V. W. 5. 38 
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sytlèae te mm de HfMf ekaUée»t. M . CaBior soppoM quii pevt s'agir cTattrologM» efaaldéaot da tempt 
de reapire hmmIb. Je doate qoe cee sigoes renooteot si hant 

Qoast à la eoBJeeUire de Yoesim, qoÌ veat qae nos neiif eUffires soieot eapraatés à la tadiygnpUe 
de TiroB , affiranclii de Gieéron, M. Ganlor se contente de renvoyer à la réfataUon qoe Kòpp a doràóe 
de eette hypotlièie insontenable. 

MI. MmiMémÈmUtiemm wmÈMÌwuu i) 



Dans le ehapHre préeédent, M. Gantor n*a pas cité mi seni fluthéniatieien roBMln, et il a dA alter 
cherdier la nomératioo romaine ehex dea grammairiens et des eoaipilateors. 11 en donne denx raisons , 
dont une peot sollire: c'est qa*U ne noos reste avcon oovrage de Butthénatieieas romains antérieirs è 
la dinte de Tempire d^occideot. 

Les Rovains n*aimèrent jamais les mathématiqoes pnres. Leors maikémaUeins farent des astroiogoes, 
eondamnés par les lois , mais protégés par la soperstition. Leors g^miim farent des arpenteors aniis 
des proeédés beiles et approximatifs, et ne tenant ni aox démonstrations ni i rexactitnde. Avant notre 
ère, le célèbre Yarron, ami de Gicéroo, s*occopa de mathématiqoes comme de tootes dioses ; mais, 
qooi qQ*on ea ait dit, son traile d^aritlimétiqoe est perdo. Uarchitecte Yitnnre, qol écrivait qoelqoes années 
a?ant notre ère , laisse entrerolr qoll arait des coenaissances géométriqoes. Sextos Jdios Frontinos , 
inspecteor des aqoedoes de Rome soos Tespasien, avait écrit anssi sor Tarpentage, et M . Gantor a peot- 
étre raison d*approoTer la conjeetore de M . Chasles , d^après laquelle on fragment géométriqae anonyme 
et inédit appartiendraìt è cet anteor. Mais , si M . Gantor avait lo plos atteotivement la dissertation qne 
M . Lachmann a mise dans le tome second de son édition des Gromatid vtleret , il n*anrait sana doote 
pas persistè à oier, comme U Ta fait, Paotlienticité de tona les fragments de Frontinos contemis dans 
oette collection. 

AtHdée a?ait tradoit ou paraphrasé en latin ràrithmiiique grecqoe do néopytbagoricien Nieonaqae 
de Gérase. M. Gantor accepte trop fscilement nne conjeetore d^après laqneneApolée avait introdolt dans 
cet oovrage spécolatif de nombreox exemples de calcala. Gotte conjeetore me parali bieo peo Yralsem- 
blable , et elle est trop peo appoyée par noe phrase de Textrairagant Goillaome Postel, qoi ne coBBalsBait 
probablement VArUkmétipie d'Apolée qoe comme noos la eonnaissons noos-mémes, c'esl-i-dire par one 
phrase do traité de Gassiodore «or les mùtkématifu$tf!j: dans on abrégé anonyme de cetraité (Paris, 154f), 
Postel reprodoit infldèlemeet la phrase de Cassioidore, en y ajootant des tniits de son in?entÌon, et en 
conselUant la lectore da livre d*Apolée , comme sii existait encore 3). 

Sor Andron de Gatane, M. Gantor aorait dù elbeer de son cbapitre XD (p. 17Ì-nS) one ecrear quii 
a refotée lui-méoie (Note 959, p. 399 ). Andron, maitre de Zénodore, c'est-è-dlre do premier aoteor » 
dit-OD, qoi ait écrit sor les isopérimètres , n^est pas Andron de Catane , maitre de M arc-Aorèle , mais 
Andron dTphèse, coolempondn de Platon. 

M. Gantor ne parie des Gromalici veteret, qoe poor dire qoe ces arpeoteors experts n'étaient pas> 
mathématiciens. Ao lieo de raconter la iongoe histoire do manoscrìt de Wolfenbfittel (p.17S-175), poor 
n*en Urer ensoite ancone donneo, il aorait mienx fait de dire qoe le gnma, d*oii ces écrivain tiraient 
leor nom , était un instmment destine à prendre des alignemeots à angle droit , les angles droits étant 
les senls angles dont la mesore fftt nécessaire aox arpenteors romiaos comme aox arpeoteors grecs 4). 



t) R mmi t eht MathmatUur, p. lOB-ISO. ~ 9) PoL HM reelo l Paris, 1368, ln-4 ). - I) Tojrei G. l. Voarin», De 
l/k«MM fMlmw «I eoiMttf mKmm, p. »-40 ( Amstefdam, law, iii-4 ). — 4) Yoyet M. Bkit, NoU réUtive amx imatrwmtiUtei i 
eédét dm grammHei Mterw (Jomnai dm «mwato, «ttU iU9 ), et mon Mimoirt tmr Hirm , III* pulie, eh. s, p. M-S». et eh. 4» 
i S, p. 17«, et T* peitie, p. m-OM (Acmi, dm Imaer.^ Mém. de divert tavanU, t aérle, t. 4, Paris, 1«4, la-4 ). 
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M . Ca^km ìaAfBé tmtìkà le etMoM ée r — i it ge ■ylfctltgiqie didaeciqM de Martiw 
Ice tept arts DMran , ca aeif Ìlf*Bi , doat lei seRt dereie w eabrMteBt le f r irt i et le 
e'esl4-dìre d^me part la gri— lire, la dialecXiqM et la rbéUirìqve , d'aire pait la gé o»6lrie, Farilteé- 
, raatwoMie H la — aiye. M. Cal4)r reBwqae qw Feaploi de teram greea de géosélrie, Im- 
mGrmMtid et rarea diei Boèce , ert fréqaeal dat la partie vraieael g éaaélr i y n di VT Mfgi, 
leqiel, apcès dea énaiératioM géog ra p hi ^ aei , oa tivave S) dea déialtioM géonéttìqMi eaipn»- 
téeaawtMtà Eaellde. Q«aM à rarfthaiéliqM llióofiqM de Martiasvi Capella (UneYH), eOe eallMe 
awtovl di liopytkagorìeàei lÌieoaMM|ie €). 

Aprèa aToir BMitaoMé Caiaiodore i caaae de qiek|aea d oi i éa i hiatorìqiea eoHeMea daia la paitie 
■athéaiUgie de boi petit aunel dea lepl aria lifoéraex , M. Caitor dome ne lolioe détattlée av la vie 
de Boèee, aiteir doot la GétmàiHt nmkiWÈb deix paaaagea d^Me la^Mnaiee capitale pov rUaloire de 
la Botatici MBiénle 7). Avee M. HiMl , U ìmIIm à lief qM Boèee alt étMTió à AlhèMa. Maia U coMIMe 
niatraetioi sreeqie de Bcèoe, qii pov lea authéaMliquea co partieilier, a^ait piiaó aea ccBiaiaaaBcea 
rartoit dais lea oivragea d'Eaeiide et di Déopytkagorieiei KleoBaqie, et diM leaéerlla attribiéa è r«- 
etea pythagoricieB Arcbytaf de Tarante. M. Caiior ne diaaimile paa qill ìbcUm ci fnrew de rwttiei 
tidté de eea écrits, eoosidérés par lii conaM dea aeelioM diverBea dHia graad oi^raga qil portali le 
noai d*Arebytas 8). Il ajoHe qie eet oirrage, pleii de doetrliea pytkagcrieteuea, a élé étadié par Boèce. 
rajocteral , à mon tour, qoe eoaaidérait eet oirrage et tea aeetiooa eoauM cerlalieaMBt a poc iyp iw a , 
je pense qve Boèee a pi y pidaer dea doetriieB étraagères à rmdai pytliigcriie. 

Hill* ttsTres de BMce. ^) 

Après aToir éearlé lea oairagea chrétieia faiaaetteal aUriboéa à ootre anteor, et aprèa afdr readi 
m jaate homnMge i aoi beai traitó Swr le» t a ia c f a l to if de U pIdUmpkie , M. Caitor a co r b e uwae 
peiiée de eonparer aree lea canagea didaeliqaea qi! aoaa reateal de Boèce la liate de ceox anxqaeb 
Thóodorie bH alhnioa daaa aae lettre oè Q le Icoe de aea tra?aix deatiaéa i conaoaiqier aix Latiaa 
lea adeacea grecqaea 9). On reeoaaait daaa lea édkioaa dea oMnrea de Boèce, la layifM d'aprir Afitfaft, 



ì; ti, 7I»-7M, y. MB-»77 de Kop^ — •> M. Cmiot «OTt , MM aolifi iofisaBts , qoe rMtroaoMle de Mattiim Cì|mIU aoit 
■éopjihagoridenoe. Il dft qoe lUrfiiaM GapeOa ^«eeorde «iree Ics pjrtiiaiofkieof PhOolafis, HéncUde, Fcffhantm et ■!> 
I, poor ne pH Mre de U terre le eeolre eoaaoa dee révotadoM plaaétefree. Ccit mi co ce qui c mia e iiie PfiOolaOs et ■!• 
cìCm, foor q«l la tefff et le mMI étileat dea plaiiMn etéeotaat «mmm lee antret aoe réwlatiai aoivaiit m eerele a«lov 
d^/M tmatml ém mmét loi»>«e itiahle po«r «om». Mal» M eo eet aatrMiwt dTffhf i et dIMraeadBde Pwit(«e—rtà 
toct Béncate par M. CmIot): cee dee pytliiiiirlriMi lilMiHit de la tene le celie de la réroliitioo a—nelle do aoiell, etdet 
pcopree de la loae et dai phaètee ; aale fli attrlboalwit à la terre noe rérolotioo diurne aa eeaCre da noade. Do 
PhlolaOa et Hieitai éUleat aoaa éMfiiée q^TcphaoU» et BétaeUde de rb jpothèM de Mariiamis Capella , qui Man 
de Mevesre et de Téaui dai aataOtlei ds aokfl e oiMld to é eoaaw aae piagete loomaat aalaar de la terre: hypolMee qoe Oh 
penie a heoreoieaMBt dipeaié , et à laqiile Tfcho-lrahé a voota revcalr. — 7} Coatre la tradttloa q«l Mt de Boèee un 
lian. et co fav«v de Tottribalioa dei oani«n théologiqaea poctMt eoo non à od aotie Boèee poitéfieor, M. Caator ae 
(aroe nlioo, je cnb ) à ropioloo de liaad ( ArL Beèet dans rEaqrdopédle dTneh et Graber ). Cette opialoo a élé 
OBHl co Fraoee réfir—iiiit par M. loordalo. Cependant M. Bohr (GetdddUe éer rmmUAm UUruimr,\.y^un-*m, S éd^ ISM) 
ot revcno à ropWoo valgalre, déJwidoe aoaa par Bear , De BoStìUo ckrUUmmm IheoUtfitt matertore ( Danmtadt, IMI, UhS. — 
m Gea éeriti esialaieot et finapnt poor aeonea d'Arehytai ao 1 aèete de ooCic ère et dana lea Mela aoNuta. M . Oaolor cat 
Man Iwlé deleadéctorer oolheatlqoea. Cwp<M da n t, ea p r éa eoe t dea ceochMkioi cootrairci (ct,Je croia, Meo f oodée i ) de IL Gmppe, 
de M. ▲• BoBckh et de aon oereo M. L. BoEckli, I hédle è ae proaooeer, et II ae bome è coodare , avee le demier, qoe dèa le 
de ooCre èra fl ezMatt, tona le non d'Àrch jtaa de Tarante, no oorrace gree ea trob Uvret, et qo^à eet oorrace 
tool lea fragaacati qai oooa reatcat aor le oooi d'Arehjtaa. n teat ezeepler lea 'A^^ùrou x«5eXixei Xé- 
TOf 9tk«, i w iiiagii apuujp l ia d^me époqoe poalé rl eo r a, piriiHé por C aa ae rat t ua ( Lelpaig, iKt) etparOrelB ((f/tuemlm vHtn m 
Qi mmnm amUemUom «I weroMa, t s, p. S7S-M»). ~ 1) INt fTtrkt im Jefl>fa>, p. iai-l«l.— t) CawlodBri Wmriarmm J>M., 
I, «I, fiL 19 nolo ( paria, liaB,ia-« ). 

a 
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r&rithmitiqw éTaprèt NieùmMque, la iMuifM ^cprit Fjftkagore el la $é&wiHrie éTaprès BmOU»; mais 
oo y diercheraii earale YAitrcmomiU €Qfrì$ PtoUmée , et la Méckmique d'tfrèt ArcHmèée. Ce soat là 
desi oovrages perdi» de Boèee. 

Poor VAitrcmomiU de Boèce, M.Caotor a reaiarqné no témolgnage qui proore qa*elie exbtait encoie 
ao X* siede , pnteqii^eD f82 Gerbert écrhrait à Adalbéron qall avait troaré i Maotone hndt fi%hmu et 
Ròlee tur faètnmomU, d^antres trèt distisgiiés twr Ut ftgwret et geometrie, et d^aotres encore , non moiBS 
admirables. M. Cantor me paratt avoir raison de comprendre qne les volumes sor les figores de géoné- 
tile et sor d^aotres objets étaienl de Boèee , comme les volomes sor TastroDOoiie. Mais certaiDemeot II 
a loft de prètendre qaM d> avalt qoe hoit Yotones en toot, tandisqoe le teite de Gerbert 3) Indiqoe 
elafrenieot hoH YOlomes poor VAttnmomU seole, qoi derait étre aìnsi on oorrage considérable, c*esl-à- 
dire sans dcote on résomé étenda des Xni llvres de la Grande CowtpatUUm mathàmatique de Ftolémée. 

Dans les cravres mèmes de Boèee , ao eomDieocenMDt de VArithwtétifue i), U, Cantor signale on paa- 
sage où OD lit qoe , soivant les anciens Pythagoriciens , le quaérMum seol condoit ao sommet de la pbi- 
losophie. Cest ce méme puidrMmm qoe Théodoric appelle quadrifariat WMtketit iamtat , en félicitaot 
Boèee d'y ètre entré. Boèee loì-mème, ao commeocement de son Arilhwtétique et dans son traité de la 
Mutique 5), déclare qoe ce quadrMum se amipose de rarìthmétiqoe , qoi consldère les nombres en eox- 
mèines, de la mosiqoe, qoi considòre les rapporta des nombres , de la geometrìe, qoi a poor objet la 
graodeor immobile , et de i^astronomie , qoi a poor objet la grandeor mobile. 

J*ajoote ici one remarqoe qoi parait avoir échappé à M. Cantor: c*e8t qoe, d^après cette définition , 
rastronomie devrait comprendre la mécaniqoe generale, comme appendice de latbéorìedes moovements 
célestes, tbéorìe qoi elle-mème, soivant Boèee 6), devait avoir poor introdoction la tbéorie géométrìqoe 
de la spbère, non comprise dans sa Geometrie piane. En effet, dans rénomèration qoeTbéodoric donne 
des oeovres mathématiqoes de Boèee , la Mieamque ffaprèt Arekimède vient à la soite de V Astronomie 
ffaiprèt Ptolémée. 

Qooi qo^ii en soit, professant one égale estime poor tootes les parties do puidrinwm, Boèee 7} dit qoH 
faot soivre josqo'ao boot ce qoadrople chemin , oo bien renoncer à la pbiiosophie. 11 mentre qoe rarìthmé- 
tiqoe vient natorellement la première, et il conclot son premier chapitre de YAritkmitiqne en disant: Qnare, 
quoniam prior, ut elaruit arithmetiea vit est, kine disputationit sumamus exordium. D'ob M. Cantor conclot 
qoe Boèee, en écrivant ces lignes , avait riotentlon de traiter aossi ies trois aotres parties , sans excepter 
rastronomie, et j^ajooterai qu^à rastronomie il rattachait la mécaniqoe. 

Cependant je dois faire encore one remarqoe qoi a échappé à M. Cantor: c^est qoe toot le premier 
chapitre de YArithmétique de Boèee est tire des dnq premiers chapitres de VAritkwtétique de Nicomaqoe, 
et qoe, saof le mot quadrivium, les deox passagea de Boèee sor lesqoels M. Cantor spappolo, sont la 
tradoctìon libre de deux passages de Taoteor grec 8). Il serait dono possible à la rigoeor qoe Boèee eùt 
tradoit cette phrase, sans avoir poor son propre compte les intentions qo'elle paratt sopposer, oobien 
qo^ayant eo ces intentions il ne les eùt pas accomplies josqo^ao bout. La lettre de Théodoric et celle de 
Gerbert proovent plos sùrement qoe Boèee avait écrit des traités non-seolement sor rarìthmétiqoe et la 
mosiqoe , mais encore sor la geometrie , sor l^astronomie et méme sor la mécaniqoe. 

Poor prevenir one objection, M. Cantor remarqoe qoe, d^après Tordre des qoatre oovrages, Boèee n*a 
dfi se référer dans chacon d^eox qo*à ceox qoi avaient dù precèder , et qo'ainsi le silence de deox pre- 
miers oovrages sor les deox demiers ne proove rien contre raothenticité de la Geometrie, qoe noos avoca, 
ni contre Texistence de V Astronomie, aojoard^hoi perdoe. 



S) Dan Daehesne, Bitt. Frame. Script., t. S, p. 790 (Paiit,l8M,lo-rol.).~4) I, l, p. ine CBAle,1670,in-fol.). -S) Aritkmi- 
fM, 1, 1, p. 1S9S; MusiqtUt n, a, p. ISM. — 6) P. 1997: Sphénieam vero atque a$tr(MamicM.^7)JrUhtm. I, I, p, ia9B. — 8) Yojw 
Boèee, .irithm,, I, i, p. IS96 et 1S96, et oooparei Illoomaqae, Jritlm,, I, a, p. «0-70, et. I, 6, p. 7S ( ed. Alt ). 
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POUF la Geometrie de Boèee, M. Gantor elle, comme je Tayalt fait 9), le témoIgDage de Gasslodore 10), 
qui, d'accord avec la lettre de Théodoric, dlt qae Boèce avalt tradalt en latin ce qa'Enclide avalt écrìt 
en grec. M. Gantor ajonte qne Caasiodore considère YArithmétique de Boèce comme une traduction de 
celle de Nicoibaqne, tandlaqu'elle en est tantdt un résumé, tantdt one paraphrase libre, et qn'ainsl ce 
quii appello une tradnctlon de Toavrage d'Euclide peat ètre nne rédaction latine très differente de Tori- 
glnal grec. 

EnsQìte M. Gantor reprodnit, en les complétant d'une manière très henreuse , les preuves par lesquellet 
j'avals établl que les denx livrea de la Geometrie imprlmée sous ìé nom de Boèce sont bien Pouvrage 
qu'U avalt écrit sur cette science. Je vaia exposer brièvement la longne sèrie de ces preuves , en les 
complétant encore par dea remarques nouvelles. 

L'accord de nombreuz manuscrits , dont quelques una sont très anclena, prouve que , si rattrlbutioD 
de ces deux livres à Boèce, auteur dea traités sur VArithmétique et la Mueiqne, est erronee, cette errenr 
était généralement acceptée dèa le X* siècle et dans les siècles soivants. 

D'après ce qne nous savons dea autres ouvrages mathématiques de Boèce , et d'après Tétat de ce geme 
de connaissances chex les Bomaina, aa Geometrie devait étre inférienre en Intérét à son Arithmétique : 
elle devait offrir, comme nous Tavons va, nn exirait dea Elémente d'Euclide; mais elle devait y ajouter 
ce que les Bomains estimaient le plus en fait de geometrie , c'est-à-dire des notions pratiques d'arpentage. 
Or c'est là précisément ce qu'on trouve dans les deux livres imprimés. 

lei je m'arrète, pour apporter à ces réflexions de M. Gantor un complément qui peut sembler un pa- 
radoxe, maia que Je vaia démontrer: Tauteur des deux livres imprimés, auteur qui, suivant mol, est 
bien Boèce, n'a pas en sous les yeux le texte méme des Elémente d'Euclide, qu'il a cm traduire, mais 
un maigre extrait grec de cet ouvrage. 

Dans mes Reeherehee tur les origines de notre tytttme de numératUm éerite (p.8), je n'al pas dlt ce 
que M. Gantor (p. 189) me prète, savoir, que Boèce a considéré la geometrie tliéorique, traitée si mai- 
grement dans son premier livre, comme une partie de la geometrie pratique , traitée dans le second. An 
Ileo de cette erreur, qu'il n'aurait pas Mu m'imputar, j'avaia énoncé une proposition vraie, que je vaia 
compléter en la justifiant. Boèce 11) distinguait nettement la geometrie tbéorìque de la geometrie pratique. 
Maia j'ai dit et je répète qu'il n'a donne de la première que ce qui était atrictement nécessaire pour Tai^ 
pentage. En effet, 1* il n'a donne que la théorie des lignes et dea surfaces, è l'exclusion de celle dea 
solides; 8", comme M. Gantor lui-mème l'avoue, mais tardivement et incidemment , dans le chapitre aui- 
vant (p. 801 ), tout ce qu'on trouve, dans tonte la partie principale du premier livre de Boèce, sur cette 
théorie des lignes et des surfaces, ce sont, d'abord des /F^urM accompagnées de iI^/Hit7iofw (p.1487-1495), 
qui forment, avec lea axiòmes (p.l49j(), ce que l'anteur (p.l495) appello les Proligomènes ; puis, sona 
le tltre de Schemata (p. 1495-1514), des figures accompagnées seulement de l'énoncé des théorèmes et 
des problèmes auxquels elles se rapportent , mais sane démonetratione. 

Est-ce de propos déllbéré que l'auteur latin n'a rien donne des démonstrations d'Euclide? Je n'avals 
paa pose cette question dana la dissertation citée ; mais je vaia la réaoudre ici. D'après ce que Boèce, 
dèa le début de sa Geometrie (p. 1487, 1. 1-2 ), dit contro robscurité des expUeations d^Euclide sur les 
fiffures de geometrie , aurtout d'après ce qu'il dit plus loln (p. 1514, 1. 4et8niv.) sur robscurité et la briè- 
9$té extrtme iP Euclide ctofu ces expUeations, d'après la manière dont il se vanto de Vexaetitude gu^il a 
wdse à la traduire mot pour mot , enfin d'après la manière dont il a'exprime sur la nécessité qu'il a vue 
d'ajouter de son propre fonds, comme supplément à la fin de cette traduction fidèle, les démonstrations 19) 
des Solutions des trois premiers problèmes IS); U est de tonte évidence que Boèce n'avait pas le texte 



•) IUekerehe$ nottvelUM mr l$t origiiu$ de noirt $if$témt de mmératUm éerUt, p. 7-8 da tinfeàpart.— IO)040M<, foLaMTAMO 
<Paito,lMS, in-4).— lì) e4om.t II, p. tua. ~ ti) U let donne, p. 1614-1M6. — tsj Yoya oes proUèvet, p. 1496. 
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mème &e§ Elementi d*EiiclId6, mais seulefflent od extralt grec, redige sans doote ponr Tusage dea ar- 
peoteara greca , et ne conlenant qae des figores et dea énoDcéa sana démonatratloDa. Eo effet , comme 
je Tal moDtré dana mea Reekérehea tur Béron éTAUxandrie 14), lea écrlvaina greca sur la geometrie pra- 
tiqne aéparafent la stereometrie de la giomélrie piane; dana cette dernlère, ila commencalent par dooner 
à part tontes lea définitiona et iea axldosea, paia ila venaient aox problèmea, dont iladoDoalent lea ao- 
lotlona sana iea démontrer. Ila réunlaaaient quelqoefoia ces derniers aooa le titre I^vVara rq; Yt«/Atrgi'af 15), 
figuree de geometrie, tltre qoe Boèce a reprodolt en grec fSekemataJ en téte de la partle principale de 
aon premier livre (p. 1495), et qa^en deaz autres endroita ( p. 1487 et 1514) Il a tradoit en latin (De f- 
gurii geometrim). Cesi donc blen li une traduction latine d'un extrait grec dea qaatre premiers livrea des 
Élémenis d''Euclide, extrait pria par le traducleur poar Tmavre méme d'Euclide. 

Aprèa eette traduction , qui remplit preaque tout le premier livre de Boèce , et après lea démonatra- 
tiona ajoutées par Boèce ponr lea troia premiera problèmea aenlement, la fin do premier livre (p. 1516- 
1519) et tout le aecond (p.l5t0-1536) aonttiréa des arpenteura romalns, et aurtout de l*écrivain [atfii Archytaa, 
Cependant lea deox livrea aont intituléa, Tun premier, Tautre seeond liore de la geometrie d^EucUde tra- 
dndte par Boèee: cela coovient blen i Touvrage de Boèce que Théodoric et Gaasiodore disent tradnit du 
grec iCEuéUde, En lète du premier iivre , Taoteur dit qoll va éclairer Pouvrage obscur d'Euclide sur le* 
figuree de Vari geometri fue: cela convient parraitement à Touvrage de Boèce, que Gerbert avait trouvé 
à Hantoue et qui traltait , disalt-ll , dee figuree de geometrie, M. Cantor a ralson de remarqoer Pidentité 
et la blxarrerie de cea expreaslona , dont je viena d'expllquer Torigine grecque et la aignification. 

Ed téte du premier livre de la Geometrie (p.l487), od lit: Mipalrici. A qui s'adreasent cea mots? 
Ed cet endrolt , le mot patrieiue n^eat paa un nom propre , mala un titre honorifique. Pourquol le nom 
propre manqoe-t-il? G'eat que Touvrage, etani bien réeilement de Boèce, fall sulte aux trailésde VAritk- 
métique et de la Mueiquc; Boèce n*a paa beaoin de répéter lei le nom du patrice, parceqoMI Ta nommé 
CD lète de VArithmétifue (p. 1893), première partle du quadrivium, doDt la dédlcace est: ad patricium 
Symmackum. Cesi son beau-père le patrice Symmaque 16), auqoel, en effet dana la préface de cette 
Arithmétique (p. 1295) et dana le chapitre premier (p. 1296-1298), Il aemble annoncer la Mutique, la 
Geometrie et V Astronomie, traltéa par leaqoela II doli compléter le quadrivium. Dana le corps méme de 
VAritkmétiquey les trois aulrea oovragea ne aonl paa citéa , parceqo^elle lea précède. La Mueique , qiii 
vieni la aeconde , ae réfère trèa fréquemment è Y Arithmétique , doni elle eat une continuation. Dana la 
Geometrie, M. Cantor aignale un renvoi i la Mueique 17) et trois renvois è VArithmitique 18), dont le 
demier est une citatlon presqoe textuelle 19). 

Quel est TArchytas pris pour guide par Tauteur dana la fin du premier livre ( depuis p. 1516, 1.8) et 
dana tout le aecond livre de la Geometrie f Esl-ce Archytaa de Tarante, le vieux pytbagoricien, aoquel 
Boèce , dana aa Mueique 20), oppoae les critiqoes de Ptolémée contre quelqoes points de ses théorles 
musicales , et dont le méme Boèce , dana son Commentaire sur les Catégoriee ( p. 114 ), comme dana aon 
Aritkmitique (li, 41, p. 1352), elle un ouvrage philosophique , mais non sans en suspecler rauthentlclté, 
à Texemple de Thémiatiua? Non, répond avec raison M. Friedleln 21); mala Tonlque preuve quMI donne 



14) P. IM et salr., p. 120, et p. 17A et solv. — 15) Yoyex mes Re^trek*$ sur Hénm, p. ISG.— 16) Le profond respeet avec le- 
qoel Boèee s'adreaae ao patrioe Symmaque, dani sa Préfaoe generale, mise eo téte de soa jérithméUque , proave bieo que è'ert 
à eoo beaa-père quii dédle ses oarrages mathématlqoes. 8oo beaa-père est blen le Sjrmmaqae aaqoel 11 dlt : PATERNA prafte 
noitrum provehaa mwnm. Il Cant doue njeter la ooiOectiue de M. Cantor, d'apre! laqa^e 11 s'ag^ralt da beaa<fMre d» Botoe, 
Symmaqae le flls, ansai patrioe. Il est Trai qae dans ao maoascrit daYatlcan die par Heilbrooner (HìmL Mathu. «mt»., p. 641 ), 
le titre de la Geometrie est: BoitU liber ea Buelide ad Patricium JUmm. Mais le eoplste de oe mannserlt a*a songé ni à S^- 
mwpu UJUi, ni A Symmaque U pére. Ayant la dans la première ligne de la Geometrie oes mots: Mi palriei, Tlgnorant copiate 
a eonda qae Boèce avait an fils nommé Patrieiue.'— 17) Géom., p. IMS, 1. a4 d'en haat,— 18) P. 1514, I. 10-19 d*en haat, p.liis, 
I. 8H» d'en haat, et 1. 4-s d'en bai. — 19) Comparai jiritìkm. I, 7, p. l»9, 1. 7«6 d'en bas et II, 6, p. issa, I. 9041 d*eo haot 
' 90) !▼, 16-17, p. t47»-t4ao. -91) Cerberi, die Geometrie dee BoitMue uttd die indleehen Zi/ferm, p. 16 ( Eilanfea, tati, In-S ). 
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de la distinctkm des deax Arebytu, est contestée airec non mobis de nlwft par M, CMÈt; ear il n^eat 
pas mi qne Boèce D^ait pas pò prendre pour goide eo matière d*arpentage ìkù avteor gali aorait eoo* 
Uedit sor noe queation de mosiqoe. A en croire M . Gantor ( p. Iti ), fannia saupcoimé la diniiiiction dea 
deux Arebytaa, mais la prewe m m'ourait pat mUus réiuH fn'è M. FrUdlelM. Aq lieu de tovpfoimer la 
distinction des deux Archytas , je l*ai affirmiif et j^en al donoé noe prnne éécUhe SS) que M. Caotor a 
répétée après moi : évldemment Archytas , qne dans sa GéamétrU Boèce ( p. 151C ) appello «ii éerhai» 
LATIN non wtipritable , n*a pas pa 6tre coofoodo par Boèce avee le vieax philosophe fr»e Arebytas. 
Mais , quoiqne cotte preove suflise , il faat savoir gre à M. Caotor do TaToir eonfimiée , en remanpuBt 
qne denx des cinq passages de la GéomélrU de Boèce on Arebytu est dté, iDdlqneDt expressément qnll 
est postérieor à Enclide SS). 

M. Cantor reconnalt la vraisenibiance de mon opinion d*après laqnelle cot écrivaln lolin Archytas , 
qui n^est clté qne dans la partle de la Gémnélrie de Boèce relative è rarpentage , seralt nn de eoa ar- 
pentenrs latina qne Boèce ( II, p. 18S0 ) promet de snivre dans cotte partie. 

Une conjectnre iegéniense de M . Gantor anralt beaoin diètro eonflrmée par Félode dn célèbre mannacrit 
mathématiqne de Gbartres. L'onvrage latin anonyme qne M. Gbaales y a trooré et qni oflire tant de rap- 
porta a?ee le aecond livre de la Geometri» de Boèce, no aoralt-ll pas ronrrage memo de TArchytea latto, 
mia à prollt par Boèce ? 

Qnoi qoH eo soit , le tltre ^ierhtàn latin, donne par Boèce è cot Arehytaa , ne pennet de le co»- 
fondre ni a?ee le violi Arehytaa de Tarante ni aree le paendonymo grec dont U nona reste dea fragnenls, 
etM. Gantor remarqne avee jnstesse qn*en désignant ainsi Farpenteur Arehytaa dans le prnnier eodroit où 
il on a parie , Boèce a eo llntention de lo dlatingner de TArchytea grec, doot 11 avait parie dans aea o«- 
Tragea précédenta. 

M. Gantor remarqne , aprèa M. Gbaalea, qne le pentagono en étolle , dont la Agore ae troore et eat 
expliqoée dans on paaaage obacnr do la fin do premier llvre de la G^ooitf Iris de Boèce Si), étaitone Agore 
chère anx pythagoriciena , qne Boèce alme à prendre ponr gnideaSS). Getto figure ne ae tronve paa daaa 
lea Élémentt d*EnclÌde ; mala on Payalt peot-étre ajootée dana Textrait qne Boèce a tradntt. Elle ae troore 
préeiaément i la fin de aa tradoction de cot extralt qo^ a pria poor rcravre memo d*EoolÌde. 

Nlcomaqne , sonrce principale de VAritkmétifUé de Boèce, eat clté auaal dans le aecond Uvre do aa 
Geometrie S6), et, snivant ma remarqne répétèe par M. Gantor, il eat cité prfelsémentponrnneexprearion 
grecqoe {htpoiivxvi) qne Boèce avalt déjà cltée de Ini dana son Àrithmétipu S7). 

Ainsi bien des motife, rénnis par M. Gantor, doivent nona faire reconnaltre dans lea denx livrea de 
la Geometri» l'oDovre antbentiqne de Boèce. Gependant , en favenr de cotte antbenticité si importante è 
établir, j'avais indlqné Oncore d^aotrea preovea, qoe M. Cantor aorait bleii UH de no paa negliger, et 



3t) Reek. tmr Ut origine» de motrt »§sL d* mm. ^^. p. 8, 1. l»-tS. — f») €épm., n, p. tBM, L 17-» , «C p. I5M, L 84a — 
94) P. 1514, 1. !•>. CompaRE M. CIuhIm, Ge$Mehte der Geometrie, p. M6 «t wIt. de U tnd. allanB. de M. Sohndie. Le ignra et 
rbtplteetlott, doonéte pair lei édtUoiw et par le* inclllean ■uuniierils, nanqoeDt poortant dana calai d*EriangeD, qui eat oa dea 
mdiledf». À ee propoa, M. Oaator préaeate dea nasaiqnea fovt Joilea cootra eella erreor de cmhiiM qui eouMe è tfautarta» 
dea ooBlMiooa d'un coplafe, poor aeeaier dlnterpolalk» tea MaanierilB pina coBBpleta.M.CaBHor peaae qoe ee pauayi a été omIb 
dana te manoaBilt d'Eriaogen, à canee de aon cbKmdté, — 16) M . Cantor, qal ne iftiitenltt paa tea épiaodea , donne one noltea 
sor on manuacrit de Berne, éerit eo Pan 1004, et dana teqod oo troove te Ogore d*an k e 9t§em em Hotle. De te dcMilpIton Id- 
snflbaote qoe M. Cantor donne de ee manoacrit, eoaaparée atee la peltte nottee de M. BloaM {GromtOki vitree, t s, p. 84) aar 
oe ni«nie manoserit. Il réaolte qa*an extralt dea deax llTrea de te Geometrie de Boèee (p. 14t7-l»ae, ed. de Bète) y eat aolvl dPnm 
extralt de te eoopUatloo qal soit aoial dana tea Mlttona (p.i5l6-l64adeBàte),qa*on y troove notamaent te petit rtenaé par d»> 
mandei et répomea ( p. iiMi-i64S ), et qoe te toat eat dlvlaé eo dnq linea attflbaéa è Boèee. Tette eat aana doate «nari te Gé^ 
mélrie de Boèee em eimq Uvret, qol ae troave dana on manoacrit de te BlUlotbèqae Lanrenltenne de norenee aoltant M. li- 
bri {Hiai. de» aeieneee «• /taKe, t I, p. 80). —M) P. I6M , 1. 18, oA 11 teot lire k0Uromeee$. — 17) II, 16, p. tS41 , 1. IS 
d'en bea. 
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doDt M. Woepcke S8) me parali ansai ne pas avoìr tenu assez de compie. Ce savant accepte les preaires 
que j^avais données de raathenticité de la partie principale do premier livre de la Geometrie de Boèce ; 
mais il croit qae la fin de ce livre, depnis la ligne 4 de la page 1516, forme, avec tout le second livre, 
une seconde partie, qui peat-étre regardée comme Toeuvre d'un coDlinoateur, assez ancien pourtant. Je 
vaia faire voir lei qae celle sapposilion esl ìnadmissible. 

Dèa 1S57, j'avais monlré 29) qne celle seconde parlie se lie natarellemenl à la première, qa'elle la 
complèlc et qu^elle forme an toni avec elle. J'avais proavé 30) qae raaleur de la seconde panie se donne 
expressémenl comme Taulear de la première 31) et comme rantfiar des Irailés précédente sor VArihwtétp- 
que et sur la Munque 32), de sorte qae, s*il n'était pas Boèce , ao lieu d'étre un simple conlinoaleiir , 
il serali un faussaìre audacieax. J'ajoule qu^il se designo sans affeclation, incidemment et d*une manière 
qui n^est pas celle d^on faussaire. 

M. WoBpcke avoue qoe la seconde parile, apocryphe soivant Ini, se réfère à la première panie ao- 
Ihènliqoe ; mais il dil que je n'ai pas prouvé qùe réciproquement la première parlie du premier livre , 
reconnoe aathentiqne par M. Wca^cke loi-mème, un passage (p. 1514, 1.5-12) qoi précède les troia dé- 
monslralions ajoutées par Boèce , mais qui annonce évidemment quelque chose de plus. Qa'on fasse sor* 
toni atlenlion à ces mots: Sunt enim a nobis quadam kuie operi INSERENDA, BUIC ARTI valde m- 
eeisaria, et supra dictis retpondentia et SDBSEQDENTIBUS CONVENIENTIA, Subsequentibue eoime- 
mientia! Qoelqoe chose devail donc tuivre les Irois démonstrations ajoutées. Celle tuite, annoncée ainsi 
par Boèce dans la parlie reconnue authentique par M. Woapcke, commence préclsément avec ce qui se- 
rali suivant lui une contìnualioD apocryphe (p. 1516, 1. 4elsulv.). Il y a donc dana la première panie 
mi teste de Boèce qui suppose néeessairement la seconde. Ce passage de la première panie est d'aillenrs 
rappelé vers la fin de la seconde parlie en des termos presque identiques : t(?itia i^tftir ifo ovaàmmHVlC 
ARTI INSERENDARUM speculationum ratUmibut breviter enodateqne eat diuenùmui, eie. ( p. 1535^1. 54 
d*en bas ). La aecond partie est donc bien certalnement da méme anteur qne la première, doni II . Wflepeke 
reconnall rauthenlicilé. 

En conduanl ponr raathenticité dea denx livrea de la Geometrie de Boèce, M. Gantor ( p. lN-197 ) 
rejette, comme moì , ranthentlelté de la compilation qui lea anit sona le litre: Botta Uber de Geometria. 
Gotte compilation, donneo dana rédìtion de Yenlse comme troitième Umre de la GéoméMe ée Boiee, manqae 
dana lea melllenrs mannscrlta de cet owrrage et est anonyme dana qnelqQea antres. G*est nn ippeinMce 
ajoaté par lea copistes. 

M . Gantor ( p. 197-198 ) excoae la longneor de ee chapitre pas rimportance dea doeoments qne lea 
deax livrea de la Geometrie de Boèce, reconnna aathentiqnea , vonl lai foomlr poor rblatolre de notre 
aysiéme de nnmératìon écrite. Tello aera ansai Texeose de celle loogne analyse , qoi ajoate beta- 
eoop anx réanltata dea recherchea de M. Gantor sor cel oavrage, et qoi répond aox objeelioos de 
M. Wcapcke. 



«)artfn0M«jiirlsfn9fli«f<MidMdK0ftaiiidfam, p.ta-t7(Faito tur roHgèu et 

é$ mm é r aHm éerite, p. »«. — » Ori0, d* mire BgtL d* m min M om é»Ht», p. 4 «C «. — aO) Dut k aCn 
p. 8. — ai) Géom., I, p. UM. 1. 4-7, «C II, p. 1690, 1. 4 «Cm — ai).I, p. itia, L 4 d'ai hant, et L 4 din Imi. 

(La tuUe et fk dant ìa prockaàu ihraitoa.). 
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SOPRA LA CURVATURA DI ALCUNE LINEE 
PRODOTTE DALL'INTERSEZIONE DI DUE SUPERFICIE 

DEL SECONDO GRADO 

MEMORIA 

DEL PROF. BARNABA TORTOLINl 



1? Fin dall'anno 1852 il Sig. Prof. /. Booih pubblicò nelle Transazioni filo- 
sofiche di Londra una lunga Memoria intitolata: Researches on the geametrical prò-- 
porties of elliptic integralsj e nel 1854 pubblicò ancora un' altro scritto sotto lo 
stesso titolo. Nelle citale Memorie il Sig. Booth si occupa della rettificazione e qua- 
dratura di una serie di linee a doppia curvatura provenienti dall' intersezione di due 
date superficie del secondo grado: il medesimo giunge a dimostrare, che in queste 
curve vi sono incluse le rappresentazioni geometriche delle funzioni ellittiche delle 
tre note specie, ed in tutte le varietà possibili: anche io nel tom. II. di questi An- 
nali 1859, e nel tom. IV. riprodussi alcune ricerche del Sig. Booth, ed estesi un 
tal argomento ad altre linee a doppia curvatura. In questa nuova Memoria mi pro- 
pongo di prendere ad esame la curvatura di alcune di queste linee col determinarne 
i raggi delle due curvature ed il raggio di curvatura sferica, non che il luogo geo- 
metrico dei centri di curvatura sferica, quale si riduce alla linea di regresso della 
Superficie polare: le formole generali, delle quali faremo uso, e che per la maggior 
parte son dovute a Monge trovansi presentemente riportate in tutti i moderni trat- 
latì di Calcolo infinitesimale, ed io pure nel Calcolo differenziale pubblicato nel 1844 
trattai con qualche nuova generalità, ed estensione la teorìa delle eurve a doppia 
curvatura; contultociò nel corso di questa Memoria spesso mi rivolgerò a richiamare 
qualcuna delle formole generali riportate dal Sig. De SairU-Venant in una sua im- 
portante Memoria Sur les kgnes courbes non pkmes, ed inserita nel fascicolo 30. 
del giornale della scuola politecnica per il 1845. 

2? La prima linea della quale ci occuperemo a determinarne h sua curvatura 
sari quella linea prodotta dall'intersezione di un paraboloide ellittico, e da un ci- 
lindro circolare aventi lo stesso asse. Se V asse comune sia quello delle z e si chia- 
mino k, k^ ì semiparametrì delle due parabole descrìtte nei piani a»., yZf sezioni 
prìncipali del paraboloide, e chiamato a il raggio del cilindro circolare, si avranno 
le due equazioni 

«*-4-f*-o% --.-hJ «2» 

ToB. V. H. e. 39 



366 AIMàLI m MATEMATICA 

Come ogMn rtóe da om tal ìaUnaunt Terrà a a^nani nefla wp e fgiic del pa- 
raboloide ima linea ehiaaa , della quale le Yn^tàom nei piani Js , ys saranno due 
noove parabole: ae ù foaae preao on paraboloide di riroiaiione ed nn cilindro el- 
littico di aaie eomoney daDa loro interaenooe ai ottiene pure una nuora linea chiù- 
aa, e ebe dal Sig. Boolk fò cfaiamata ElUsm logorUmiea, e della quale ancora ne 
parleremo nel proa^;uinienlo di queata Memoria: la curva cbe prendiamo ora a 
considerare è una qwde di dfiase logaritmica. Nella curvatura delle linee occorre 
b cognóione dei differenaaK di prÌBM> ordine e di ordine superiore delle variabili 
Xf ff 9 % t dell' arco s riferendole tutte ad una variabile indipendente come funzioni: 
nede prasaieuli equaaoni a dopra n do la aostitmioue polare 

jpssaeoi^, y=saaen0 
si avrà egualmente 

a* 

Ss » -Tir (^1 «0^0 -^ lraen*0), 

ove si prniderft $ per variabile indipendente. Tenendo alla diffnensiazione successiva, 
si ottiene 



a 



dff»> — asen0d09 dy=»acos0d0, ò% = vr- (k — &g) sen eoa d 

di qui per il differenziale da delTarcOy e per l'equazione da*= dx* + dy'-f- dz* , 
si trae 

d»*«=^^A?lfJ-t-o«(ik - *,)• sen*0 cos* 0)d 0* 

e dall' integrazione l' arco t dipenderà dai trascendenti ellittici : inlilti ponendo con 

il .Big. BocAf 20 ss - -h f' ^ ponendo di più per brevità 

ss 

si ricaverà 

s= ìIÌ!!l±J^ fd* ^(1 - c«sen**) 

e cbe sarà un trascendente ellittico di seconda specie e perciò riducibile alla reitiii» 
caziooe dall'dlisse piana: dalla derivazione ulteriore abbiamo 

d*« s — a eoa do* 9 d'y » — a sen d0' 
d*s — j^ (* -^ *.) (^* ^ — «Pn* 0^d0* 



a 



e 4^. 



teA-irJk|Ì'f 









= mamSt^, iPg^—mtmi 



A>= 



Zl*^*^l^'-.-« 



ii« 



«* 



C Sa I ai BV» « 



. e z. 3 



• «•k 



M Sk.lk 






«d 






z^^qk-K 



c ▼. w, • 



, T=-^a-i,, 



{«^. w =.«>«> 



P-ii-T 



'^ w»= -^ ^rt; - rf ^ -*,«•- a.- <i - ij» «>•* «É" «W 
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Nei ponti della curva , ove comspoode , = 0, = - • il raggio resta coslan- 

iCf e sarà 

, akkt 

^ "" |^(WJ 4- a* Ih ^- *.)«) 

Di più dai precedenti valori di x^ y, Xy il raggio potrebbe essere espresso per una 
qualunque delle tre coordinate z, y» %-, per il raggio p, di flonione rappresentiaiDO 
per un istante con S il suo denominatore, si avrà generalmente la doppia identità 

S = Ud'« -H Vd'y -H Wd'« = — dUd«« — dVd*y - dWd*j. 
D'altronde dai valori di U, Y, W, si trae 

dU = — Tr-(ik--Jk,)cos*0sen0d0*. dW=^0. 

dV « — 1^ (Jk — Jk,) sen*0 cos de* 
per cui 

S « —■ r7r(* - Jlfi) sen cos d0« 
d* onde per il raggio dì flessione si ottiene 

(ie k\ -^a^jk — fc,)'— 3o* (fc — ik,)*sen«0co8*0) 
^''^ 3fcfc, (ik — Jk,) sen cos 

Qui pure il secondo membro potrebbe farsi dipendere da una qualunque delle tre 
coordinate «, y, x. A queste due grandezze p, p, si aggiunge dal Sig. De Saint-Ve- 
nani una terza retta il, determinata dall'equazione 

1 1 



^ p" pj 

i 

ed ove — si potrebbe chiamare curvatura risuUatUe relativamente alle due curvature 

eamponenii -9 — : di più — rappresenterà Tangolo infinitesimo formato da due raggi 

P Pi ^ 

di curvatura 'eoiisecutivi, od anche l' angolo formato da due piàm oondotti per cia- 
scun punto della curva perpendteolarmente al raggio di curvatura corrispondente: 
questi piani furono chiamati dal Lancrel piani rettificanti, come si dirà superficie 
retUficame la superficie generata dal movimento dai piani rettìfioanti: per le stesse 
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analogie sì dirà pure retta rettificante in un dato punto della curva una delle ge- 
neratrici di questa superOcie , e coincidente con V intersezione di due piani rettifi- 
canti consecutivi. 

4? In una curva situata nello spazio dalP intersezione di due piani normali infi- 
nitamente vicini si ha la cosi detta retta polare, come dall* unione delle rette po- 
lari , dal movimento del piano normale si ottiene una superficie sviluppabile , e 
chiamata da Monge, superficie polare : nell* intersezione di due rette polari trovasi 
il centro della sfera osculatrice, la quale ha un contatto di terzo ordine con la 
curva : il luogo geometrico di tutti i centri provenienti ancora dall* intersezione di 
tre piani normali infinitamente vicini, viene ad essere la Unea di regresso della su- 
perficie polare, e che dai Francesi si chiama Varate de rebroussement. 

£ nolo che la coesistenza delle tre equazioni 

(X — 05) d« 4- (Y — y) dy -h (Z - «) d« = ] 

(X - «) d*« -H (Y — y) d*t/ -h (Z - «) d*z — ds» = (1). 

(X — x) d^x 4- (Y — t/)d3t/ -h (Z — «) ah — 3d«d*5 = ) 

determina il centro di curvatura sferica , la prima delle quali appartiene al piano 
normale, e le altre due si ottengono dalla differenziazione successiva della prima 
considerando X, Y, Z come costanti, anzi tutte e tre provengono dalla successiva dif- 
ferenziazione dell* equazione 

(X - »)V (Y -!/)«+ (Z ^ «)« = R« 

considerando X, Y, Z, ed R come costanti , in questa guisa R sarà il raggio della 
sfera osculatrice ed X , Y , Z le coordinate del centro: con le denominazioni intro- 
dotte nel precedente rT. S"", si avrà da quelle tre equazioni per via dell* eliminazione 

3Ud5 d*5 - dU d5* 
X^x- g 

3Vdsd*5 — dVds* . ,^, 

Y — y = ^, > (2). 



Z-» = 



s 

3Wd5 d*5 — dW da* 



quali equazioni come è chiaro appartengono alla linea di regresso della superficie 
polare: la coesistenza poi delle sole due prime equazioni (1) ci porgerà Tequazione 
della delta superficie polare. Relativamente poi >al raggio R si otterrebbero riduzioni 
complicate per la sostituzione dei valori di X — x t . • . , ed i geometri moderni 
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dietro alcune considerazioni geometriche son gionli a ritrovare 



•^-VM-^ìl 



ove ai Solito p, pi sono i raggi delle daé curvature t qaelta forinola ai trova ancora 
nella eitata Memoria del Sig. De Saini-Venani; cotittiltociò nelle applicaisioni riesce 
non di hido complicata» e che lo faremo avvertire delle Opportune occasioni. 

5? Applichiamo le precedenti forinole alla curva da noi conaidèraU; coal per le 
coordinate X» V^ Z del centro di turvatara sferica» per la (fostiintione dei valori di 
W» dW àé. 0, otteniainò dal!* Ultima dell' equacioni (2) 

d'onde dal valore ^tkk^^ a* {k, cos* -h k sen* 6); eliminando cos' $ , e sen* 6 , 
avremo 

Z==:^(ikk,%^a*k^a%ì 
od anche col sostituirvi nuovamente il valore di s » 

Per le altre coordinate X» T sostittlendoci i valori di U» V» dU» dW, .... si trae 
dopo facili riduzioni 

Y - » - -1^(***J + «•(*- fc.)*«»>*9) 
dalle quali per la sostiluiiene di o^ssacosd, y=sasenO si avrà 

X = L-p_Ji-cos«fi, Y= L^-_l-.8en*fi 

Che se si volessero sostituire nuovamente i valori di cos » e sen 6 , deduciamo 

^^ i?ì?£r ' ^^ laHkT^ 

Net vld&ri di X» T, Z còèsiMnli b{ trova deteminaVi la linea di rogreaso dèlia su» 
peméié polare: la successiva elimlnaxiotte dell* angdlo il (ira dtte disile v/e eapreisioni 
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porgerà l'equazioni deUe projezioni della conra nei ire piani ortogonali* e che ver- 
remo brevemente ad esaminare. Innanzi tatto la nuova linea trovasi al di sotto del- 
l' asse della z , almeno per valori positivi di sen 0, cos O9 come si scorge dai valori 
negativi di X, ed T: elevando poi al quadrato le X» ed T, ed estraendo la radice 
quinta e sonunando* otterremo l'equazione 



„,u^,j.(5i<-^)' 



la quale appartiene alla projezione della nostra curva nel piano xy: volendo togliere 
r irrazionalità, l' equazione ascende al decimo grado , come ho fatto vedere in una 
mia precedente Nota. {Annali di Mai. tom. /F. N, 5.): per cui la curva è del de- 
cimo ordine: le projezioni poi nei piani a», jfz saranno due curve del quint' ordine: 
elevando infatti al quadrato i valori di X, ed Y si avrà 

X = _L__-«1. cos'ufi . Y = — ^j^j^* -^ ««"« 

Ora dal valore di Z in funzione dell' angolo 0, si trae 

5 (ik — A,) a» sen*« = 2a*ik — 3a"ik,-t- %kkjs 
5 (ik — ilc,)a* cos" e = 3a*ik — 2a*ik,— 2itìt,Z 

Di qui per le curve di projezione nei piani xz ed ffz, abbiamo le due equazioni 
di quinto grado 

5* (k - *,) a'^ìòWi X* = (3a*A — 2a*ik,- 2ikik,Z)* 

5* (k — *,) a^kf^k^^ V = (2a*A - 3a*A,-h 2A*.Z)* 

Facendo infine la somma dei primi, e secondi membri, si avrà una funzione di 
quarto grado rapporto a, Z, l'equazione sarà divisibile per 5a* (k — k^) ed eguali 
sono i coefficienti di X', Y*, e rappresenterà una superficie di quart' ordine generata 
dalla rotazione di una curva parimenti di quart' ordine attorno l'asse della Z. Dai 
valori di X", Y* espressi per 1' angolo Q si potrà ricavare sotto forma più compen- 
diosa 

^'^a^kf'k\ (X*4- Y") = 5*a» (k -^ *,)* (l — 5 sen* fi cos* fi ^. 5 sen* « cos* fi) 

ove s* intenderà eseguita la sostituzione di sen* fi, cos* fi in funzione dell'ascissa Z: 
a^nngiamo ancora, che 1* equazione della projezione del piano d^ 



(X)'-KY)'=( '^<*^*'>y 
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apparlerrà pare ali* equazione di an cilindro avente per asse l' asse delle Z: poifemo 
danque concludere che la linea di regresso delia superficie polare, proverrà dall'in- 
tersezione dì un cilindro di decimo ordine» e da una superficie curva di quarto, e 
di rivoluzione attorno l' asse delle z, ed aventi ambedue 1* asse comune. Determinati 
i valori di X, Y, Z, e di X-a?, Y-y, Z-z sarà facile di ottenere l'espressione 
del raggio di curvatura sferica senza ricorrere alla formola di sopra stabilita ; in- 
fatti avremo simultaneamente 

(X - xT=^ ^^ (ì^kl + a« (* - kS oos^ej 
(Y - yr = "^^ (^kl + a- (* - Ky sen^ej 

(Z - zY = j^. (* - kS (cos'è - sen'd)' 
d*onde posto per brevità 

A = (ì^^ -h a* (ik - k^A -4- aVkl {k - k,)* 

B = - 5aMfc - k,y (a* (k — k,)* -h 2A**A , C = 5a* (ik — k,)^ 
si avrà per il raggio R di questa sfera 

R = ^ i/| A'-f- B sen* e cos*e + C sen* e cos*© j 

D ritrovato valore in forza delle relazioni di sopra stabilite per le coordinale «, y, z 
e r angolo 0, potrebbe ridursi ad una funzione di una qualunque delle tre varia- 
bili Xf y, z. 

6? Della medesima linea di regresso della superficie polare, e che si chiama an- 
cora la sviluppata pel piano, se ne calcola T elemento, come prova il Sig. De Saini- 
Venani con la formola generale 

Pi ^ 

ma per la curva in questione é più facile il calcolario direttamente dalla differeiizìa- 
yione dei valori di X» Y, Z; ottenuti al principio del precedente N? 5. 



3t7 



Ci: 



a = 5^^*iCn»i^f «ufi? 
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Per gli archi delle eonre di proiezione nei tre piani ortogonali, si avrebbero ad 
integrare, le Ire espressioni differenziali 

l^(dX*-4- dr) « ^^ %^^'^ «cn fi cos Ode ^{\ - 3 sen*« cos'fi) 
l^(dX'-h dZ^= 5£-^yiA!lsen e eos OdO^U 4- ""* ^^i^t^'^' «»•«) 

^(dr-f- dZ^) =. ^^' ^^"" ^'^ sen <? cos Md i/A 4- ^' ^\y ^'^' sen*^) 

La prima s'integra per logaritmi, e le altre diie s'integrano con le funzioni ellittiche : 
denotando con «!,«., S3 gli archi di queste tre corvè, e ponendo in tatte e tre cos 2d=tf, 
avremo respettivameote 

5a' (k — k,y 



s.== 



^^>V(--) 



Per la prima integrando fra i limiti u «= 0, u e=s 1, avremo come sopr 

Nelle altre due facendo respettivamente 1 + u =» v, ed 1 — u a» v, 1* integrazione 
dipenderà dai trascendenti ellittici di prima e seconda specie, e che potrebbero es- 
sere ambedue riportate alF integrazione di una formola esaminata da Legendre (Ezer- 
cices de calcul tom. P. pag. 55.) e che per brevità tralasciamo di sviluppare. 

7? Volendo ora determinare l' equazione della Superficie polare proveniente dal 
movimento del piano normale avremo a prendere le due equazioni^ una appartenente 
al piano normale, e Taltra al piano normale successivo, vale a dire 

(X—») d« H- (Y — y) dy 4- (Z— ») di = 

(X — »)d««4- (Y— y) d»y 4- (Z ~ «)d*» - ds*«= 

e sostituire in esse i valori di re, y, z die, dy, dz, ds in funzione dell'angolo 9, e 
r eliminazione di questo fra le due dette equazioni produrrà un'equazione fra le 
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Xf Y ) Z ed appartenente alla superGcie polare. Richiamando i valori di Xf Uf i, 
e di dXf òt/y dz di sopra riportati» e sostituiti nella prima di queste due equazioni 
si avrà 

kk^ (YcosO— X8en*)4-a(fc— fc|) Z sen 9 cos 9 ss . (fc, cos*9 + k sen'd) sen deosó 

La seconda si ottiene pure dalla derivastione di questa rapporto all'angolo 9; per 
cui il discriminante nullo rapporto ad una qualche funzione dell' angolo 9 di quest' ul- 
tima equazione, rappresenterà l' equazione della superOcie polarei così sostituendo nuo- 
vamente i valori di sen cos d in funzione dell'ascissa z, si ottiene un'equazione 
irrazionale di secondo grado rapporto a z, la quale, resa razionale, ascenderà all'ot- 
tavo grado rapporto alla z, ed il discriminante niìllo di quest' equazione di ottavo grado 
rappresenterà Tequazioné della superOcie polare : noi -tralasciamo Una tal ricerca come 
di troppo complicata. Egual difHcoltà presenta il determinare l'equazione della super- 
ficie sviluppabile proveniente dal movimento del piano osculatore: infatti per liqua- 
zione di questo piano abbiamo 

{X-«) (dt/d'z - dzd'y) -f- (Y — y) (dzd*«— àxd*%) -h (Z-») (dajd'y— dyd»») =^ 

dalla quale per i valori dei coefficienti di sopra espressi per U, V, W ricaveremo 

a{k— k^) (X cos'è — Y sen'e) =* a* (ife — k^) (cos*© — sen»d) -f- kk, (z ~ Z) 

Di più dai valori di cos , sen come al N*. 2®. abbiamo 

o» {k — fc.) coa*$ = k (a*— 2ik,z) 

o* {k — fc,) sen'd « ik,(2fci — o») 
per cui 

a* (* — *t) (cos'è — sen*9) = o* (* + *,) — Akk^t 

quali valori sostituiti nella precedente equazione porgono 

^ì^. I^(a*- 2k,%)\ X - ^kl y/{2kz — a•)^Y 

=r a* (a* (k -h k,) — kk,Z - 3JWfc,z) ^{k — ik,). 

Togliendo i radicali, 1* equazione si eleva al sesto grado rapporto a % : infatti avremo 
primieramente dall' elevazione al quadrato. 

1^ (a*— 2k,%fV+k\ (^kz — ayV-^^^ìc^kl v'ia*- 2M' •(2*« - «•)^XY 

«= a* (fc - *,) (a*(fc -4- *.) -tó,Z — 3JWk.z)* 
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dalla qaale si ricaverà DDOvamenle T equazione 

(h^{a*- 2Kz)^*'h kl {2k% — a^T — a*(ik-fc.) (a*(ikH-lk,) -*ik,Z- Wi^%y\ 

= Mc^k\ (a*- 2ik,«)3(2fo - o*)^X"Y' 

che ascende al sesto grado rapporto alla %. Il discriminante si ottiene dall' elimina- 
zione delle due equazioni derivate rapporto alla z, una delle quali si riporterà al- 
l'equazione di sesto grado a radici reciproche della precedente; ma egualmente tra- 
lasciamo una tal ricerca come di troppo complicata. 

8? Difficoltà somiglianti provenienti dalla teorica dell* eliminazione si presentano 
nella determinazione della linea luogo geometrico dei centri di curvatura. Ritenute 
le denominazioni di sopra stabilite è noto, che chiamando X, Y, Z le coordinate del 
centro di curvatura corrispondenti al punto {Xy y ^ z) della linea data , si avrà 

«_ _ (Vdz - Wdy)d5* Y_ _ (Wda? ~ Udz) ds* 

Ora sostituendo in queste equazioni i valori di sopra ritrovati per ex, dy, dz, d«, 
U» V» Wy si otterranno per X, ed Y due equazioni di nono grado rapporto a cos 0, 
sen come per la Z si otterrà un'equazione di sesto grado relativamente o a cos 9, 
o a sen priva delle potenze impari : perciò V equazioni nella linea luogo geome- 
trico dei centri di curvatura dipenderanno dall* eliminazione di un' incognita, fra due 
equazioni una di sesto , e 1' altra di nono grado , il che ci basti di aver qui in» 
dicato. 

9? Dai valori generali di X, Y, Z determinati dalle precedenti equazioni se ne 
deducono mediante la differenziazione i valori di dX, dY, dZ il che ci porge l'ele- 
mento dS della linea dei centri di curvatura, vale a dire 

dS = v/^(dX*+ dY»+ dZ*) 

Ora come fa vedere il Sig. De Saint-Venant nella sua Memoria più volte citata 
si ha generalmente 

ove p, , e il raggio di flessione, ed R il raggio della sfera osculatrice. Ora tanto 
R, p, quanto d^ sono tutti espressi per le formole di sopra stabilite in funzioni 
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dell* angolo 0, e dO: fatte tutte le indicate sostituzioni nel secondo membro di dS, 
il valore di S dipenderà da un* integrale ultra ellittico. 

10? Prendiamo per un* altra applicazione la curva che dal Sig. Booth vien chia- 
mata Ellisse logaritmica proveniente dall* intersezione di un cilindro ellittico, e di 
un paraboloide di rivoluzione aventi il medesimo asse. Sé come si è praticato nel- 
r esempio precedente, 1* asse delle % sia 1* asse comune alle due superOcie, avremo 
le due equazioni simultanee 






2h% 



ove a, b sono i due semiassi principali dell'ellisse e 2h il parametro della parabo- 
la: prendendo nell* ellisse 

X ^= acosO , y = bsen 6 
sì avrà 

2h% = a* cos*e -f- b* sen'O 

e quindi per la differenziazione 

djB = — a sen Odo , óy = bcos Ode 
M% = — (a*— b*) sen 9 cos Bd6 
d'onde per l'elemento ds dell' ellisse logaritmica si ottiene 

da = ^ t/{b*h*-h (o*- b*) <fc*-4- a*- b*) seife — (a*— b^ sen^A 

L'arco s come già feci vedere in altra Memoria dipende da integrali riducibili ai 
trascendenti ellittici. Proseguendo la differenziazione nei valori di dx, dy , dz con 
ritenere per variabile indipendente, ricaviamo 

d'aj = — a cos OdB* , d*y = — ò sen Ode* 

M*« = — (a*— If) (cos'« — sen*©) dd* 

Similmente da altra differenziazione 

d^x =» a sen OdB^j d't^ == — ò cos Od^ ^ 

hd^z = 4 (a»— b*) sen e cos Ode» 

Con i ritrovati valori di dx » d*x . . . potremo calcolare le quantità di sopra notate 
per U, V, W. 
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11? Riprendendo infalli i valori generali di U» V» W riportali al N*. 3, si iro^ 
vera pel nostro caso 

U=,- *<°'-*'> co.»fld8», V=*-i^F^«en»edfl». W = (i6d«» 

n n 

Di qai otterremo 

U«4- y^-h W*« p (aVfc«4- a* (a«- *»)* sen«« 4- 6* (a*— 6*)* coe«d) 

Osservando inoltre che il valore di ds si potrà anche porre sotto la forma 
ds «^ \/(**^*-*- ^* (a*— ^) «en«d -h (a*— ò*)* sen'fi cos*6i^ 

si avrà per il raggio di cnrvatara p, o per il raggio del circolo oscalatore alla 
curva, come nel citato N*. 3. 

(òVh- fc* {a*—b*) sen*g H- (o«— ò*) sen*e cos*0)« 
^ "^ fe"(o*ò*fc*H-a'(a'-ò*)" sen«0-hò*(a"-O' cos^e)» 

Facendo saccessivamente ^ «s i ^ => s abbiamo i due raggi di curvatura nei due 

punti dell' ellisse logaritmica, corrispondenti ai vertici dell* ellisse sopra cui poggia 
il cilindro, e saranno 

e che sì potrebbero chiamare i semiparametrì dell'ellisse logaritmica. Differenziamo 
i valori di U, V, W, sarà 

dU=?5Jì^:i*!>cortsenedO* 

dVc^n ^Kj-^'^ sen^gcosMO^, dW « 0. 
n 

d'onde la quantità di sopra notata per S, cioè 

S « - dUd«« — dVd*y - dWd*« 



diverrà 



S «a= i-T ^ sen d cos ^ d8* 
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Ora nel citalo N". 3, si ha per il raggio di flessione 

P. § 

e perciò otterremo dalla sostituzione 

a*bV^ o» (o*— V)* setfie + ^ (o«>- ò')* cos^g 
^' ■" ^abh (a"— **) sen cos 9 

Ove i due raggi p, p, potrebbero anche esprimersi in funzione di una qualunque 
delle tre coordinate XjtfjZ- È noto che determinati i valori dei raggi p, p, delle 
due curvature; si potrebbe per mezzo di essi giungere al valore del raggio di cur- 
vatura sferica; ma nelle applicazioni riuscirà più comodo di farlo dipendere dalie 
coordinate del centro di curvatura sferica, come verremo ora a ricercare. 

12? Ritenute le denominazioni di sopra stabilite ricaviamo dal valore di d«, 
per la differenziazione 

AsiU = !!!ll|^ /(a»_ >•) fcV (a«- 6^' (cosVi -sen'«)) 

Di qui richiamando le formole (2) del N®. 4 > che ci porgono le coordinate del cen- 
tro di curvatura sferica avremo per le ascisse z> Z, 

W = abófi, dW = 0, e quindi 

Z — z = i ^(tf + a"- ò") eotfe -h (V-h ^— a*) sen* A 

Sostituendoci i valori cos'G» sen'd in funzione nella z, si trova 

h (Z-«) =» fc*— a*— b*+ Ah% 
ed insieme 

fcZ = tf-a*— i^-f 5fcz 

Sono dunque le due coordinate z, Z esprimibili fra di loro per una equazione li- 
neare. Per le altre due coordinale X, Y si trova dalle medesime formole (2) del 
N*. 4, per la sostituzione dei valori di U, V, (fV, dW 



X - « = -.^/aW-h (a'- y)*cos*A 
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nelle quali «iiiiailo s ^atm$, y=3>wa9, n avii per le eooriime X, T 

Coo i Tslori di X9 Yy Z resU delenDioato il luogo geometrìeo dei eentri di carw- 
tara sferica, ciò che toma lo sleaso, la linea di regreaw della saperfide polare 
odia elliiie logarìtmica. 

13! Per eoootcere le projexiofii di questa corva nei tre piani coordinati , si 
avranno a fue delle combinaxioai binarie fra i tre valori di X, T» Z» cosi da X» e 
da Y ricaviamo senxa difiicoltà 



h^Mi^h' 



Togliendo i radicali si giungerebbe ad un'equazione di grado decimo» per coi la 
curva projesiooe nel piano Xf y appartiene al decimo ordine: la stessa (1) appar- 
tiene pore ad un cilindro avente la medesima curva per direttrice, e per asse quello 
delle s. Per le altre due projezioni osserviamo primieramente che per il valore di z 
in funzione dell'angolo $ come al N**. 10, si trae 

(0*— y) cort = 2*z- y, {tf— b*)8en*$ == a*— 2ib 
IN qui elevando al quadrato i valori di X, Y abbiamo egualmente 

0%* (0*- 5^X*= (1^- i^)5co8"d== (2ib - *^» 

IN piA dal valore di Z «spresso per z, si trae 

5 (1^— Uz) = 3i^- 2^V 2i^-^ aftZ 
5 {2fcs - y) = 2(^— 8V— 2i^4- 2&Z 

d'onde otteniamo le due equazioni 

5^ 0%* (1^- y) r« («<^— ^— 2fc«-f- 2fcZ)» 
5*. W (0*- b*) r= (3o*- 2^4- 2tf— 2fcZ)» 

le quali appartengono alle projezioni della linea di regresso nei piani xz ^ y% ^ e 
cbe come ognuno vede sono due curve del quinto ordine: poniamo per brevità 

2a*-3»^-2;^»2AA, SnP— 2»^+ 2i^» 2&B 
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esse divengono 

55 a» (o*— ò") X* = 32fe (A -h Z)5 

6^b^ (a* ~ ò^) y = 32fc (B - Z)5 

Sommandole con sviluppare le potenze quinte otterremo la nuova equazione 

5 V (a*- ò*) X« 4- 55*' (a*— ò*) Y- - 32fe (A^h- B*) 

= 5.32fc ( (A*^ B*) Z + 2 (A^-t- B') ZV 2 (A*— B*) Z^H- A -f- B) Z*) 

la quale appartiene ad una 8uper6cie di quarto ordine: possiamo dunque enunciare 
che la linea dei centri di curvatura sferica dell' ellisse logaritmica proviene dall* ia- 
tersezione di un cilindro di decimo ordine, e di equazione (1); e della ritrovata su- 
perficie di quart* ordine aventi il medesimo asse. Nella riportata equazione di 
quarto grado, tanto le somme delle potenze, quanto la differenza di A, e B 

sono divisibili per A -+- B = j- • : d* onde tutti i termini dell' equazione sa- 
ranno divisibili per a' — b*. Riprendendo infine i valori delle ire differenze 

X — », Y — t^, Z — % 

in funzion dell' angolo 0, come al N®. 12: e facendo la somma dei quadrati si ot- 
terrebbe il raggio R della sfera osculatrice » e che per brevità tralasciamo di tra- 
scrivere. 

14? Sarà ora facile dalle precedenti equazioni calcolare 1' elemento della nostra 
curva, e delle sue projezioni nei tre piani coordinati , onde riconoscere da quai tra- 
scendenti dipenda la loro rettificazione. A questo oggetto riprese l'equazioni 

X = — ^ — —■ cos^e , Y = — : — — y-i. seifiB 
ah oh 

Kl = fc»— a'— ò'-h Hhz , 2hz « a*cos*e -^ b* sen'fi 
avremo facilmente 

,„ __ 5 (o*— b*) cos^ Odz « 5 (o'-- V ) sen'Mz 
"** aii ' "^^ ih 

dZ =: 5dz , hùz<= — (a'— V) sen e cos Odo 
dalle quali pure eliminando cosO, send» sarà 

Tom. V. N. e. 41 
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Formando con queste tre espressioni, 1* elemento dS^ della enrva vale a dire 

àS,^ l^(dXV dr-h éP) 

si vede che il coefBciente di d% è un radicale di secondo ordine contenente un qua- 
drinomio di terzo grado rispetto alla 2, sarà dunque I* integrale S, riducibile ai tra- 
scendenti ellittici: nella stessa guisa per le tre curve di projesione, gli elementi 
df|, dSa, di)3 saranno 

ds.= |^(dXV dY*) , ds^= |^{dX*-|- dZ") , ds,— ^(dY*-h dZ») 

e sostituiti i valori in fuaaone di 2» e ds» i coefficienti di ds sono tre radicali di 
quadrinomi di terzo grado rispetto alle x» per cui la rettificazione di queste curve 
dipenderà ^[ualmente dai trascendenti ellittici. Nel primo esempio da noi scelto f e 
relativo all'intersezione di un cilindro circolare con un paraboloide ellittico furono 
indicate nei N^ 7*, ed 8® quali fossero V equazioni generali, dalle quali dipendano, 
la superficie polare, la superficie proveniente dal movimento del piano osculatore, e 
la linea luogo geometrico dei centri di curvatura: e fili veduto cl^e i problemi si ri- 
ducevano air eliminazione di una incognita fra due equazioni di grado elevato , il 
che rende assai complicale 1' equazioni risultanti di quelle date superficie e linee. 
Queste difficoltà quasi nello stesso grado si riproducono, volendo fare indagini so- 
miglianti per r ellisse logaritmica, per cui basti di aver qui indicato questa ulte- 
riore applicazione. 

15! L' analogia che passa fra V ellisse, e 1* iperbole, ci porge subito V idea della 
curva proveniente dall* intersezione di un cilindro iperbolico, e di una paraboloide 
di rivoluzione con lo stesso asse: questa nuova curva si potrà chiamare Ipertoìa 
ìogariimka conforme alle denominazioni usate dal Sig. Booth: come è chiaro V e* 
quazioni simultanee sono 



-| — ^ = 1, «■"»-»■«= 2fcz 



Per l'iperbola come é noto si prende 

«caasectf, yas6tang0 
d*onde per la terza coordinata 

2ftz co^d « aV i^ sen*9 

Senza riportare tutte le openzioni del calcolo , e se A permesso di estendere 1' aiia 
logia £ queste due eorvn eone ti fa neli'eUisse, e nell* iperbola per la mutaiioiie 
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di ^b* in luogo di Vf potremo dire che per la itnea di regruso àMiferbola t<h 
garìtmiea avremo le ire equazioni 

Di qui per le tre curve di projeiione nei tre piani coordinati a' incontreranno curve 
analoghe, e dello stesso ordine a quelle ritrovate per Tellisse logaritmica. La retti- 
ficazione di tutte le indicate curve dipenderà pure dai trascendenti ellittici. Infine 
tutti i risultati ottenuti per 1* ellisse logaritmica» potranno eoo la oonveoevole modi- 
ficazione adattarsi all' Iperbole logaritmica. 

16? Facendo intersecare un cilindro ellittico con una sfera concentrica , si ottiene 
una curva conosciuta sotto il nome di Ellisse sfencOf della quale le sue prqezioni 
nei tre piani coordinati sono incluse nelle due equazioni 

L'ellisse sferica, o più generalmente una conica sferica proviene ancora dall'inter- 
sezione di un cono di secondo grado con una sfera concentrica; e le proprietà di 
questa curva unitamente ad altre curve sferiche furono già da me sviluppate in di- 
verse precedenti Memorie, nelle quali mi proposi di rintracciarne la rettificazione, e 
la curvatura delle dette linee: ci basterà rammemorare, che la rettificazione dell'el- 
lisse sfenca dipende da un trascendente ellittico di terza specie: determinai i raggi 
delle due curvature^ ed era facile il concludere che per tutte le curve sferiche il 
raggio della sfera osculatrice coincide con H raggio della sfera ove si trovano de- 
scritte. (Vedasi una mia Memoria pubblicata nel 1849 nelle Memorie della Società 
Italiana, e ristampata nel tom. 1^ Annali di Scienze Matematiche e Fisiche 1850: 
vedasi pure un'altra mia Memoria pubblicata nel giornale Arcadico nel 1845, ed 
una pubblicata negli Atti dell'Accademia de' nuovi Lincei pel 1852). 

17? Considerando altre curve indicate dal Sig. Bootlh si prenda un paraboloide 
ellittico, ed una sfera avente il medesimo asse con l'origine al vertice del parabo- 
loide , avremo le due equazioni 

-r 4- ^ = 2» , a?*-*- 1^ 4- a? «= 2rz 
La curva proveniente dall' intersezione di queste due superficie, essendo una curva 
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sferica, si avrà per le coordinale della linea di regresso, e per il raggio della sfera 
osculatrice 

X=0, Y = 0, Z = r = R 

come deve essere nelle curve sferiche: riassumendo V equazioni delle due superficie, 
è evidente che i valori delle re, y, z atti a verificarle saranno 

X = \/2ki . cos 9 , y = \/^Kz . sen 6 

z=a2(r — ^-h& sen'é — k^ sen'e) 

dalle quali si trae egualmente 

2(k—k^) 8en*0 = a — 2r -f- 2Af , 2 (k — k^) cos'è = 2r — 2*, — % 

La sostituzione di sen 0, cos Q nei valori di re, y, li renderà dipendenti dalla sola z: 
Cosi dalla differenziazione si ha 

_. )/^ (r — kt'—z)dz _ v^fe, {z — r -^ k) dz 

^ ^/ik-k,} Vi^rz — 2&,7=?) • ^ \/{k—k;i V^(»'— 2r«-+- 2ib) 

dz = 4 (& — &i) sen cos ddd 

Formando ora per il valore dell* elemento ds dell' arco, V equazione 

d«*= dac^-h dy*-l- ds? 

porge a riduzioni eseguite 

, o.^ )/{kAr — k)\of^e-^k{r — k,Ysen'0) 
OS =» aat;. ^^ ^^ _ ^^ ^^^^,_^ (r — k,) sen'^) 

L'integrale dipende dai trascendenti ellittici, per il quale ci dispensiamo di npor- 
lame le riduzioni date dalla trasformazione della variabile. 

18? La successiva differenziazione dei valori di dx, dy, dz, ci porgerà i valori 
delle quantità che nel parag. 3"* abbiamo notato con U, Y, W e che occorrono nelle 
espressioni dei raggi delle due curvature , e nelle equazioni dalle quali dipende il 
luogo geometrico dei centri di curvatura: cosi se per brevità si ponga 

M » 2rz — 2fc,z — z' , N = z*— 2rz -f- 2k% 
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n lro%crÀ 

Di qm per i valori di U, Y, W, oUoreBO primieraBeale 

n i^t. f (r—k)*ix' \ )/k ( (r—k^fi^ 

^=vik=k:A—w~)' ^—vìtìtA ^ ) 

t^. /(r— k,f (« — r + ir) (r — ir)'(r — t.— «) \ ,^ 



Se « umjtiyam ele li aotlilaiKano i valori di z, 4s io ftnBOne deD* angolo 9, e 
movamente aneora li riproducano i valori di len^, eoA tapnm per s, oUer- 
temo a tulle ridnàoai eecfidle 

„ 64 (* — i.) (r — i)» v't, ««*fi «• e* 

*^'" Ti? 

^ _ — 64(t— <;.)(r — ic.)'v^ieB*ed6» 



Facendo la aomma dei qoadrati e (oetitnendo i valori ddle poterne pari di sen4, 
eoe 9 in fonaone della >• li troverà 

Rais* 

ove fi è posto 

A - (r- tt.)% B« — 6r(r — 4) (r — ij (f*— tt.) 

C = 3(r — Jfc)«(r-lf.)»(4f'-tt.), D = — 8r (r — 4)^r — à.)* 
RefU a cakolani li quantità denotata per S, vale a dire 

S«. —dUd'j; — dYff — dWd*! 
Ei^oite le digjewmiaiiiniii di U, Y, W, n am per la eoatitaaione, e ridi 
S.s»= — e. 64 (if — If.) (r— i)«(r — 4.)* v^jtìk, ten a eoi«dfi« 
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Tulli i riporua Talori di U, Y, W, e di S too qaeDi che d diraimo i ragp h Pt 
delle due conretme: di più loetitoiU neO' equanooi riportale al N®. 8*. ai oUerreb- 
bero le eoordìoafe X* T» Z» dei centri di eonratiira eapnaae in lànaioDe della coor- 
dinata % della linea data: Ih i risultati provenienti da tolte queste sostitosioni non 
sono soscettivi di rìdoiioni semplici il die ci basti di aver qoi indicalo. 

19? Scegliendo per idtima applicaiione la corra prodotta da nn cono ellittico» e 
da nn paraboloide cireolarB al [coaum yertieet o eeniro: potremo praodcre eon il 
Sjg. Booffc^ le doe eqoaaoni deUa forma 

Otteniamo cosi per k pnjeiioBe nel piano «y ona corra di qomt* online 

la qoale come è noto rappresenta la projaione ortogonale del centro dell' cDisBe di 
fff—'^Tf' «, h solle soe tangenti. Eliminando di piò soccessivamenle la f , e la x« 
avremo le doe corvè di secondo grado per prqjeaoni nei piani s» , ed ys di eqoa- 
sioni 

{<^— y)s?= tt (ajtf— y»), ((f—V)f^ tt (ori — 2jtf) 

neUe qoaH per •>h la prima qiparterrà id nn' iperbole, e la seconda ad on*el* 
lisse. Prendendo la s per variabile indipendente si ba daOa differensiasione 

{(Bf—V)Wà»^h(Ua—V)à%. (<^— »*)ydy » b (a*-- 4As) ds. 

Formando con d«t ^t ds, l'espressione 

ds » ^(dd^4- dy*-h dO 

e ridotu la qoaaCilà solta 9 vincolo radicale ad oni fonrione di s, l' areo s dipen- 
derà dagli integrali altra ellittici : gli arcbi poi dcDa corva prqjenone nel piano «s 
dipenderanno dagli integrali ellìtttci di prima, e tersa wptde eone gii da lanno 
tempo lo dimostrai per questa «orvai e per altro somiglianti in ona saia Memoria 
pobblicata nel giornale Arcadico nel 1844. 

20t Sopponendo sempre la % variabile faidipendenie avreeio dafli dKfatemiasiooe 
soccessiva 

qoi li qoanlità dsiioiate di sopra per Ut Y, W diven^soo 









iW 



— I^-*)V 
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INTORNO 

AD m 

PROBLEMA INDETERMINATO 

LETTERE INDUIZZATE 

DAL SIC. V. A. LE BESGUE 

Pioienore onorario ddle Facoltà delle Scienze di Bordeaux 

DAL SIG. ANGELO 6EN0CCHI 

Profeaaore di BfatematiGa nella Regia Uoiversità di Torino 

A. D. B. BONGOIPAGNL 



Bordeaux, 25 JaDYier 1864. 
Monsienr le Prince 

J'tjoule quelqaes moia à la note que j'aì enyoyée hier à M. Eogéne Janin pour 
▼ous étre traosmìae. 
1? L'équation 

a^-h {x + r)'-f- . . . -f- (a? 4- (n — 1) r)'= (x -h itr)^ 

oà X ei r aont pontiCB n'est poaaible par n = 3 et donne x ^= 3f . 

2! La somme des-cobes en progression^arìthmétìqae ei aa nombre de n se formule 



Soit $ la somme dea raeiiiea dea enbes extrèmes, et r la raisoo de la progrea- 
aìon dea ndnes, on aura 

povr la somme des n enbes. 
3? La résolntion de l'équation 

iia(Ì*-4-(ii»— i)0=8y» 

parait présenter d'assez grandes difBcultés. J'ignore s'il me sera poasible de les lever. 

La formule précédente pourrait. étre communiquée à M.' Angelo Genoechi, «'il ne Ta 
pas déjà trouYée de son coté. D est expert en ces matìères et pourrait s'occuper également 
de la résòlution de l'équation précédente, en donnant à n les yaleurs 3, 4, 5 ... Téqualion 
éunt ìmpoasible pour n -> 2 d'aprés le Th. de Format Timpoasibilité de a^+ y'» ^)' 

Agrées, Monsieur le Prince, Fassuranee de mon reqpeet 

y. A. La Baagao. 
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Illuslrissimo Signor Principe 

Avendo avuto alcuni momenti d*ozio, mi sono occupato dell' equazione proposta 
dal sig. Le Besgue 

ns {s«-+- (n*— 1) r*) = 8jf*. 

Fatto 8=:rtf 2y =i rz » dove tez sono due nuove incognite» si trova 

nt (1*4- n'— 1) = «' 

e questa è soddisfatta da t = if z = n. Per iscoprire un'altra soluzione col me- 
todo di Fermat, pongo I=>l+fiy2 = n4-pu,e ottengo 

3n*/m -h 3iijpV -f- p^u^= (2n -+- n^) ii -h 3nii*-4- nu^; 

fo sparire la prima potenza di u , ponendo 3n*jp =s 2n + n^ , onde p ss — - — ; 

on 

indi dividendo per tt*, trovo 3njp*-h/)^tt = 3ii + nu» 

... 3n(l-/) 

e qumdi tt = ; "^ - 
^ p^— n 

Adunque con queste formole dato n, si determina p, poscia u , da tt si ricava I 
e da I si ricava «, e r. 

Preso per esempio n = 3, avremo p == ^, n = |{|, I = |Jf , » = fJJ. Si po- 
trà fare s<=512,r = i07,e chiamato x il primo termine della progressione si 
avrà 

^ i Mx ^ 512 — 2.107 ^.^ rz .^^ 

s = 2x + (n — l)r,e però «= = 149, y» — r=408x 

dunque 

149'-f.2563-H 363^= 408'. 

Pern = 4, si avrap = f,tt= 24, <=» 25, s=»40, e fattos = 25, r » i , 
risulterìi » = ts=i=ii,y = 20, onde ll'-h 12*4- 13'-f- 14' = 20*. 

Presone 5, si avriip = |, tt= — ^, ^= - m, , « -.ai; gi potrà fa- 
re « = — 512,r=13,aj = ^^i^5:?^ii=— 282, y=: — 440,cquiiidi 

— 282'— 269'— 256'— 243'— 230'= — 440', 
ossia 

230'-4- 243'-4- 256'4- 269'-4- 282'= 440'. 
Si potrà proseguire con altri valori di n. 

1 1 2 

L* equazione niii^^^ n* — 1) =» x' si può trasformare facendo -«»a,-«s|3,—«}r, 

it S II» 

Tom. V. N. 6. 42 
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nel quii modo essa diviene 

Questa somministni f^ «^ ^ - ^-i r sieehè dela « trattasi di render on quadralo Te- 

spressione ^- ^ ovvero ^ ■■■con oa valor raaionale di 7. L'equazione precedente 

sì pone anche sotto la forma (i ^^c*) (1 — 13*) «* i — -^^ e dato a si tratta di 
verificarla con valori razionali di ^ e di 7. E forse sotto queste forme sari più fa- 
cile di trovare la soluzione generale. 

NeD* esporre secondo V invito di Y. S. 10**. tali osservazioni bo Tonore di con- 
fermarmi 

DsU'in**. 8. Y. Torino 13 febbr? 1864. 

Denfto UmifaAo SerfiL 



SULLA TEORU DELLE CONICHE 

NOTA 
DEL PROF. 1m CREMONA. 



Scopo di quest' articolo è di indagare 1* orìgine dell' apparente contraddizione cbe 
s' incontra nell* applicare la teoria generale delle curve piane alla ricerca delle coni- 
che che soddisfeno a cinque condizioni date (punti tangenti) (*). 

1. Le coniche descrìtte per quattro punti abed formano un fascio» epperò una 
retta qualsivoglia L è da esse incontrata in coppie di punti, che sono in involuzione. 
In ciascuno de' due .punti doppi dell' involuzione la retta L é toccata da una conica 
del tocio ; In altre parole, le coniche passanti per tre punti dati ùJbc e toccanti una 
data retta L formano una serie d'indice 2. 

Le rette polari di un punto arbitrario o relative alle coniche della serie anzidetta 
inviluppano una conica {Inìtod» 84, b), ossia costituiscono una nuova serie d'indice 2. 
Le due serte, essendo proiettive, generano colle scambievoli intersezioni degli elementi 
omologhi una curva del sesto ordine, luogo de' ponti di contatto fra le retta tirata 
per e le eliche della prima serie {IiUrod, 83, 85). Questa curva ha un punto 
doppio In , a causa delle due coniche della serie che passano per questo punto; 
quindi uua tetta M condotta ad arbitrio per o tocca in altri quattro punti altrettante 
coniche della serie medesima. 

2. Di qui si trae che le coniche descritta per due punti ab e toccanti due retta LM 
formano una serie d'indice 4. 1 punti ab e quelli ove la retta ab sega le LM detah- 
mina un' involuzione, i cui punti doppi siano ff. In essi incrociansi , com' è noto , 
tutta le corde di contatto deUe coniche della serie colle tangenti LM. Se la corda 
di contatto dee passare per /*, e la conica per un terzo punto e , il problema am- 



i*^^— Ul.à^B^kBW*.^«Mi^.aa««*«**iai«ÉMart«ta 



(*) Journal de UBuviUe, afril ISSI, p. ili. — /«IfXNficsIoM ad una teoria geomeMea delie curue 
piane, p. SS. — Giomale di Maiemaiieke di Napoli^ aprile 18SS, p. 110. 
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mette due soluzioni » individuate dai punti doppi dell' altra involuzione che fonnano 
i punti ac con quelli comuni alla retta oc ed alle LM. 

Dunque la suddetta serie di coniche d'indice 4 si compone di due distinte serie, cia- 
scuna d'indice 2, corrispondenti ai due fasci di corde di contatto incrociate ìnfoìnf (*). 

Le rette polari di un punlo arbitrario u relative alle coniche di una qualunque delle 
due serie or nominale formeranno una nuova serie d'indice 2. La serie di coniche e 
la serie di rette, essendo projettive, generano un luogo del sesto ordine, che però 
è composto di una curva del quarto e della retta ab presa due volte. Infatti, se m 
è un punto di aby ciascuna delle due coniche della serie passanti per m riducesi al 
sistema di due rette coincidenti in ab, e come tale é incontrata dalla retta um in 
due punti sovrapposti in m; dunque m conta due volte come punlo di contatto fra 
le rette uscenti da u e le coniche della serie (d'indice 2) che si considera. 

La curva del quart' ordine passa due volte per u; epperò una retta N condotta 
ad arbitrio per u toccherà altrove due coniche di quella serie, e similmente toccherà 
due coniche dell' altra serie. Dunque vi sono quattro coniche tangenti a tre rette 
date LMN e passanti per due punti dati ab. 

3. Ciò toma a dire che le coniche descrìtte per un punto dato a e toccate da 
tre rette LMN formano una serie d'indice 4. Le rette polari di un punto t costitui- 
ranno un' altra serie dello stesso indice; e le due serie, perchè projettive, genereranno 
un luogo del dodicesimo ordine; il quale però si decomporrà in una curva del sesto 
ordine e nelle tre rette a (MN), a (NL),a (LM), ciascuna contata due volte. Ed in- 
vero se m è un punto di una di queste rette, per es. dì a (MN), per m passano 
due sole (vedi l'annotazione a pie di pagina) effettive coniche della serie; ciascuna 
delle altre due coincide colla retta a (MN), risguardala come un sistema di due rette 
sovrapposte. 

La curva del sesto iQrdine passa quattro volte per t ; dunque una retta H arbi- 
trariamente condotta per questo punto toccherà altrove due sole coniche della serie. 
Ossia, per un punto dalo passano due sole coniche che tocchino quattro rette date. 

4. Donde si ricava che le coniche tangenti a quattro rette date LMNH formano 
una serie d'indice 2. Questa essendo projettìva all' altra, dello stesso indice, formata 
dalle rette polari di un punto e, le intersezioni degli elementi corrispondenti gene- 
reranno un luogo del sesto ordine: il quale è composto di una curva del terzo e delle 
tre diagonali del quadrilatero completo LMNH. Infatti, se m è un punto di una dia- 
gonale, delle due coniche della serie passanti per m una sola è effettiva; l'altra riducesi 
alla diagonale medesima, considerata come un sistema di due rette coincidenti. 

La curva del terz'ordine passa due volte per e; onde una retta arhìtrariamfente 
condotta per e toccherà (altrove) una sola conica della serie. Ossia, vi ha una sola 
conica tangente a cinque rette date. 

Comigllano (pretto CenovaJ, 4 agotto 1863. 

(*) Se la retta ab paan pel pvoto LM, in questo coincide uno dei punti Jf'\ onde rimane soltanto 
la jerìe(d*iodìeeS.) di cooielie corrispondente all*«Uio ponto, che con LM diride trmonlcamente il seg- 
mento ab. Cioè, se la ratta ab passa pel panlo LM,, vi eooo d«e sole coniche (tflrettive) pessanti per i 
punti ab e toccanti le ratte LM ed una tona retta If. 
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tEuTres de neMtrguem réunies et analysées par HI» Pnudra» Deux tomes 
avec plancbes. Paris, Leiber éditeur, 1864. 

11 signor Poudra, autore di no Traifé de PertpeeHv$-reUef{ì), che ebbe gli IneoragglaiDentl deirAcca- 
demla francese, In seguito a nn dotto rapporto dellMUnstre Ghasles, si è reso ora vieppiù benemerito per 
nn* altra pubblicazione, che è delia più aita importanza per la storia della scienza. Mi sia concesso tenerne 
parola, per annunziare la buona novella ai giovani studiosi della geometria. 

Gerardo Desargnes (nato a Lione nel 1593, morto Ivi nel 1668} fu uno de' più acuti geometri che 
illustrassero quel secolo celebre pel risorgimento degli studi. Si occupò di geometria pura e delle sue ap- 
plicazioni alle arti : e sempre con tale successo che gli uomini più eminenti , come Descartes , Fermat , 
Leibniz,... Tebbero a lodare, e Pascal si gloriava d'aver tutto appreso da lui. Possedendo I processi della 
geometria descrittiva, scienza della quale il solo nome è moderno, Desargnes mirava principalmente a 
dare regole semplici e rigorose agli artisti, a sollievo de' quali impiegava le sue Invenzioni. Usuo genia 
superiore spiccava nel ridurre la moltitudine de' casi particolari a poche generalità. Se non che, i pedanti 
e gli invidiosi d'allora insorsero contro il novatore che, colla geometria pura , pretendeva farla da maestro 
ai vecchi pratici (8), e gli mossero acerba e lunga guerra con maligni libelli, che U tempo ci ha con- 
servati, perchè attestassero da qual parje stava la verità. 

Ei pare che gii scritti di Desargnes consistessero quasi tutti in sempiici memorie, esponenti idee nuove 
solla scienza, e stampate In un solo foglio, senza nome di stampatore. Ed è a credersi che non siano mai 
stati messi In vendita e che l'autore li distribuisse al suol amici. Perciò essi divennero subitamente si rari 
che indi a poco e sino ad oggi fìirono riguardati come perduti. Malgrado la menzione che ne è fatta nelle 
lettere di Descartes, nelle opere di Bosse (amico e discepolo di Desargnes) ed altrove, 11 nome stesso 
dell' autore era pressoché dimenticato, quando il generale Poncelet ne risuscitò la memoria, designandolo 
come il Monge del secolo XVn. Anche U signor Chasles, nel suo Àperfu hittortqué, assegnò a Desargnes 
il posto glorioso che gli spetta. 

Allo stesso Chasles toccò la buona sorte di trovare, nel 1845, presso un librajo di Parigi la copia , 
fatta dal geometra De la Hire , del trattato di Desargues sulle coniche. In seguito , Il signor Poudra è 
riuscito a raggranellare gli altri scritti del medesimo , ad eccezione di una nota d' argomento meccanico , 
della quale non si conosce che un frammento, e di un altro lavoro, che alcuni autori chiamano lef<m» 
de tinibres e di coi s'ignora li contenuto. 

Questi scritti di Desargues, tolti all'obblio in che erano caduti ; 1' analisi che ne ha fatto II signor 
Poudra; e la riproduzione di notizie, frammenti, documenti , libelli,... per la completa Illustrazione storica 
del soggetto: tutto ciò costituisce l'importante pubblicazione della quale facciamo parola, e nella quale 
dobbiamo ammirare la rara diligenza e il grande amore che hanno presieduto al compimento di si nobile 
impresa. 

L'opera consta di due tomi. Il primo contiene: 

La biografia di Desargues; 

Gli scritti di Desargues, cioè : 



(I) Pirli, Caaéud édttear, isso. - (S) Ct pAfmU vtir Mitmmtmt qm* UHi DtmrfkM n'm mnetm* vérUé à dMtdrt qmi mU 
wt dm M » , puf» ftf il m viui pm$ dm wntif§ esperta pomr Uà w u M» rt $ m am i wle , il w énumi t qn» dm fWM i* m eaòaU, 
de pur» fiomUrm, iMfwb vfoM jemmi e e» mwmw espetience dm rèplm dm praùfum em qmeetiom ei,..(% tomo, p. «ot ). 
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MitKodt nniverselie de m$ttre en pertpeetive Ut objets donnés riettement ou en devit, avee ìeurspro- 
portiont, mefuret, éMgnement, sant employer aucun point qui soit hors du ehamp de Vouvrage, par 

G. D. L., Paris, 1636; 

BrottiUon proiect <fime atteMe aux éténemem dee reneontret <f «n eone atee un pian , par le sieur 
G. Désargnes Lyonoois, Paris, 1639. 

( A qoesto trattato sulle coniche tengono dietro una lettera ed un commento di DelaHire (1679) ed 
un piccolo frammento di una nota annessa che aveva per titolo: Àtteinie aux événement des contrariét$% 
Mentre Ut netiont dee puiesanees ou forcee), 

BrouiUon proUet éTexempU éTune manUre unherseUe du s. G. D. L, touckant la pratique du trait à 
preuvet pour la coupé dee pierres en Fareldteeture; et de reselaireiesemeni iTime manUre de réduire au petit 
piedenperepeetive eomme en giométral ; et de traeer tout quadrane piate d'heures égaUe au toleil, Paris, 1640; 

Manière universeUe de poeer U etyU aux rayont du soUil en quelque endroit poeeibU, aoee la règU, 
feequerre et U plomb, Paris, 1640; 

Recueil de propositions diverses ayant pour titre: AvertUeement — Propoeition fondamentaU de la pra- 
tique de la perepeetive — Pondement du eompas optique — 1* Propoeition géomitrique — S* Propoeition 
géométrique — d^ Propoeition géométrique (Extrait de la Perepeetive de Bosse, 1648); 

Perepeetive adreetée aux thioridene, Paris, 1643; 

Reeonnaitsaneee des Desargues placées en téte de dlvers ouvrages de Bosse; 

Pragments de divers ierite et affiehee pubHée par Desarguee. 

Ciascuno detrattati di Desargues è seguito da una chiara e sugosa analisi del signor Poudra. 

Il secondo tomo contiene: 

L*analisi delle opere di Bosse; 

Notizie su Desargues estratte dalla TU de Deeeartet par Baillet (Paris, 1691 ), dalle lettere di Descartes, 
dall' HUtoire littéraire de la fdUe de Lyon par le P. Colonia ( Lyon 1730) e dalle Reeherehee pour eervir 
à fhUtoire de Lyon par Pemetty ( Lyon 1757 ); 

Le notizie scientifiche estratte tlal Traiti des proprUtis projeethes di Poncelet e dair iper^v kUtorique 
di Chasles; 

Notizie sulla PerepeeHte spéculative et pratique d'Aleanme et Migon (Paris, 1643), sul P.NIcéron e ài 
Gregorio Hnret; 

Estratti de' libelli contro Desargues. 

in ciascuno de' suoi scritti Desargues si palesa profondo e originale; ripnovando i metodi e persino II 
linguaggio, audacemente si stacca dalia servile imitazione degli antichi; impaziente per l'abbondanza delle 
Idee, si esprime con una grande concisione, che talvolta nuoce alla chiarezza. Non gli sfugge mai l'aspetto 
più generale delle quisUoni che prende a trattare (1). Spesso non sa arrestarsi a dimostrare I suoi teoremi 
a svilupparne le conseguenze, ma si limila a dichiarare che chiunque vorrà sbozzare la tal proposizione, 
potrà facilmente compome un volume (8). Perciò egli diede ad alcuni de' suoi trattatelli il titolo bizzarro di 
brouillon proieet, 

(1) <?^n(( il n*jf a point fey <favù UmeKaitt la dwenUé de$ eoa tPune froporition^ la iimomtration en eomvient à tomi U$ ea$, 
Hhoh il e» eUiey fait nuntion pour avi$ ( 1 t,p. Ibi ) — CtUe démonsiratUm hien eniendue ^applique en nombre dfoccarion», 
et/ait voir la $émblaòU generation de ehacune dea droitet et de» poinU remarquahU» en ehaqUe espèee de coupé de royteau^ et 
rarement une queleonque droite au pian fune qvelconque coupé de rouleau peut avoir une propriiU cmsidérable à Vigard de cette 
coupé, qvfau pian d^une autre coupé de ce rouleau la poeition et le» propriitez fune droite , correepondante à cHle-là^ ne »oit ausai 
donnée par une eemblable conalruetion de ramée d'une ordonnance dont le but aoit au sommet du rouleau (p.l78). — Ily a pluaieura 
aemNablea proprUtex communea à toutea lea eapèeea de coupé de rouleau qui aeralent ennuyeuaea icy ( p. 903). — SemMabte prò- 
priété ae trouve à Vigard fautrea maaatfa qui onl du rapport àia houle, camme lea ovalea, autrement elìipaea, en ont au cercle, 
maia Uya trop à dire pour n'en rien laiaaer ( p. 214 ). — (2) . . . mata eecy peut au£fire pour en ouvrir la minière avec ce qtti 
euUipMl)— Onverra Mentot engroa quelle» eapicea de conaéqueneea et de convera vragea^enatiwent pour le at^et de ce brouillon i 
et qui Fe^flerait trop pour lea diduire au long ( p. 185 ). — Dont la démonatration familiire et\fteraU inutilemenl ce brouillon 
( p.S0O) — Et ceti» »eule propoaition/oumirait de mattare pour un livre entier à qui voudroit en bien éplucher toutea lea conti- 
queneea ividentea decequieat dimimtri cg devant ( p. 23t ). 
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Per U novità e r arditezza delle sue Idee sul!' Infinito , per la generalità del ano metodo di eereare le 
proprietà delle coniche, Deaarguea non ha nulla di comune coi geometri che lo hanno preceduto (1), ma deve 
esaere riguardato come Tinlzlatore della geometria moderna. Egli considera una retta come estesa d'ambe 
le parti e le sue estremità come riunentlsi all'Infinito; ed anche, una retta come una circonferenza il col 
centro sia a distanza Infinita; le rette parallele come concorrenti in un punto air infinito {%); ed I plani 
paralleli come aventi In comune una retta airinfinlto. A questo proposito non dispiaccia di veder qui ri- 
portate le seguenti riflessioni deHo stesso Desargues: 

« Bn géomitrte òn m raUomu puint des quantitiM omc c$$U dittktetiv», p^elUt twUttni ov Mm •/- 
f€eik$mmt m ade, ov Mm $eulmi»t m ptOtsauei, *'$ du general 4$ la uatwre atee eetu déelHon qu'U 
n'ff alt riea en eOt fu$ rmUmiimmit ne MmpreufM à prapat d$ la énittimfiaU. L'eaUndmtai te trai «o- 
guer ra Fetpaee àufitel U m§ $eéU pai dahori ^U eoatimu taujourt o« sHl teen de eimtimter m fuelqu* 
emétteit; afk dò ^ea écM^eir il rait^une par esempi» m eette faftm: cu Mm feepaee eomkme tot^aurt, 
om He» ceete de eoniinuer en queiqìi^endriHt; fil eetee de etmtinuér m foeUpCeaisrùit^ o« pie eeputeee 
etir$,iÌmaghmtUa $ pevXalkreaietÈpe ; or tomaie limagiaatUm ne peut aUer ea auew endrcit de fetpace 
emqwd eet eepace eeeee d» «mIAhmt ; doae Feepaee et eoneéfuemment la droHe eontkme Un^awre^Le «mum 
euteadement raieomM eaeerest eaaelud tee fwaaHtes ti petUet que iewre denuc extremiie% eppotée^ eomi wiae 
eatrellet, et se eent iaeapable de eamprendre fim e^ femtre de eee deus etpkeet de qtumtiteM eane aieoir 
eujet de eonehre que firn om Tavm efeet potai ra fa nature, nw phe que tee proprUleM fvV a e^et de 
eoneWre de ekaeune eneore qv^ellee sembkni tnpUquer, à eaute qi^U ne eeaurait eomprendre tommeut eliee 
eout tellee pfU tee «omImI pmr eee raieonnememti.* 

Nella teoria delie coniche, Desargues non assume sempre il cono a base circolare, né fa «so del tri- 
angolo per Tasse: ma e cono e piano segante, tutto è concepito da lui nella più grande generalità. 

Le molte Idee nuove da lui Introdotte nella geometria gli diedero occasione d'inventare molti vocaboli 
nuovi. fer esempio: >egU chiama ordotmanoe un fascio di rette situate in un piano e passanti per uno stesso 
punto (hut), di piani passanti per una stessa retta (eeeieu); trone una retta punteggiata; èoniM i quattro 
▼eriioi di un i^iadnngolo •oomptoto; homale drotte uno qualunque de^sel lati ; eouple de homalee droitee 
una coppiadi lati opposti; ecc. 

il capolavoro di Desargues è 11 suo trattato delle coniche: BrouilMon proieet d^une atteinte aux évi- 
nemens dee reneontree «firn eone avee un pton.lvi è stabilita la teoria dell'involuzione (3), ch'egli definisce 
dietro 11 valor costante del prodotto de' segmenti compresi da due punti coniugati ( noBude eouptét ) col 
punto centnle/toiieàtj; e ne trae le lelazioni lira sei od otto segmenti determinati dal sei puntli Considera 
rinvoluaione <Ù cinque poati (un punto doppio «due coppie di punti coniugati) e l'involuzione d) quattro 
pqnti (due punti doppi e due punti coniugati), fa osservare che, se uno de' sei punti è all'infinito 11 suo 
coniugato è ilocotre 4ell'jbMrolnzione: ciò che riduce di nuovo questa a cbque punti. E dopo aver date, 
molte formole relative alla divisione armonica ( involuzione di quattro punti ), enuncia la proposizione : 
se Ire coppie di ponti sono In involnzlone, e se due di esse sono separatamente in involuzione con altre 
due, qnesie formeranno un'Involuzione anche colla terza coppia. 

Poi Desargues dimostra , per mezzo del teorema di Menelao (sul triangolo segato da una trasversale) 
che r involuzione è una relazione proiettiva , doè che un fascio di rette passanti per nel punti in invo- 
luzione (rmnàe) è «e^ato da una traavenale arbitraria In sei puAtl che sono pur esslln Involuzione. Indi 
seguono le proprietà di un todo ardioilioo. 



(1) r«iiim* htaucoàp W. nttarftm «f dFomUmt firn fUtU nt'hd »$ta lR«Mlnirtf«iMeoirffiwr(^taanty. -^,t*) iRpm' 
/«fM dt eoMidénr.M Uftui f^mOUUi eommt H «tttt rmMwOH aUiU i u» bui à dUtamt iiiJM0,tf/b»4tU8tomfimdrt 
l« mAm f«iMV fiM <^ «ili teiKl«a a im pdM, «lt« «M/9H Ò0MM (Dfltflt^ 
italofM Otf fd poAU, è m ÌDtHurgMt. C^ etaUna «rftr* U ratta lolla qiMla aooo ittoati i pattU la U w d odoae. 
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Non solo la teoria dell' Involazione , ma quella eziandio de' poli e delie rette polari, rispetto ad una 
conica, è devota a Desargues. La polare dì on punto dato è da lui chiamata tranttersaU de Fordonnanee 
delle rette passanti pel punto medesimo. Lascia chiaramente intendere, benché non Io dica in modo del 
tutto esplicito , che U centro della conica è il polo della retta all' infinito. Accenna che la polare taglia, 
tocca non incontra la conica , secondo che II polo è fuori , sopra o entro la curva; e che la polare di- 
viene un diametro , quando il polo è a distanza infinita. 

Uno de' più bel teoremi dovuti a Besargues è il seguente: Se un quadrangolo è inscritto In una co> 
nica, una retta arbitraria taglia la curva edl quattro Iati del quadrangolo in sei punti In involuzione. Egli 
lo dimostra prima pel cerchio base del cono; poi per una sezione qualunque, mediante rette condotte 
dal vertice del cono al punti delia figura tracciata sul plano della base. 

Dimostra inoltre che , se un quadrangolo completo è hucritto in una conica, 1 punti di concorso delle 
tre coppie di lati opposti formatio nn triangolo, ciascun vertice del quale è polo del Iato opposto. Pro- 
posfasione importantissima , che è la base delia teoria de' trlaiigoli coniugati. 

Dalle cose premesse Desargues deduce che, come ogni punto del plano delhi conica data è polo di 
una retta determinata , viceversa ogni retta è polare di nn certo punto; che ciucuna retta di nn fuclo 
è polare di on punto situato nella polare del centro del (ascio, e che reciprocamente le polari de' ponti 
di una retta passano pel polo di questa retta. 

Enuncia il teorema che le coppie di poli reciproci situati in una retta data sono in involuzione. E qui 
osserva esservi due maniere di dimostrare questa, verità : o sul piano del cerchio base del cono, ove la 
cosa è evidente per la perpendicolarità de' diametri alle loro ordinate, donde poi si conclude per una 
sezione qualunque^ col mezzo di rette condotte dal vertice del cono; ovvero, la proprietà essendo evi- 
dente per un diametro qualunque , si conclude per qualsivoglia altra retta. 

In seguito enuncia quest'altro teorema: se In una traversale data si considera l' Involuzione de'poli 
reciproci, e se si congiunge un punto fisso della curva a due punti coniugati, i due nuovi punti in cui 
le congiungenU segano la conica sono In linea retta col polo delia trasversale. 

Ma la proposizione capitale , e che lo stesso Desargues dice essere einume un atsemblage de toni e$ 
qui précède, è la seguente: 

« Ettant donni de grandeur et de poHiUm km quekonque coupé de rouleau à bord eourbe pour ateiee 
ou base ffun queleonque rouleau , dont le sommet soH auesi donne de poeition , et qu'un autre pian, eu 
queleon^ position aussi donnie, coupé ce rouleau, et que fettieu de rordonnance de ce pian de coupé 
awe le pian d^assiette eoit atuti donne de poeltion, la figure qui vieni de cette construction en ce pùm 
de coupé, est donnée ^cepèce et de potition; chacune de tee diametratee avec ieur distinction de cot^'uguéee 
et d^estieux, comme eucore chacune des eepècee de leurs ordonnies et dee touchantes àia figure, et la nature 
de chacune, Uurs ordonnancet, avec Ics distinetions possiblet soni donnei toue 4# generation et de position. 

La dimostrazione o soluzione di Desargues è semplice , elegante e generale. Egli determina anche gii 
asslntoti delia sezione ed osserva che ciascuno d'essi può essere considerato come un diametro coinci- 
dente col suo coniugato. 

Seguono alcune proposizioni sul sistema di due circoli e di due coniche tagliate da una trasversale. 

lodi Desargues deduce la costruzione del parametro relativo ad un dato diametro da una formola che 
ò una'immediata conseguenza del teorema d^ApoUonio ( Con. in, 16-ÌS3 ) sul rapporto costante de^ prodotti de* 
segmenti che una contea determina su due trasversali condotte In direzioni date per un punto aitltrario (1). 

Definisce i fuochi come intersezioni dell'asse col circolo che ha per diametro la porzione di una tan- 
gente qualunque compresa fra k tangenti ne* vertici. Appoggia questa elegante costruzione alla proprietà 



(1) Quella formola, generaUzxata medlaote la prospettica , diviene U teorema di Caraot aui segmenti determinati nei lati di 
un triangolo da una linea del terz' ordine comporta della conica data e di una retta qualsivoglia data. 
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che il rapporto de' segmenti intercetti fra i ponti di contatto di doe date tangenti parallele e le intetse* 
zloni di queste con ana terza tangente qualunque è costante. 

Stabilisce la teoria de* poli e de* piani polari relativi ad una sfera, e eonchinde col dire che simili pro- 
prietà si trovano per altre superficie , le quali sono rispetto alla sfera ciò che le coniche sono rispetto 
al cerchio. 

Ecco un altro teorema rimarchevolissimo di Desargnes : 

e Date due rette A, B, polari reciproche rispetto ad una conica data, si stabilisca In B un*involn«Ìone 
di punti nella quale II punto AB sia coniugato al polo di A, Da un punto qualunque « di 1 si conducano 
due tangenti alla conica, le quali seghino B in «,, m, e si uniscano i ponti di contatto ad n'i, w^^ conio- 
gali di tii, «a nell' involuzione. Le due congiungenti incontrano A In ono stesso ponto m', ed I ponti m, 
m\ variando Insieme, generano on' involuzione »(1). 

Da questo teorema Desargnes conclude spontaneamente una bella regola per la costruzione dei fbochl 
della conica risultante dal segare con on dato plano on cono del qoale sian dati il vertice e e la base. 
Per 9 si conduca on piano parallelo al dato, e slane A la traccia sul piano della base. Sia poi o II piede 
della perpendicolare calata da 9 sopra A, ed In questa retta si considerino 1 ponti », m' legati dalla re- 
lazione mo. om'^r^» I ponti m, m' generano onMnvolozione, nella qoale si possono determinare doe ponti 
coniogati (reali) i*, fx', i quali siano poli reciproci rispetto alla conica base. Condotta per m una tangente 
a qoesta conica , sia n il ponto In coi essa sega la retta B che onisco ono de* ponti /a, f»' al polo di A 
(relativo alla conica medesima }. Il ponto in coi qoesta conica è toccata dalla m» si onlsca al ponto m', 
e sia n' I* intersezione della conglongente colla retta B. I ponti n, n' generano on*involozione, i col pontT 
doppi oniU al vertice « danno doe rette e qoeste incontreranno il plano dato nel foochl della sezione che 
esso fa nel cono (2). 

A boon dritto adonqoe li signor Poodra afferma che qoesto trattato delle coniche potrebbe essere sto- 
diato anche oggidì non senza fìrotto. 

Nella PropofiHofi fondamentale de la fMratique de laperepeetive, Desargoes-dimostra qoel teorema Impor- 
tantissimo che oggi si esprime dicendo che il rapporto anarmonico de*qoattro ponti In col una trasversale 
qoalonqoe sega on dato fascio di qoattro rette è costante. 

Le PropositUms géométripM contengono 1 teoremi fondamentali sol triangoli e sol qoadrangoll omo- 
logici. 

Anche nelle opere di Bosso si Incontrano molte Idee originali di Desargnes, e fra T altre l*lngegoo0O 
metodo per esegoire la prospettiva sopra qoalonqoe soperficie regolare o Irregolare, semplice o composta; 
ed II concetto primo di costmire on bassorilievo Oome fMratpettU)a-^rUie90 di on soggetto dato. 

Possano qoeste mie disadorne parole invogUt>i^ S^l >^<^1 <I®Ua geometria a trarre profitto dall* eecel- 
lente pobblicazione del signor Poodra. 

Bologna, 28 febbrajo 1864. 

L. GlBMOllA. 



(I) Il teorema di Desargnes paò aoebe enondanl eod: siano J^B^Ctn retta formanti un triangolo conlogato ad una eoniea, 
ed In ^ si fissi on^involaxione ndla quale siano oonlagati 1 pantl AB^ JC; se da on ponto qualunque m di ^ si tira ona tan- 
gente alla conica, e il ponto di contatto si unisce con tri coniugato di m neU*inYolusione , questa con^ungente « la tangente 
incontrano J9 o C in due punti, che variando simultaneamente generano unMnvolusione. 1 ponti doppi deOe tre InvolaiianI In 
A^ B, C sono 1 vertici di un quadrilatero completo drcoseritto alla conica. 

Se ^ è la retta all'infinito, e se l' involuzione in essa 6 drterminata da coppie di rette perpendioolari, B^C saranno gli aaai 
della conica , e si avrà il teorema notissimo: la tangente e la normale in un ponto qoalonqoe ddla conica dividono per metà 
gli angoli compresi dalle rette die oongiuogono questo punto ai due foochl situati in uno stesso asse. — (2) U polo di A unito 
ai punti lAt ia' dà la retta J9 ed un' altra retta C. Una di queste retta dettrmlna I tacchi reaU, r altra I fooefai Imaginari ddla 
sezione. 
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LES SI6NES NUMÉBAUX ET L'ARITHMÉTIQUE GHEZ LES PEUPLES DE L'ANTIQUITÉ 

ET DU MOTEN-ÀGE. 

( Saite et ftn. Yoyei la llvralfOD précédente, page S57.) 



JLWWo liC Manuscrit £• Haltlpllcatl«n. i) 

Sons ce Utre trop pea clair, M. Cantor donne dans ce chapitre TexpUcation dn commencement da 
passage do premier livre de ia Geometrie de Boòce eoncemant Yabaeui. Gette explication avait été déjà 
parfaìtement développée par M. Ghasles à Faide da manmcrit de Chartres , qae M. Cantor nonune par 
abréviation manuscrit C, M. Cantor rejeunit cette explication , en la rattachant à ane étode speciale da 
manuserit éPErtangen (aatrefols manuscrit éTAUdorf), qo'il nomme manuscrit E. II reconte eomment I^em- 
ploi de neuf chiffres analogaes aux nótres avait été signalé dans ce manuscrit par deox dissertatlons de 
Weidier , en 1727 et en 1755, et par Mannert en 1801. D'après Texamen quMl a fait de ce manuscrit avec 
M. le professeur Wattenbach, M. Cantor penso , eomme Mannert , que Fécriture est du XI* siede, au lieo 
du VIU* ou do IX*, indiqoés par Weidier. 11 condot que ce manuscrit est contemporain de colui de Char- 
tres, avec lequel il s'accordo presque mot pour mot poor le texte des deox livres de la Geometrie de 
Boèce et en particolier do passage sor Vabaeut. 

M. Cantor donne , d'après le manuscrit d'Erlangen , ce passage complet en latin dans les notes de son 
livre 8); La traduction allemande qu'il en donne dans le texte de son chapitre XIV s'arrète au milieu de 
i'explication de la multiplication sur Vabaeui, parceque, dit-il, le surplus n'est qu'un dévdoppement peu 
utile de ce qui précède. Quant à la partie eoncemant la division , M. Cantor la réserve pour le chapitre 
suivant. Sa traduction de la description de Tabacus et de la multiplication n'est pas exempte de fautes 
graves 3); mais elle est fidèle sur les points essentiels pour le but de Touvrage. L'explication de Tabacus 
et de son usage est donneo ensuite par M. Cantor avec beaucoup de ciarle. La figure de Tabacus, telle 
qu'il Ta donneo dans ses planches (figure 39) d'après le manuscrit d'Erlangen, est conforme, sauf quel- 
ques différences , qui seront expliquées , à celle que M. Chasles a publiée d'après le manuscrit de Char- 
tres. M. Cantor démootre , après M. Chasles, que le texte de Boèce sur Vabacue de Fythagore se rap- 
porto à cette figure, donneo ici par la plupart des manuscrits et notamment par les plus anciens et les 
meilleurs. Cette figure est laissée en blanc dans rédition de Yenise; elle est remplacée par la table de 
multiptteation dans Tédition de Bàie et dans qudques manuscrits peu anciens. M. Cantor condut que cette 
sobstitution erronee est Tonique cause pour laquelle les ^odemes ont donne à la table de multipUcO' 
tion le nom de table de Pythagore, tandisque ce nom n> été attribué à la table de multiplication par 
ancun autear ancien. Par exempie, il ne Ta été ni par le pythagoricien Nicomaque, ni par Boèce, qai 
tous deux ont donne cette table dans leur Àrithmétique 4), où die était à sa vérltable place, tandisqa'dle 
est étrangère au passage sur Vabaeut, 

1) Die Handachrift B. MultipUeaiion. p. i»».sii. — s) Rote 404, p. 406-408. — 3) Le Utre latin est mal tradolf (p. 201 ); car 
les mots De nUione abaci, aa liea de slgnifler Sur te rapport de Fabaau (Deber da» Ferhélbiiu de» abaeu»), aigniflent Sur la 
n^Uhode de Vabaeu». Quelqoes lignea plus loin, poor proaver l*atilité de TarithméUqae, Boéce denumde: £t fou ignorait ta na- 
ture de» nombre», eomment pourrail^n reconnaitre leejtgure» céleete» dufirmament formèe» par de» groupe» dféUrile»? Ce qoi 
▼eat dire: eomment poorrait-on compier les étoiles des constellations figorées, lelles que le Bélier, le Taureaa, ete? Qui» iptiu» 
Armamenti tiderea corpora ateUia compaeta, naturm numerorum inaciu», deprehendat ? M. Cantor tradoit ( p. 303 ): Quel homme, 
»an» ecnmaitre la natuire de» nomòrM, pourraH déeo uv r i r eommteni le» eorp» planitaire» dm Jtrmaenemt te p^otonnent enétoile»? 
Wer wird unbekannt mit der Naiur der ZaUen entdeckeUf wie die plametarieeken Karper de» Firmamente» »kh xu etemen Zw 
eammenbalien? Jamais tidereu» n*a signiflé j^anitaire, et Jamais Boéce n'a songé à déeouvrir, par rarithmétiqoe oa aotrement, 
conment des corps planétaires se pdotoonent en étoiles ! Ceit pire qa*iui cootnaflos; tfeit on noa-iciis.~4) Yùjn Hiooaaqiie, 
JrWm., I, ». p. 96-99 (Ast), et Boéce, Jriikm., I, Sé, p. tMS-ltl4. 

Tom. V. N. 6. 43 
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Mais cet abacns, décrìt par Boèce, diflère de ceuz doni M. Cantor a parie dans les chapitres IX et 
X, car, dans Vahaeui de Boèce, les bonles, fiches ou jetons, doDt chacnn représeDtait une unite, sont 
remplacées par les apieet, doot chacao représente un nombre. Dans les deux éditions, le passage sur les 
apieet est rendu obscur par TomissioD d^uoe ligne , qui se trouve dans les manuscrits de Chartres et d'Er- 
langen , et avec laquelle le sens est très intelUgible. Les apices étaient des pièces mobiles sur cbacune 
desquelles était marqué un des nombres de 1 à 9, et ce nombre exprimait des unités slmples, des dixaines, 
des centaines, etc., suivant la colonne où Taplce était place. Etant données la colonne de Tapice mul- 
tlplicande et la colonne de Tapice multlplicateur, Boèce indiqne quelle doit ètre la colonne du prodnit. 
Les neuf nombres étaient figurés sur les apices soit par les nenf cbifGres dont la figure est donneo ici 
dans les manuscrits , soit par les neuf premlères lettres de Talphabet prises suivant leur ordre, soit, dit 
Boèce dans le texte eomplet des manuscrits, par le nombre uatwel lui-méme, c'estrà-dire, comme Texpli- 
que M. Cantor, par autant de tralts quii y avait d^unités dans le nombre è exprimerS). Les figures des 
neuf cbiffires sont données d\ine manière à peu près identique , tant sur la figure de Tabacus que dans le 
texte , par le manuscrit de Gbartres et par celul d^rlangen, et dans le texte seuiement par deux ma- 
nuscrits de Paris. Ges mémes cblffres se rencontrent dans le texte de beaueoup d^autres manuscrits. 
L^édition de Yenise en donne , dans le texte , une Imltation typograpblque très Inexacte et pourtant è peu 
reconnaissable. L^édition de Bàie y substitue , dans le texte , nos neuf cblffres modemes. 

M. Cantor dit, avec raison , que par Tintroduction des apices dans les calculs à faire sur Tabacus , 
le procède était rendu plus intelligent qu'il ne Tétait avec les ficbes ou les jetons , dont Taddition se 
faisait macbinalement , et que la nécesslté d\in calcul réel dans cbaque colonne était un acbeminement 
vers la vulgarisation des procédés arithmétìques. Il ajoute à cotte remarque vraie une conclnsion contes- 
table , compllquée d^une bypothèse fort douteuse. Il veut que Temploi des apieet et des neuf cbiifires 
alt été connu des plus anciens pythagoriciens , mai? qu^ensulte il aìt été oublié peu à peu , à cause de 
la répulsion du vulgaire pour ces signes étranges et inconnus, et à cause de la forme nouvelle des opè- 
rations intellectoelles que cet empiei demandali. Il n^est nullement prouvé, et il me parait peu probable, 
que Tusage des apices, et sortout celul des neuf cbifllres, remontent jusqu^aux premiers temps de Técole 
pythagoriclenne , et qu'ensuite cet usage soit tombe en oubll pendant Tépoque florissante de mathém^- 
tiques chez les Grecs. 

M. Cantor a employó , dans sa traduction , les expressions claires unitée timpìee et dixainee au lleu 
des expressions digiti et artieuU , c*estràdire doigté et phalangee , employées dans le texte de Boèce. 
Ces expressions sont définies par Boèce dans un espèce de préface mise en téle de ce passage. Suivant 
une expUcation signalée par M. Chasles dans un manuscrit du XII* siede et répétée au XYI* siècle par 
Novlomagus, ces expressions sont motivées par une méthode antique «l^exprimer les unités et les dixalnes 
avec les doigts étendus ou repliés. Cotte méthode , à la quelle il est fait allusion dans un passage de 
Plutarque Interprete par M. Ikeckh 6), se trouve décrite non-seulement par Bède , mais dans des textes 
latina plus anciens , recueillis par ForcellinI au mot Digitue de son Dictionnaire latin 7), et anxquels 
M. Cantor ajoute un texte d^lne lettre de Théodoric à Boèce 8). La memo méthode s'est conservée au 
moins jusqu^au XVI* siècle 9). 

Mais comment se fait-il que les expressions digiti et artieuU, et les expressions grecques éqoivalentes 
ne se irouvent, dans le sens d'unitée et dixaines, chez aucun anteur antérleurà Boèce? Je sois bien tenté 
de répondre querce- sens de ces mots pouvaltiiilélre pas beaueoup plus ancien, bien que Tusage d^expri- 



ft) M. Chasln eroit qa? leu moti natunM «umero dgolfieDt.Iflt earuetère$ rnuployés dèa avant eetU invemtùm pour exprhmer 
in noHibrei naturela. ~ «) PrognuniM d'eie de runlvenité de Berlin, 1841, p. XI, note 13. —7) Voyei dee textei pia» Dombnox, 
dUt]^ Oadendorp dans tea notes sor Apulée, JpoLt t 2, p. 679 des OEuvres. —8) Casslodorl Fariar. tpi$L 1, 10,foL « recto 
(Puis, lUB, iD-l) - 9) M. Chasles dit avoir tnravé dans des éoita da xn« siècle et da xm* d*aatres erpHcattoos da roriglno 
des « pr esrioBS Hgiti et eurtUmli; mais U ne les die pas. Je penso, avae M. Cantor, qoe oeUe-d est la vraie. 
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mer les Dombres par le doigts fttt très antérlenr. M. Cantor , qui admet , sana preuvea , TaDtiqnitó de 
cea expresaioDS appliquées aux nombrea , répond qtie lea écrlvaina greca aur Tart da calcili aoDt perdoa, 
qa^eiì latin Boèce est le pina ancien qai nona reate, et quii y en avait eu pea avant lui , lea aenla qu^on 
poiaae citer étant Técrivain latin nommé Arcbytaa» et Apnlée, a'il faut en croire un manuacrit latin citò 
par M. Halliwell » mais dont lea indlcationa , écrttea en un atyle barbare , aont trèa erronéea en ce qui 
concerne lea auteura greca aur le calcai. Maia il me aemble que lea auteura qui, arantTépoque de Boèce, 
ont parie du calcul par lea doigta, par exemple Piine 10} et Apulée 11), auraient eu là une occaaion aaaei 
naturelle de mentionner le aena aritbméUque dea mota digiH et arHeuU, ali avait étó uaité de lenr tempa. 

JLWm Iie naniuicrli E^ DItIsIoh^ Fractloiuk i) 

Ce cbapitre, qui eat la continuation da précédent, ae compoae de troia partiea, dont la première , 
eoncemant ies règlea de la diviaion aor Vabacut , contient d^abord la tradaction littérale de la auite du 
mème passage de Boèce d'aprèa le manuacrit d^Erlangen » puis un commentaire bien néceaaaire aur ce 
texte, dont la concision va juaqu^à Tobacurité et juaqu^à Finsuffisance. M. Gantor ezplique per dea exem- 
plea la méthode que Boèce avait formulée trop peu clairement et aans exetnplea. 

Toutes lea foia que le diviseur ne contient que dea unitéa d'un aeul ordre, unitéa aimplea, ou dixai- 
nea , ou centainea , le procède de Boèce eat celui de notre divtaion ordinaire , ai ce n'eat que Temploi 
du zèro eat rempiacè par la différence de poaition dea chiffrea dana lea colonnes de Vahaiut. 

Maia y quand le diviseur renferme dea unitès de deux ordrea , le procède de Boèce difière eaaentiel- 
lement du ndtre : il consiste à ajouter toujoura au diviaeur le nombre atrictement néceaaaire pour que, 
devenant multipie de 10, il n'ait plua d'unitéa simplea. Par exemple, 8'agit-ildediviser678parl6?Pour 
avoir le diviseur 80, on ajoute à 16 la différence 4. On place le 2 de 20 aoua le 6 de 672; la dìvialon de 
600 par' 20, ou de 60 par 2, donne premier quoHent partiel 3 dixainea, c'eat-è*dire 30, et le rette eat 
72. On multiplie la différence 4 par le quotient 30; on ajoute le produit 120 au rette 72, et Fon a le pre- 
mier reste total 192. Le 1 de 192 n'étant paa divisìble par 2, on place le 2 de 20 aoua le 9, et la diviaion 
de 190 par 20, ou de 19 par 2, donne pour eecond gMotient partiel 9 unitéa aimplea et le reate 12. On 
multiplie la différence 4 par le quotient 9; on ajoute le produit 36 au reate 12, et l'on a le second rette 
total 48. Le 2 de 20 ae place aoua le 4 de 48; la diviaion donne le troitième gMotient partiel 2, et le 
reate eat 8. On multiplie la différence 4 par le quotient 2; on ajoute le produit 8 au reate 8, et Fon a 
le troitième rette total 16, qui, diviaé par 16, donne le qitatrième quotient partiel 1, aana reate. L*ad- 
dition dea quatre quotienta partiela 30, 9, 2 et 1 donne le quotient total 42. 

Ce procède de Boèce eat nommé par M. Cantor divition à Faide de complémentt ou différencet: Il le 
compare avec la dixMon à Faide det con^lémentt décadairet, métbode propoaée et vantée par M. Creile 
comme plua elegante et plua commode que notre division ordinaire 2). II eat vrai que la métbode de Boèce 
et celle de M. Creile' ont toutea deux sur la nótre l'avantage d'éviter l'easai d'un quotient partiel trop 
fort ou trop faible. Maia le procède de Boèce , qui paaae par quatre divisiona partlellea pour arriver au 
quotient 42 de la diviaion de 672 par 16, et aurtout le procède de M. Creile , qui demando 21 dlvlaiona 
partieliea pour arriver à ce mème quotient , me paraiaaent bien moina expéditifìs et moina commodea que 
notre diviaion ordinaire, à la quelle, n'en dèplaiae à MM. Creile et Cantor, il faut conaerver notre pré- 



10) H. N. XXXiy,7, t.-6,p. 140 (éd.SUllg ). Compuei II, aa, t I, p. IH. — 11) Jpohgie, OEaTrei. L a, p. 679 (ed. Oadendoip 
la-4 ).— i)Die Hambcrift B. JHvMm^ MimMem. P. 9ia-S80. — 9)JU ^ooédé de lI.CnUe difière de oelni de Boèoe,en oe que, 
pw exemple, ao lieo de tnaironner le divlsear 16 en ao par la Uffirmee 4, on le tiantforme en l'unito d'ofrdfe déeadaire sa- 
péilear, d'est^hdin en loo, par le etm^pUmtiU iécadair* 84, lor lequel oo opire eamme mr la diffiremf 4. Mais le nonbie det 
divialons, det mnltlpUeaUoot eC dei «dditloni eit Meo plot grand et plot fntidiei» que dana la méUiode de Boèea. 
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férence, malgré ce qa^il y a cTingéDieDX dans les deux autres procédés 3). Mais, sMl fallali choisir entre 
cea deax derniers , celui de Boèce me paraltrait mériter la préférence pour les cas où le diviseur n^a qae 
deux ordres d^anltés. 

La saìte da passage de Boèee concerne la divlsion par un nombre qui a des centalnes et des unltés, 
sans avoir des dixaines. M. Gantor expliqae blen ce texte, qae M. Friedlein n'avait pas tout-à-fait com- 
pris , fante de savoir le sens da mot différenee chez Boèce. Soit , par exemple , 800 à diviser par S06. 
On óté ane centaine da dìvidende et les onités simples da'divisear : 700 divise par 800 donne le ^fiio- 
Hent 3, ayec 100 poor premier rette, On multiplie par le qaotie'nt 3 les 6 anités négligées dans le di- 
visear , et on a le prodait IS, qai retrancbé de la centaine négligée d^abord dans le dividende , donne 
le seeond reste 82, compUment déeadaire de 18. Le reste total de la dìvision est donc 182. 

Remarqaons comment Boèce indìqae la manière de touetraire 18 de 100 : il dit qae / poor avoir les 
anités simples da reste , il faat prendre la différenee entière, c'est-à-dire 2, poisqae 10— 8=2; mais que, 
pour trouver les dixaines , il faut prendre la différenee diminuée ffune unite, c*est-à-dire 8, tandisqae la 
diiférence entière sórait 10— l^^O. Le falt est vrai et TopéraUon est juste ; mais Texplicatlon dn procède 
de la soustraction est blen peu claire , surtout n^étant pas donne , comme ici , sur un exemple numeri- 
qae : Boèce ne donne aocun exemple. 

Là s'arrète le passage sur Fabacus , tei que Boèce Fa tire de Fécrivain latin Arcbytas, et là se ter- 
mine sussi la première partie (p. 212-218} du cbapitre XV de M. Gantor. 11 aurait pu remarqner que tool 
cela est insuffisant pour enseigner à diviser un nombre entler quelconque par un autre nombre entier 
quelconque, par exemple lorsque le diviseur aurait des unités simples , des dixaines et des centalnes avec 
ou sans des unités d'ordres supérleurs. 

Ensuite vient , dans le manuscrit d'Erlangen comme dans les éditions , le seeond livre de la Geometrie 
de Boèce, contenant des formules d'arpentage dignes du très mediocre savolr des arpenteurs romains, 
et parmi lesques il n^y a d^un peu meilleur , que ce que Boèce a emprunté à Fécrivain latin Arcbytas , 
probablement grec d'origine comme de nom. 

G'est encore à ce mème Arcbytas que Boèce a emprunté le seni passage important pour nous de son 
seeond livre , c'est-à-dire son demier cbapitre 4), concemant le calcai des divislons et subdivisions de 
Funité (minuticB), avec le tableau qui accompagne ce cbapitre , le tout occupant cinq feuillets entiers da 
manuscrit d'Erlangen. M. Gantor donne en latin , dans sa note 426 ( p. 410-412 ), la première éditlon com- 
plète de ce cbapitre de Boèce ; il le tradait en allemand dans son texte ( p. 218-220 ), et il reprodait le 
tableau dans la figure 42 de ses plancbes. 11 remarque Faccord du manuscrit d^Erlangen et du manuscrit de 
Gbartres avec le texte Imprimé pour le tableau et pour le cbapitre , jusqu'à Fendroit où celul-cl sa- 
rete dans les éditions , qui en remplacent la fin par une compilation évidemment apòerypbe. 



8) Un falt , signalé par M. Cantor, avait échappé anx hlstorleM des matbématiqaea. Cert que, tandisqa'on ne troave- pluft 
aa XVI* siede la divUion à Faide des différences, c'était à la maltiplication qa^on appliqnalt alors an procède analogae et d'une 
oomplicatton plus inutile: on y avait recoors, quand la somme des deux facteors surpasaait io. Par exemple , poar malUpUer 
« par 8, on posali ìO—epH^ et 10— 8=s. Le prodait des différenee» 4 et 2 donnait 8 anités simples poar premier prodait partlel. 
Ensalte, en retranehant da premier JEacteor 6 la seoond différenee s, oa blen da seeond factear 8, la première différenee 4, oo 
obtenait 4 dixaines poar seconde partie da prodait. Les 4 dixaines, ^}oatèes aax 8 anités simples, donnaient 48 poar le prodait 
total. Aa XVI* riède, Pierre Laramèe (Hamas) avait bien raison de se moqaer des èerlTains qai enseignaient en 7 règles oe pro- 
cède inatilement long et compUqaé, dont on est d'aillears si fiadlement dispense par l'ètade de la table de multipUcation. Lara- 
mèe dtait, oomme le plas anden ècrivain sor la maltiplication à Faide des diflèrenoes , l'aatear anonyme de VJlgoirUmm» de- 
moH^ratu», c'est-à-dire probablement Pastronome da XV* slède Règioroontanas.M. Cantor, qai n*a pa se proeurer oet oa^nfa, 
pose la qaastioQ de savoir si, là oa ailleais, la divlsloa à Falde dei dilTèrenees et la maltiplleatloa à Falde des diffèrenoaa oo| 
ètè employèes en mème temps, oa blen si le procède poar la maltiplieation n*a ètè Inttodatt qa'iyrèi la dèiaétade da pcoeédé 
imalogae poor la divlsloo. — 4) P. i»s, L 6 Veo bes-p. l6S«,L4d'eo bat. 
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Dans le commencemeDt , depuis longtemps imprimé , Boèce attribue aux anciens, et surtout aux Py- 
thagoriciens, Temploi de signes spéciaux, les ans grecs , les aatres barbares, pour les subdivisions usuelles 
de Tanité de longueur. Suivant une conjecture de M. Cantor, que nous réfùterons tout à l'beure, ces signes, 
que Boèce ne donne pas , seraient ceux dont Bède s'est servi , et que Gerbert a employés , comme con- 
nns depuis longtemps, sans avoir besoin de les expliqoer : ceax de Bède et de Gerbert sont semblables 
à ceux que M. Cantor a retrouvés dans un manuscrit de Berne , et M. Halliwell dans un manuscrit an- 
glais' 5). Boèce remplace les signes de l'once et des onze fractlons de Tonce, quMl énumère, par les 
douze premières lettres de l'alphabet latin A, B, C, D, E, F, G, H,I, K, L, M, dans le tableau qu^il donne et 
qui est une sorte d'abacus. La fin du cbapilre , c'est-à-dire la partie qui suit le tableau dans les manuscrits 
de Cbartres et d'Erlangen , parile que M. Cantor public pour la première fois , explìque Tusage des apiees 
et de leur valeur de position dans ce tableau , et spécialement Tusage d'une partie de ce tableau ajoutée par 
Boèce. M. Cantor aurait blen fait d'énoncer expressément une remarque qu'il sous-entend sans doute , 
savoir, que cette fin du passage , ayant pour objet la multiplication des nombres complexes et fraction- 
naires, est une partie essentielle du cbapitre sur les subdivisions de Tunité, et que les copistes desma-> 
nuscrits suivis dans les deux éditions avaient évidemment muUIé ce cbapitre , en retranchant cette fin 
pour y substituer, comme OBUvre de Boèce, une compilation de morceaux divers des arpenteurs latins. 

M. Cantor avoue qu'il ne comprend pas bien quelques passages de ce cbapitre de Boèce, et surtout 
ce qui concerne la partie ajoutée par Tauteur à ce tableau d'Archytas. II me paralt, en effet, bien dlf* 
ficile drdeviner te sens des explicatlons trop insuffisantes de Boèce. 

lei se termine la seconde partie (p. 218-224) du cbapitre XV de M. Cantor. La troisième partie (p. 224- 
230 ) renferme des considérations qui se rapportent au cbapitre XIV aussi bien qu'au cbapitre XV, et qui 
ont pour objet la réfutation des objections contre Tauthenticité soit de la Geometrie de Boèce tout en- 
tière, soit surtout des deux passages discutés dans ces deux chapitres. 

Mais je quitte M. Cantor, pour répondre d'abord à une objection qu'il n'a pas connue. Dans le cba- 
pitre XIII, j'aì prouvé , contre M. WoBpcke , que la fin du premier livre de cette Geometrie et tout le se- 
cond sont de la méme main que la partie principale du premier livre, reconnueauthentique par M.Woepcke 
lui-mème. J'avais dit, en 1857, que le passage de la fin du premier livre sur la méthode de Tabacus se 
trouve dans tous les manuscrits. Je ne savais pas que M. Halliwell 6) avait cité deux manuscrits d'An- 
gleterre où ce passage manque, et qu'il avait considéré ce passage Important comme une interpolation. 
Je vals répondre à cette objection que M. WoBpcke 7) me signale. Nous avons vu que la figure du pen-^ 
tagone en étoile 8) manque dans le manuscrit d'Erlangen. Pourquoi? Parceque le copiste n'a pas comprìs 
le passage très obscur auquel cette figure se rapporto. Nous venons de voir que la fin du passage sur 
les fractlons manquait dans les manuscrits qui ont servi aux deux éditions. Pourquoi ? Parce qn'elle avait 
pam inintelliglble aux copistes. Nous avons vu que la figure de Yahaeus a été supprimée à la fin du 
premier livre dans Tédition de Venlse , et qu'elle a été remplacée dans certaìns manuscrits et dans Tédi- 
tion de Bàie par la table de multiplication , tandisque tout le passage demando la figure supprimée et 
repousse la figure intruse. Pourquoi celle-ci est-elle venue là? Parceque les copistes la comprenaient. 
Pourquoi Tautre a-t-elle disparu ? Parcequ'ils n'y comprenaient rien. De mème,^^ourquol tout ce passage 
sur Tabacus , passage qui se trouve dans tous les manuscrits excepté deux , manque-t-il dans ces deux 
manuscrits ? Parceque , ne comprenant pas ce passage , deux copistes ont eu la fantaisie de le supprìmer. 
Depuis quand une lacune de deux manuscrit fait-elle autorité contre le texte plus complet de tous les 



6) n aurait falla les comparer avec lei signes employés poor les firactions dans Ics éditions et les manuscrits de Tltrove , X, 
10-15 (ìMti). Yoyez aussi les Gromatici veterea, 1. 1, p. 839-940 (ed. Lachmann), et les traités métrologiqQes de Yoiusius Madanus 
et de Prisden. Comparez M. Hultscfa, Grieehitche und ramische Metrologie, II, 90, p. tia-113 (Berlin, 1882, in-8). — 8) Rara ma- 
thematiea, p. 107, 2 ed. (Londres, 1841 ). — 7) Propagatùm dei ehiffree indiau, p. IM7 (Paris, 1883, ÌQ4 ). — 8) Géomitrie de Boèet, 
I, p. 1614 (Bàie). Yoyei d-dessus, chap. zm, note 24. 
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aatres , snrtout des plus anclens et des meilleurs ? Je die quii y a certaiDement lacane dans ees deox 
mannscrits. Car, dèa 1857, j'ai montré 9), et M. Caotor (p. 221) répète avec raiaoD, quHine anoonce de 
Vabaetu se trouve ( p. 1516, 1. 8-10 ) ud pea avant le passage sopprime ; que ce passage tient d'alUeura 
ane place nécessaire dans Tensemble de Toavrage , et qne , dans ce passage mème , Taateor se réfère 
à tont le commencement de sa Geometrie et mème à ses traités sor VÀritkmétique et sur la MuHqw. 

M. WiBpcke me signale aassi les objections de M. A. BoBckb, qui, commeM. Lachmann, rejette Tau- 
thenticité de la Geometrie de Boèce tout entière. Mais lei nous retrouvons M. Gantor, qui n^a pas laissé 
ces objections sana réponse. Avant de les aborder, il traile deux questiona préparatoires , dans Tétode 
desquelles nous allons le suivre. 

Sana conprendre entièrement le passage du second llvre de la Geometrie de. Boèce sur le calcul des 
fracUons , il Nest aisé de voir qu^à Tépoque du rédacteur ni iw neuf slgnes employés par lui sur les apice» 
de Vabacui, ni les slgnes de figure étrange quMl n'a pas voulu employer pour les fractions , n'étaient 
entrés dans Tusage general , bien que les uns et les autres eussent été employés par récrivaln latin Ar- 
chytas : notre auteur avalt adopté les premiers signes , comme peu nombreux et commodes : il anrait 
craint de trop Innover à la foia , en jadoptant aussi les demiers , trop difficlles à comprendre. Or, chei 
Bède, savant moine angiaìs de la fin du VII* siede et du commencement du Vili*, on trouve des signéa 
bizarres pour les fractions, et, de la manière dont Bède en parie, il réaulte que ces signes n^avaient 
alors rien dlnsolite mème en Angleterre. Au X*siècle, Cerberi, dana sa Geometrie, ìw emploie comme 
généralement connu, et mème sana juger utile de les definir. A Berne, dans un manuscrit duX* siede, 
M. Gantor les a retrouvés avec un tableau analogue à Vabacue. De ces faits M. Gantor condnt que la Geo- 
metrie , attribuée à Boèce , écrlte à une epoque où lea signes des fractions n'étalent pas encore vulga- 
riaéa , a été écrlte loogtemps avant la fin du VII* siede , et par conaéquent vera le VI* siede , epoque 
de Boèce. Pourquoi ne seralt-ce pas par Boèce lui-mème? 

Gè serait-là une preuve de plus en faveur de rauthentlcité de ce passage ; mala je dois dire quelle 
ne me paralt pas valable. Elle suppose V Tidentité des fractions de Boèce avec celles de Bède et de 
Gerbert, i? Tidentité des slgnes employés par Bède et par Gerbert avec les sigues que Boèce a connns 
sans les adopter. La seconde de ces supposlUons est gratuite , et la première est certalnement fausse , 
comme je m^en suis assuré par une comparalson que M. Gantor aurait dù faire. Les noma des fractions 
de Boèce , noma destloées à rappréaenter aurtout des longueurs , mala applicablea à dea fractlona qud- 
conquea , aont empruntéa lea una à la nomenclature des longueurs grecques, les autrea à céll9 dea polds 
grecs, quelques uns aux expressions grecques du temps, et lls sont en partie des mots greca, en panie 
dea equivalente latina des mots grecs. Au contraire , lea noma dea fractlona de Bède, à Texception dHu 
aeul (seripuìmm), aont tout autrea que ceux de Boèce; ila sont tous purement latins, et identiquea à ceuz 
que Varron et Volusius Mscianus 10) employaient, clnq aièdea et demi et troia sièclea avant Boèce, 
pour designer lea mèmes fractlona. Mais voici , entro les fractlona de Boèce et cellea de Bède , une autre 
différence plus decisive que celle des noms. Les onze fractlona de Boèce aont dea dlviaiona et aubdiyi- 
sions de Foncé {oCyyi»), prlse pour unite subsidiaire par les pytbagoriciena aulvant Boèce, ou plutót par 
les néopythagoriclens , et considérée par eux comme douzième du pied grec {roCt), et comme Intermé- 
diaire entro le pahne (iraKanrni), qui était le alxième du pied , et le doigt (aoueruXo^), qui en étalt le sei- 
zième 11). Reduites en fractions directes de Tonce, ces divlsions et aubdivisions, d'aprèa les définitiona 



9) Eeeh. nomv. tur U$ origùiM de notre mmn. éerite, 9. a.— IO) Yojet Yanran, I}e Uitg, ìaL, V, 171-173, et V<riiuliia 
hot, Ditttilmlio parthm, ed. Boecking (Bono, 1831, ìd-IS). Conpuei Balboi, De a$$e mUuM eq^ eim p o rti tm euUe ( à lasnlte de 
Yoliuli», ed. Hawking ). Ab contraile, PiUden, qui vivait à CoottantiiMiple sons Instinlen , dome un systéaie grAoo^oniain de 
finettoos de l'oooe, qoi se rappradie de odol d'AicbytM et de Boèee. Yoyei Prieeien, Canme» ie pomdertkiu et meiumHe 
(PeU. lai. rnérn., ed. Lemalre, t 4, p. 44a^6). Conpifei PxlieIeD, Dejt/gieree mmervmm ( G ramm at i c i talM,éd. Putidi,]^ laM 
et Mlv. ) — 11) M quod pabmo eaeet mìmw, digito matem mttfm , amelam voeare nuUaeraiU (nrttuiforid), dtt Boèee, C4em., u\ 
f. 16S«,.1. 7-s. Le teste dooaé per M. Centor (p.4io^ia), d'apre! le nanoiertt d'Eriangeo, est trèa altértr'poar eatte phran. 
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de Boèce , soni: éUgitus (8«xTt;Xo() » 3/4 d'oDce, itater (oraW^) = 1/2, quadrant (tito^to») = 1/4, dragma 

(«e«xH = l/?» »CrÌpulUi (yp«/Afza) = l/24,OftoflM (ò^oXÓ?) « 1/48, CeratiS {xipari() = ÌJ%^ siliqua {xipauov)=: 

1/144, pttfu;lvm (o-riy/Atj) » 1/192, mtnii<«m (Xcirróy) » 1/470, mom«nl«m (ax«pi() = 1/768. Des 18 fractions 
de Bede 12), les 12 premlères, rapportées à Vas prise ponr unite, sont; deuna » 11/12 d'as, dextant^ìij^, 
dodraM=Zliy bes = 2/3, sepiunx = 7/12, semis » 1/2, quineunx = 5/12, Meni » 1/3, quadrant = 1/4, 
nxtans = 1/6, «Mcunda = 1/8, et uncia = 1/12. Les six fractions inférienres , rapportées à Tonce, sont: 
smnuneia = 1/2 once, HeiUeus = IJiy textula dna = 1/3, sextula » 1/6, dimidivm t€XtukB= 1/12, seri- 
pulum = 1/24. Aìnsi, des six fractions de Bède an dessous de Tonce, trois seulement ont les mèroes va- 
leurs qne trois des onze de Boèce , et une seule a en mème temps le mème nom. Il est vral que les signes 
des fractions identiqoes sont tout autres chez Bède qae chez Voluslus Maeclanns 13). Mais les signes don- 
nés par Bède ne peuvent pas ètre ideotiques à ceux que Boèce avalt sons le yeux puisqaMls ne repré- 
sentent pas du toat le mème système de fractions. Celai de Boèce , avec son caractère grec, yient blen 
du^ néopythagoriclen grec Archytas écrivant en latin , et non d'une source romaine. 

Passons au second point: M. Gantor a parfaitement raison de constater, contre M. Bceckh, que dans 
le passage de Boèce sur les fractions de Tonce , tei qu'il est completò par les maouscrits de Ghartres 
et d'Erlangen , il est question de Vabaeua et des apieu employés avec valeur de positlon pour le calcai 
de ces fractions. 

Gela pose , M. Gantor aborde les objections de M. A. Bceckh 14) , dont Topinion se résumé dans les 
trois propositioos suivantes : 

1". L'ouvrage entier, tei que nous Tavons, serait une compilation, dont une des sources serait peut- 
ètre la Geometrie perdue de Boèce. 

2'*. Qnaot aux deux morceaux sur Tusage de Tabacus et sur le tableau pour le calcul des fractions , 
la parile principale de chacun d'eux remonterait à des sources grecques et peut-ètre très anciennes , par 
rintermédìare d'un écrit faussement attrlbué au pythagoriclen Arcbytas; mais la rédaction de ces deux 
morceaux serait d'un style détestable. 

3*>. Les phrases concemaot les apieee et les neuf chlffres ne seralent peutrétre pas antérieures au XI* 
siede de notre ère. 

Persistant à croire à Fauthenticité des deux livres de la Geometrie de Boèce , mais satisfait de la con- 
cession contenue dans la seconde proposition de M. Boeckh en faveur de l'antique origine de l'ensemble 
des deux passages controversés, M. Gantor porte toutes ses forces contre la troisième proposition , et n'in- 
siste pas assez contre la première , que je vais combattre , en lui opposant des faits qui avalent écbappé 
à M. Gantor. 

Gomme nous l'avons montré (cbapitreXlII), des témoignages irrécnsables établissent que Boèce avalt 
écrlt une Geometrie d'après Euclide. La Geometrie en deux livres que tous les manuscrits nous donnent 
comme CBuvre de Boèce , est un extrait des quatre premlers livres des Elementi d'Euclide, avec des com- 
pléments qui adapteot cet extrait aux besoins pratlques des Bomains. Le rédactenr de cette Geometrie 
latine rappelle par les mots mi patriei la dédicace ad patricium Symmaehim, qui mise par Boèce en tète 
du recueil de ses OBuvres mathématlques s'applique expressément à son Àrithmitique, à sa Mueique, et 
à sa Geometrie , et devait s'appliquer aussl à son Astronomie perdue , pulsque Boèce, dans sa Préface et 
dans le chapitre l*' de son Arithmétique, annonce à son beau-père Symmaque l' Intentlon d'embrassér les 
quatre parties du quadrivium. D'un autre coté, le rédacteur da complément ajoaté à la suite de l'extrait 



13) De ratùme uneiarum , OEavres, t. I, p. 141 ( Cotogne, 1612, io-fol. ). - IS) DiitrSbutio parthm (éd.B0Bcking).Vo7«i anni 
OD aoonyme, dans les GeomaUci veter€$, t I, p. SS9-S40 (ed. Lachmann ), et Vltrare, X, 10-15 (15-Sl), t I, p. S9O-a09, et la note 
De notis menmranm, t. I, p. a09-si2 ( ed. Schnelder ). Compares M. Hnltsch, Metrologie, p. lia-114. — 14) Indem ìeeH otmm qnm 
auspica» regi» Jug. Fred. GuU. IF in unioertiUUe lit. Frid. OuU. per Mmcsfrs mtUmm MDCCCXLI kuHImenfm, p. X et mIt. 
Ce passage de M. Boockh est ette teztaelIflnieDt par M. Cantor, p. assisa. 
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d'EocIide pour Tasage dea arpenteurs, se donne comme le rédactenr de cet extrait, et par eoti8é<}06Dt de 
la Geometrie entlère en denx livres, et il se donne en mème temps comme Tanteiir de VArithméiique et 
de la Musique qui précèdent. De plos, j'a! établi (chapitreXIIl ) nn fait important qui avait échappé à 
M. Cantor : Le rédacteur de Textrait latin d^Euclide soas sa forme actuelle n'avait fait ini-mème que tra^ 
daire un extrait gree comprenant les figures et les énoncés contenus dans les quatre premlers livres des 
Eléments sans les démonstrations, et en faisant cette tradnction il avait era mettre en latin le texte com- 
plet du geometre grec. Geci renverse entièrement la première proposìtiondeM.BcBckh, qui fait des denx 
livres de la Geometrie attribuée à Boèce une compilation puisée à des sources lalines, au nombres des- 
qaelles serait la Geometrie rédigée par Boèce d'après Euclide. 

La seconde proposltlon de M. Boeckh ne resiste pas davantage aux fait constatés. Archytas , clté par 
Boèce comme un ierivain latin non méprieable sorla geometrie pratique, n'est ni le vieux philosophe gree 
Archytas de Tarante, ni un faussaire gree usurpateur de son nom. 

Quant au style des deux passages sur Tabacus et sur les fractions , style indigno de Boèce salvant 
M. A. B(B,ckh, M. Cantor oppose à ce savant les doutes de son neveu M. L. BoBckh 15) sur cette appré- 
ciation litléraire. l'ajoute que le texte de ces deux passages a été très maltraité par les copistes,qui ne 
les comprenaient pas. D'aillenrs , M. Cantor rCmarque fort à propos que ces deux passages sont empnrn- 
tés par Boèce à Tarpenteur Archytas , qui poovait ùrètre pas un habile latlniste. Le mot les plus inquié- 
tant pour Taothenticite me paraU ètre le mot /tnnomra/tfiii pour eeslum 16). C^est le vxt^wiMt des septante 
et des chrétiens grecs ; c'est le ^rmamentum des vieilles tradnctions latines de la Bible et des chrétlens 
d'occident. Mais, depuis deux siècles que le christlanisme étalt devena la religion de l'État en Italie, ce mot 
avait pu sMntroduìre dans le langage ordlnaire , et par cooséquent ce mot peut-ètre soit de Boèce, soit 
de récrlvain latin Archytas , pourvu que cet Archytas ne soit pas antérieur de plusieurs siècles à Boèce, 
comme M. Cantor ( p. 223 ) le suppose gratuitement et à tort suivant moÌ. 

Arrivant à la troisième proposltlon de M. B<Bckh , M. Cantor prouve d'abord que malgré Tassertion 
contraire de ce savant , il est question des aplces et de leur valeur de posltion dans le passage sur les 
fracUons 1*7), et non pas seulement dans le passage sur Fabacus. Il prouve ensuite que les phrases con- 
cernant les apices et les neuf chiflfres sont des partles essentielles de ces deux passages, au lieo d'y avolr 
été ìnterpolées , comme M. Boeckh le prétend. 

En vain M. Boeckh demando comment il poorrait se falre qoe Boèce , connalssant les neof chiffres, ne 
les eùt employés nulle part alUeurs. M. Cantor repond que, josqo'à Fintrodoctlon du zèro, les neuf chif- 
fres ne pouvaient pas servir a exprimer les nombres audessus de 9, allleurs que dans les colonnes [de 
Vahaeue. Enfin, M. Cantor prouve , contro M. Boeckh, qoe la figore de Vabaeut, nommé tahle des géomi- 
tret par Boèce ( p. 1516,1.8), comme par les abacistes do moyen-àge, et le passage par leqoel Boèce 
en explique Temploi , sont à leur place dans la partle pratique de la Geometrie de Boèce. Sor ce point, 
il répète les explications données par M. Cbasles et par moi, et acceptées par M. Friedleln, qui pour- 
tant sur tout le reste suit Topinion de M. B<Bckh. Quant au tableau pour le calcul des fractions, personne 
avant M. Cantor n'avait explique pourquoi, au lleu de se trouver au commeocement du second livre, oò 
Tauteur se contente de le promettre ( p^ 1520, 1. 21-23 ), il est rejeté à la fin de ce livre. De mème que 
le passage sur Tabacus est mis à la fin du premier livre , pour préparer les calculs numériques qui ne 
viennent que dans le second , de mème le tableau des fractions est mls à la fin de ce second livre, oh 
il n*y a que des calculs de nombres entlers , mais pour préparer à Tétude de V Astronomie de Boèce, qui 
venalt à la suite de la Geometrie, et qui , rédigée d'après le grand ouvrage de Ptolémée , devait faire , 
comme lui, un fréquent usage des nombres fractlonnaires et complexes. En effet, dans le Liber abaci 



15) I7e6er den Zmiamm en/umg der Sdir^len, ff^dehe der Pythagoren Jrchffta» himterUu$tn hàben «oli ( A^MBdlee aa Programne 
drmtonuM da Lyoée de KarliralM, 1S41 ). — 1«) Yoyei d-deMOS, ebap. XIY, note s. — 17) Yoyes le texte oomplet , pablié pour 
U pNmlère fola par M. Cantor, note 428, p. 4ii. 
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du manuscrit de Berne 18), écrìl au X* siede, od lit que Vabaetu a an doublé usage, comme instrament 
de la géomélrie et comme introduetion à Vattrùnomie, J'ajonte une remarqae, qui vieni confirmer celle 
de M. Gantor: Boèce lui-mème ( p./1535, fin ), avant de donner le tableau ponr le calcul dea fracUons, 
dit que ce tableau , tnerveilUux mime pour cet art ( c*e8t-à-dire pour la geometrie pratique ), est ah»o- 
Iwnent nécessaire pour ffautres parties des scienees mathimatiqves ^ c'est-à-dire sana doute surtout pour 
Tastronomie et la mécanìque 19). 

Mais pourquoi Boèce n'a-t-ìl pas mis la méthode de Tabacus et le tableau pour les fractions dans son 
Arithmélique , à la quelle renvoie sa Geometrie, et dans laqueile se trouve (1, 26, p. 1314) la table de 
roultiplication ? Après avoir remarqué que Boèce n'aime pas à dire longtemps d'avance ce qui ne trouvera 
son application que beaucoup plus tard , M. Gantor ajoute une autre ralson, que j'avais déjà donnée: 
c'est que logislique ou arithmétique pratique, à laqueile appartiennent les calculs des nombres entien 
et des fractions 'sur Tabacus, est étrangère à YArithmétique de Micomaque reproduite par Boèce, tan- 
disqu'à cette aritbmétique spéculative appartiennent la tbéorie des proportions 80), à laqueile Boèce ren- 
voie dans le premier livre de sa Geometrie (p. 1514), et la table de mif<f^/tca(ton 21), nécessaire pour la 
tbéorie de la composilion des nombres. 

M. Gantor termine ce chapitre , en formulant les denx conclnsions auxquelles aboutissent ses ohapl- 
tres XIV et XV, et que je v4en8 de fortifier par quelques considérations nouvelles : 1». La Geometrie de 
Boèce en deux lìvres, Ielle qu'elle se trouve dans les manuscrits de Ghartres eld^Erlangen, avec les deux 
passages sur Tabacns et sur les fractions, est bien de cet auteur. 9^. Boèce connaissait les neuf chiffres 
qui se trouvent dans le texte de ces deux manuscrits , et leur usage avec valeur de posltlon sur Tabacus: 
il les avait empruntés à un écrivain latin nommé Archytas, a Fexemple dnquel il -les nommait signes^ 
pylhagoriques. Il s'agit maintenant de savoir en quoi et jnsqu^à quel point cette dénomlnation était fondée.. 

ULTI* (ilsnes Pytha^orlques* ^) 

Avant d'aborder cette questlon et pour mieux la résoudre, M. Gantor revlent à la figure de Tabacus, 
telle qu'elle est donnée dans le passage, reconnu authentique et non interpolò, de la Geometrie de Boèce. 
Pour le texte de ce passage, les manuscrits de Ghartres et d'Erlangen, coples faites au XI* siècle sur des 
manuscrits aujourd'hui perdus , soni d'accord ; mais il n'en est pas de mème pour la figure , comme le 
monlre la comparaison des descriptions détaillées de M. Cbasles 2) avec la planche de M. Gantor (figure 39). 
Les deux figures ont 12 colonnes, qui de droite à gauche ont en lète Tunité et les pulssances erolssantea 
de 10 écrìtes en chiffres romains, et au dessus, dans les dix premières colonnes à droite, neuf chiffres 
pour les nombres de 1 à 9, puis un dixième sìgne. Mais les formes de ces dix signes' difièren^ notable- 
ment dans les deux figures, quoique ces formes soient presque Identiques dans le texte des deux manus- 
crits , oh ces dix signes se trouvent répétés en dehors de Tabacus. Dans le manuscrit d^Erlangen , les 
colonnes sont closes en haut par de petits aros de cercle , qui manquent dans la figure du manuscrit de 
Ghartres d'après la description détaillée de M. Ghasles. Nous verrons ( chapitre XX ) qoe ces ares, dont 
Boèce ne parie pas, ont été ajoutés, entro le VI* siècle et le X*. Plus haut encore, dans des prolonge- 
ments des neuf ou dix premières colonnes , les deux figures donnent dix mots , qui sont les noms des 



18) Voyez la note 430 de M. Cantor, p. 412. (Test par erreur qotl renvoie ( p. 239, 1. 3 ) à «a note 425. — to) Mìraòihm et 
arti huic, calerisque mathe$iot dùeiptinis necei$ariam JIguram. Pour Pemplol dn flractlons et de lean signes dans la méeaoiqae, 
voyez Vitmve, De ^rchUectura, X, 10-15 (1^21), 1. 1, p 290-303, ed. Schneider (Leipzig, 1807-1806, 3 voi. in-8 ). Comparezla note 
De tioti$ metuurarum, t 1, p. 300-312). —30) Jrithm. de Boèoe II, 40 et mlT. Comparez Nicomaqae, Jrithm., II, 21 et saiv.— 
21) Jrithm. de Boèce, I, 26, p. 1314. Comparez nicomaqae, Jlrithm^ I, 19. — l) Pj/tkagori$che Zeicken, p. 331-260. — 2) Sur le 
poMsage de la Geometrie de Boice etc. p.7-8 (Bruxelles, 1836, in-4, Extralt da t. XI des Mém. coqronnés ), et Jperfu hisl. tur le 
(féveloppement det méthode en Ciomètrie, Ilota XI!, p. 532*5SS de la trad. alkm. de M. Sohncke, Ge$ch. der Gwm. ( Halle, 1839, in-S). 

Toro. V. N. 6. 44 
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mmt eUfiret et di dtiième rigae. DtM les émx igves , let ifolre piwiefi boU , le Mpfièae el le 
WlièM de droite à giKlM «Mt: ifte, «idrw, enirit, «•*««, sMit, tmmdaM. Mais le cintfèat el le 
lixièMe MMt fiiiM9 et MkHf daM le BaaMcrìl dTriaegea, tiadiiqÉTbtotecffU fiw net c«ltig da» 
le Baaoieiit de Chartree. Le wtmvìèmt et lei dixièae, cdcafif et «^pet, tosi pbeée dsM les prel—ge 
dee colouef f el !• de pnmur ■tmeril, taadieqM le sol eelaUit et n deans de M le sol 
fOflt daat le prokwgeaMsl de la M«?ièae cdoBae de aeeoMl ■a— criL IlaieteMai, 
ai deffoef dee eUfiret itNaaiet, M.Caalor sigaale eatre lee partiea ialérìevef dee deex fgme 
eoffdaBee pliit gnade eaecie. Daas le Baaascrit de Ckartree , oa titNnre , jatqo''aB bae de Tmèmetu, liz 
aaHee raagéet de ehiiret rosaias , doat lee troie p r ea i ièiea exprìaMat la aMiilié, le qaart et le haJtJèaie 
dee dooie aoBbree sapérieon ee eUllires roBaias qai fonaeat lee tilret de coloaaef et ea «aigatat Fer- 
dfe décinal ; lee denx raagées sahraates exprioMat lee fractioas de Vmet {éoaàèmt de raaité ), et la 
deraière otre lee aoBbree de 1 à 12 ea chìnires roeuias. Aa liea de ces six raagéee horìzoatalee , le 
■aaaeerit d'Erlaagea a^ea piéseale qae troie, daas lesqaellec oa reeoaaall aae tealatìTe nel réaaaie poar 
preadre la noitié , le qoart et HuiitièaM des aoaibres écrils ea cbìfree roBaiae daae la raagée aa rimai. 

Il Die parali évideot, coBuae à M. Canior , qa^après avoir copie- ftdèleiMat le lexte de Boèee, lee eo- 
piflet dee deaz BMaaseriti oat Toala eoaipléter la figure de eoa mb^au tar le Bodèle dee ubmau antés 
de leor teaips, abaeae qal eaibraeeaieat le ealcol des fractioas, taaiBeqa'à la fia de la gé ee rfi rig de loèce 
aa tableaa spedai est dooaé poar ce calcai. Mais le copiste da aiaaaecrlt dTilaagea , pfais igaoraat ea 
anthéaatiqaes qae celai da aiaoaecrltdeChsrtres,s''est arrété après avoir mal reapli la aMitSéde celteticbe. 

La figure de -rabacas ayaat été alasi altèrée par lee copistes , il faat s^ea teair aax figares des aeaf 
chiflres , telles qa^eOee soal doDoées semblableaMOt par le deax naanscrits daas le texle aièaM de ee 
passage, d*oà Foe ae poarralt lee retraacber saas laotUer ce texte aotbeatiqae, qai les sappoee. Qoaat 
à la dìxième figure, qui ae se troave que sor Pabacos, et à laqaelle le texte ae faìt aacaoe allosioa , 
il ae foot pas r attrìboer à Boèce. 

M. Canior veot proover qae ces oeof cbiffìres de Boèce Tieoaeot des fff^ha§orieiau frees , nals qoe 
eeox-ci les araleat emproalés eax-aièoies à des peaplee étraagers. Sor ces deax poiats, je Tale exposer 
brfèveaieot les Toes de M. Caotor , saaf à les examiaer easoìie. 

Boèce , daas soa traile de la Muriqne ( IV, 3, p. 1441-1142 ), a eaiproaté aax Pytbagoricleas d*ancieas 
sigoes Doslcaox lirés des lettres de ralpbabet grec diversemeat arraagées, et dédare a^avoir Toahi 
rien y cbaager. A la fio de sa Geometri» (II, p. 153fi, 1. 12-15 ), Boèce dédare o'aTOir pas Toala adopler, 
poar les fractioas, d*antres sigaes pythagoriqoes, doat rexplìcation loì est iaconaae , et qai soat, dlt-il, 
d*origiae ea paitie grecqae et ea partie élrangère , c^estri-dlre babylonieoae d*sprès aae bypotbèse de 
M. BcBckb. SaìTant M. Cantor, qai iodine ^ers cette Bérne bypotbèse, Boèce expDqaait les sigaes aiasl- 
caox , parco quii poorait le (aire ea pea de aiots. Ne cooBaissaat pas Pexplicatioo des sigaes poar les 
fractioas, il ea faisait raveo, et 11 les rempla^t par d^aatres sigoes tirés de ralpbabet Istia. Biea qa*ll 
crfit compreodre la sigoificatioa symbolique des figares des oeof diltfres, il ae Pexpliqaalt pas, pareeqall 
la jageait trop difficile à coouaoalqaer aax profanes. 

Arrivés à Boèce par notenaédiaire des Pytbagoriclens, les aeof cbiffres pouvaieot avoir une orìgiae 
élrangère et plus aatique. M. Cantor écarte sans discnssioo les considérsUons transceadaotes par lesqoeUeit 
M. de Paravey a pretenda appoyer lliypotbèse de Hager sor rorigine parement cbinoise des neof cbiffres. 
Mais il emprante à Hager 3} one remarqae importante: c'osi qa^en passant d^in people à on aatre, oa 
signe pool cbaoger soit de position , soli de signification 4). En efiél, si fon compare les deox maaascrìts 
do traile de Planode Swr le ealeul inMen qai exislenl à Yeaise , oa volt qae le 7 de ron est senblable 



t) Mtmmri* mUe eifn arakkkt (Fkmifrykem étr Oriamta , t 1, p. ab-«l, TieoBS 1811; et à pirt, HIm, ISU ). ~ 4) 

B. M. Cantor ette le aot btttUm, qai elcniAe cn franetfs ronlté «rivie de 9 aérae à drotte, et en ■PmiI fmitté anivte 
de» ««ree. 
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jm 8 de Tautre , et que les chiffires pour les nombres S et 3 soni debout dans Vun et eoucbés daos Taotre. 
De méme , les six cbiffres pour les nombres 1, S, 3, 5, 8 et 9, tels que Hager les donne comme très an- 
Giens en Cbine, ressembleralent à six chiffires dn mannscrlt d'Erlangen, savoir, à cenx qne ce manuscrit 
donne pour Jes nombres 1, S, 8, 8, 7, 4. Mais li . Gantor ne trouve pas que la baute antlqaité de ces cbif- 
fres, en Cbìne soit prouyée, et sans nier que qaelques-uns de nos cblflGres pnissent ètre orìglnaires de 
Cblne, il doute fort quMls en viennent tons. Hàtons noos d'ajooter qu'il faadralt, avant tont, examiner: 
l"». si les ressemblances signalées par Hager sont assez nombrenses et assez marqaées pour ne poovoir 
pas ètre fortuites; 8«. si les cbiffres cbinois eités par Ini ne sont pas originalres de linde, à laqnelie la 
Cblne a emprunté tant de cboses. 

M. Gantor n'est pas moins Indulgent poar lliypotbèse de M.PIccard 5j, qui veut qoe les nenf cbiffres 
de Boèce soient les neuf premières lettres d^un alpbabet mixte , forme en empruntant des lettres à divers 
alpbabets dérivés de Talpbabet pbéniclen. Le premier cbiffres seralt Viota grec, qui, comme noos Pavons 
vu (cbapitre Vili ), avait signifié 1 avant de signifier lO.Lesecond cbiffre serait le beth bébren en dìverses 
variantes. Le troislème serait le gamma copte , anqael ressemblerait nn peu le gamma d'une inscription 
de la collection Farnese. Le quatrième cbiffre serait le redoublement du second, comme 4 est le doublé 
de 2. Le clnquième cbiffire serait soit Vupsihn, identique pour la forme au V romain signlfiant 5 , soit 
piutdt une des formes du he, clnquième lettre de Talpbabet samarltain. Le slxième cbiffire serait forme 
soit par le retoumement du clnquième, soit par le redoublement du troislème, ou bien ce serait un «at 
chaldaTque avec cbangement de posltion.Leseptième cbiffre serait lesèna grec dans ses dìverses varian- 
tes. Le buitième serait un cheth bébraìque. Le neuvième viendrait de la neuvième lettre de Talpbabet pbé- 
nico-samaritain , ou bien du thita grec. Au lleu de remarquer le caraetère cbimérique de cet alpbabet bé- 
téroclite commen^ant par Viota grec, M. Gantor dédare qu'il peuty avoir une part de vérlté dans ces rap- 
procbements de M. Plccard. 

La diversltó d'origine des neuf cbllfires transmis à Boèce par les Pythagorlclens est confirmée, au ju- 
gement de M. Gantor, par les recbercbes de li .Vincent 6) sur la slgnlficatlon symbollque des figures des 
neuf cbiffres , et des noms étranges qui leur sont donnés : il aocepte les concluslons générales de ce sa- 
vant, sauf à modifier quelques détalls. Mais II conteste avec ralson Timportance attribuée par M. Vùicent, 
en faveur de la baute anliquité des neuf cbiffres daos Pécole pythagoriclenne , à un fragment de Mode- 
ratus 7}, qui concerne la significatlon symbollque des nombres eux-m$met depuis 1 jusqu'à 10, et nulle- 
ment la significatlon symbollque de tignet Mérogtyphiqws destinés à représenter ces nombres. M. Gantor 
admet cependant , comme vraisemblabU, que les Pytbagorìciens de Técole alexandrlne, possédant éTavonee 
Ut wBuf cbiffres, trouvèrent des Interprétations plus ou moins forcées pour ces neuf figures 8). 

Au contraire, aucnn auteur un peu ancien n'ayant jamais attribué à la vieilie école pytbagorlcienne 
anlérieure à Arlstote un système de neuf cbiffres symboliques pour les neuf premiers nombres, il me 
paralt très probable qu'au lieu de posseder d^avanee et dès longtemps les neuf cblfft'es , les Néopytba- 
goriciens en avaient forme eux-mémes la sèrie symbollque à Alexandrie, de méme que, de Taveu de 
IM. Gantor, ce sont eux qui ont imaglné les slgnes pour les notes musicales. Mais, dans Tlnventlonde 
la sèrie des neuf cbiffres , ils ont fait des emprunts à TEgypte et peut-ètre sussi à PAsie. 



h) Mémoire tmr la forwu et la prcvenatice da d^fre» $ertfami à ta mtmératiom decimale ckex le» aneient et ehex le$ modera 
Me» (Sodili Faudoite dee ecieneee nalurelleSf su avrU et 4 mai ISbQ ). — 6) Dee notatknu eàentiflqmee à Fècole ifjélexandrie (Revme 
^rchéol., 16 Janvter IMA). —7; Dai» Porphyra, Fie de Pythagore, p. 48-63 ( ed. Kùsler ). De Boème, les textes d'Aristote dtés 
par M . Yinoent ccnoernant les nombree et nullement les dkiOfVet.— 8} Comme excmiiles moderoes dtoterpiétatloas foroéea, M. Gan- 
tor dte rétymologie laUoe ( e. io», poor eemU iiucriptm ) doonée par Godio aa mot géométriqae miiiw, qui eat la tradaction du 
mot arabe deckaib; l'étymologle da mot aòaci», qui Tiendrait HoTaUeu» solTant Padoli , lei diveraet étymologlea domtéet au 
mot o^yorifMtw avant qoe M. Rdnaud «ut indlqné la Tiaie; le* expUeatlona propo i éet par Priaden pour let dilfbes romdna et 
par Abenragel pour Ica dilRrea Indlent. 

* 
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Je dis que certaioement ils ODt empninté des chìffres à TEgypte. Eo eflet , M. Caotor ( p. 239 } re- 
connalt avec moi que les cbiffres pythagoriques de Boèce poar les Dombres 1, 2, 3, 4 et 9 ont une res- 
semblance incontestable avec les signes hìératiques des anciens Egyptiens pour les nombres ordinaoi 
correspondanis dans la désìgnatìoo des jours da mois9). Cependant, avec Hager, il incline à faire venir 
de la Chine les quatre premiers cbiffres, et il pense qu'il peat y avoir du vrai dans rhypothèse de M. Pie- 
card , qui fait venir des alphabets sémitiques les cbiffres 1, 8, 3, 4 et 9, de méme que les quatre autres. 
Pour concilier ces adbésions complaisantes qu'il donne à des bypotbèses conlradicloires , M. Cantor n*au- 
rait qu'un moyen : ce serait d'admettre encore une autre bypothèse , celle de M. de Paravey 10), d^après 
laquelle les alphabets et les cbiffres de tous les peuples seraient identiques et remonteraient à un seul 
alphabet primitif. Mais M. Cantor , qui a écarlé cette bypothèse , alme mieux déclarer vaguement que les 
neuf cbiffres de Boèce sont empruntés aux sources les plus diverses. 

Cette diversité est moins grande que M. Cantor ne le suppose. Car, puisque cinq des neuf cbiffres de 
Boèce, avec le mèmes valeurs, sont très antiques dans Técriture hiératique des Egyptiens, il ne reste 
plus à chercher que Torigiiie des quatre autres cbiffres^ origine peut-étre sémitique, s'il y a du vrai dans 
les conjectures de M.Piccard. Quoi qu'il en soit, je ne pense pas, comme M. Cantor, que Técole néo- 
pythagoricienne ait seulement mi» »<m estampiUe sur la sèrie antiquement pythagoricienne des neuf cbif- 
fres; je pense, au contraire, que les nouveaux pytbagoriciens ont forme eux-mèmes cette sèrie, sur la- 
quelle ils ont imprimé le cachet de leurs doctrioes. Si tout cela avait èté connu des anciens Pytbagori- 
ciens, Tantiquité en auralt su quelque chose. Du reste, je reviendrai tout à Theure sur cette question 
d'origine. 

Après avoir remarqué le caractère arbitraire, vague , Indécis et mobile du symbolisme des Pytbago- 
riciens , caractère qui permet d'appliquer la mémB idée à des nombres différents et des idées tout-à-falt 
différentes à un méme nombre , M. Cantor indique les modificalions qu'il croit devoir apporter aux inter- 
prétations que M. Vincent a données aux figures des chiffres de Boèce en les comparant avec les idées 
que les Pytbagoriciens attachaient aux nombres représentés par ces chiffres 11). 

Pour les figures des trois premiers chiffres de Boèce, M. Cantor s'accorde entièrement avec M. Vin- 
cent , qui reconnalt dans ces trois cbiffres la représentatìon du principe fémelle 18) du principe male 13) 
et de runton de ce deux principes 14). 

Pour le quatrième chiffire , malgré sa ressemblance avec la croix ansie des Egyptiens , eie de la tie 
divine 15), M. Cantor croit plutdt que c'est le chiffre S redoublé. Mais il aurait dù reconnattre que les 
Néopythagoriciens , et méme les anciens Egyptiens , qui avaient ce méme chiffre , pouvaient y voir en 
méme temps la croix amie, symbole du nombre 4, porte-eli de la natwre 16). 11 faut donc admettre 
Texplicatìon de M. Vincent, sana exclure absolument celle de M. Cantor. 

Tous deux admettent que les Néopythagoriciens ont assimilé le chiffire 5, nombre de la juttice et de 
nptiUbre 17) et image de la hakmee 18) avec le crochet au quel le fléau de la balance est suspendu. 



9) Yoyez d-dessas, chap. I. — 10) Esaai sur Porigine vnique et hUrogl^phique des chiffres et des lettres de tous les peuples 
(Paris, 1824). — Il) Les indicaUoos de M. Yiooent et de M. Cantor, sar les textes qal constatent oes idées des Pytbagoriciens, »- 
ront oomplétées par moi dans les notes soivantes.— 13) L'anité étalt ooosidérée comme mère, en mta» temps que comme pére. 
Yoyez la ThétOogie arithmétique d*an néopy thagoriden anonyme, eh. I, p. 6, 1. 4^ et 1. 31-36 ( ed. Ast, Leipdg, 1817, in-8 ), et 
MacrolM, cSonm. Seip. I, e, p. 38, ed. lamu (Qnedl. et Leipzig, 1848, in^ ). — 13) Le nombre deux étatt le Symbole da courage 
virU. Yoyez ThM. arithm-t cb. 2, p, 7, et Aristide Quintilien, Mutique, III, p. 156 de Heybaum. — 14) Le nombre tnris éUit 
eonsidéré oomme la réanion de un et de deux ( Yoyez ThM. aritKm.t eh. 3, p. 16, 1. 4-6 ) et il était n&mmé mariage (p. 16,1. il). 
— 15) Yoyez Raonl-Rochette, Jead. des Inaeripthnsy t XYIl, II* partie, p. 184-136, et p. 376-387 , et les antorités dtées par 
M. Yincent , Des nolùms sàentiflques ,, p. 5. — 16) Le nombre quatre était nommé porte de la nature par les Pythagoridens. Yoyez 
Théol. arithm,, di. 5, p. 29, 1. 1>2, et p. 81, 1. 4-6.— 17} TKéol. ari<Am., cb. 6, p. 36-» et p. 31; Aadepias Sur la Métaphys. fjtrù- 
tiaU^ I, 8, p. 641 a, 1. 6-8 (Brandis ), et on scoliaste, p. 641 ft, 1. 18 et soiv. et 1. 18, et lambliqne. Sur la sàenee mathémtaHfue 
{Anecd. grmc, de YUloison, 1 3, p. 20», 1. 17). — 18) Cestreipresslon méme de la ThM. arithmt.t cb. 6, p. 89, U 1-3, et p. 3t,l. 4-6. 
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M. Cantor admet aossi que la forme primitive et aaihentique da. slxlème chiffre est blen celle que 
li . Vincent désigoe , et qu'elle représente , par une ligne droite verticale à cdté d^un cube, Vonee, comme 
petite unite tant de longueur que de poids. En effèt, suivant une lettre de Théodoric adressée préclsé- 
ment à Boèce 19), Vonee est le symbole du nombre 6, tumbre parfait 20), c'est-à-dire égal à le somme 
de ses facteurs (Punite comprise). 

Mais, pour les trois derniers chiflìres, M. Cantor doute que M. Vincent alt eu ralson d'y reconnaltre 
la dernière des deux triades d'idées mentionnées dans le Commentaire d'Olymplodore sur le Phédon SI). 
En effét, c'est tout-à-fait arbitrairement que M. Vincent rapproche ces deux triades d'idées et les trois 
triades des neuf premiers nombres, et que , laissant de coté la première triade d''idées, il établit, entre 
la seconde triade d'idées et la troisième triade de nombres, un rapprochement auquel rien n'indique que 
les pytbagoriciens aient jamais songé. 

Cependant, pour d'autres raisons plus acceptables, M. Cantor admet, avec M. Vincent, que le neu- 
vième chiffre signifie la foree^ représentée par la forme ithypballique de ce chiffre sur Tabacus du ma- 
nuscrit de Chartres 82), et que Tidée de fwree convient au nombre 9, parcequll est le premier carri tFun 
nombre impair S3), et que le carré d'un nombre se nomme puUeance (Suva/ak) en grec. 

Mais M. Cantor refuse d'admettre , avec M. Vincent qne dans le septième chiffre les Pytbagoriciens 
aient vu un compas, symbole de la grandeur. En effet, aucun auteur ancien n'attribue cette significaton 
au nombre 7. Avec plus de vraisemblance , M. Cantor volt, dans la figure du septième chiffre de Boèce, 
une faux ou un gnomon , tous deux symboles du tempt. En effet , les Pytbagoriciens donnaient au nom- 
bre 7 un nom {àyeXaU} qui suivant eux rappelait les sept planètes 24), nommées Instruments du temps 
par Platon 25). Mais je dois dire qu'au lieu de nommer le nombre sept nombre du temps {x^óvo^), comme 
M. Cantor le prétend , ils le nommaient 26) temps favorable (xa/^óf). 

M. Cantor ne veut pas non plus admettre, avec M. Vincent, que dans la figure du huitième chiffire 
les Pylhagoriciens aient vu un serpent, symbole de la sante. En effet, aucun texte ancien ne vient à 
Tappui de cette interprétation 27). Mais celle de M. Cantor n'est pas mieux autorisée , et elle est plus 
ìnvraisemblable : il veut que le huitième chiffre ressemble à deux cercles représentant les huit sphères 
célestes. Quel rapport y a-t-il entre deux cercles tangente Vun à fautre et huit sphères concentriques? 

En résumé, Texplication symbolique de M. Vincent pour les figures des chiffres 1, 2, 3, 4, 5, 6 et 9 
de Boèce, est très probable d'après ce que nous savons des idées des Pytbagoriciens. Pour le chiffre?, 
Texplication de M. Cantor a un peu de la vraisemblance qui manque à celle de M. Vincent. Pour le chif- 
fre 8 de Boèce , une explication symbolique plausible d'après les idées des pytbagoriciens est encore à 
trouver. 

M. Cantor a raison de considérer comme bien établi ce fait general, que les néopythagorìciens at^ 
tribuaient un iena symbolique aux figures des neuf chiffres , transmises à Boèce par Archytas le latin. 



19) Cauiodori Far. eftUt., I, 10, fol. 6 veno (Paris, 1588, ìd-4 ). — 20) Euclide, BUm. VII, Déf. n ; Théol. ariihm., eh. 6, 
p. 38; Théoo de Smyrae, ariihm., di. 74 et 77 {Uut., eh. 43 et 4& ), p. 168-160 ( Paris, 1644, iih4 ); Plutarqae, Questions de tahle, 
IX, 3, § 3, et Dt la jtrocréation de Pdme atdvant le Timée, eh. 13; Macrobe, Somn. Scip. I, 6, t. 1, p. 39; Satvrn., VII, 18, t 3, 
p. 632 (ed. Jaoos ); Martianas Capella, VII, 736, p. 688-680 (ed. Kopp.). — 21) P. 24, 1. 33-26, ed. Finckh, HeiIbronn, 1847, In-8. 
M. Cantor se troupe, en disant qae oe eommentaire est inédit — 38) Figure 43 de M. Cantor. — 23) Théoo de Smyme, Arithm. 
dk. 80 ( AftM., eh. 48 ), p. 166. Comparez Plotarque, Que$tion$ de table^ IX, 14, §3.-24) Théol. arithm., eh. 7, p. 43-43. — 36) Ti- 
mée^ p. 43 A. Comparez p. 38 C et p. 30 E. — 38) Théol, arithm., eh. 7, p. 44, 1. 36'S6, et p. 63, I. 7-10; Alexandre d*Aphrod.. 
Sur la Métaphye. d'Arlstote, I, 8, p. 38-39 et p. 66 (ed. Bonitz ); Asclepius, Stir la Métaph., I, 8, p. 541 a, 1. 9 et saiv. (ed Bran- 
dis ), et un scoliaste, ibidem, p. 641 6, I. 81- —37) Célait le nombre sur qui était nommé sante, Voyez Théol. arithm.^ eh- 6, 
p. 34-S6, p. 37, 1. 16, et p. 38, 1. 14. Le nombre huit n*était pas nommé $anté, mais skUfilité. Voyrz Théol. arithm., eh. 8, p. 66, 
dernière 1., et Macrobe, Somn. Scip. I, 6, t. l, p. 36 (ed. lanos). Qaant aa nom KoSfAsi'a donne aa nombre huit, il signifiait 
/iarmoniet Alle de CadmiM* et n'avait aócan aapport avec ìtaerpent de Cadmns, non plotqoVec celui d'EscuIape. Voprez Théol, 
ftrithm.f eh, 8, p. 64. 



350 ANNALI DI MATEMATICA 

De pfa», la lettre de Théodorie à Boèce aotorise M. Center à peeser qoe Boèce Blgnonit pas ces explK 
eatioBt fjnbolkioet dea neof chMIrea S8). 

Maia , aur lea figerea de eea chifliea de Boèce, je doto plaeer ici one renarqoe inportante , qui a échappé 
à V. Gaotor. Ce D*eat paa ao hasard qoe eea fignres, qui a'oDt aucoo rapport natorel a?ee lea Dombres 
qi^eflea repréaenteet, oot été chotoiea lea ooea daos récritore biéraliqoe dea Egyptieea, lea aatrea peni- 
élre dana dea alphabets aémitiqoea : ellea oot été ehoUiea évidemneot en vue dea explicationa aymbo- 
nqaea pina oa BM>Ìiia foreéea qu^oo voolail leor donoer. Lea aatenra de ce aynboltome dea neof chìffiréa, 
e*eai-i-dire lea néopythagoricieos d^Alexandrie, soet donc en nème tenpa lea formateora éclecUqoea de 
eette sèrie de aigiiea Dnméraax ao lieo de lea avoir recoa dea aodena pythagoricieoa, comma 11 .Cantor 
le aoppoae. lU y oot mto le cachet de leor secte, en lea modifiant poor lea adapter à leor symboliame. 

Enaolte M. Cantor aborde Texplication dea dix mota bizarres éerita ao deaaoa dea neof chiffìrea et do 
ittiième aigne aor Pabacoa dana lea manoacrita de Chartrea et d*Erlangen. Cea mota ae retrooyent, avec 
(Bferaea variantea, dana d*aotrea manoacrita do XI* siècie. M. Chaalea a rencontré lea hoit premiera, aana 
le neovitaie (CelmUit), mate avec le nom do dixième signe (iipos), dana one page do manoscrit de Char- 
trea en dehors de la GéowiéirU de Boèce 29): cea neof mota y aont expliqoés par neof vera latina ; la 
phipart de cea vera nedonnent qoe la correapondance do nom et do nombre: VéekU dn septhmu konor 
daoa le aeptième Tera, et le somom de béfUififue donne ao nombre 8, n^Qffrent qoe dea Jndications trop 
vagoea poor ètre otilea; mato le aixième vera , en désignant le nombre i eomme pwrfaU, appoie od peo 
rexplicatlon de M. Vincent, et le qoatrième vera appoie celle qoe li . Cantor ajoote à celle de M. Vincent 
poor le chiffre 4 conaidéré comme dooble do cbiffre 2. 

Qoant ao aena dea dix mots eox-mèmea, Hoet, évèqoe d^Avranchea, avalt déjà remarqoé le caractère 
sémitiqoe de qoatre d'entro eux. Lea mots arbat, quimat, et unit sont, soivant M. Cantor comme soi- 
vant M. Keaselmann et M. Vincent , dea formes altéréea dea mota hébreox qoi signifient 4, 5 et 7. Le 
oioi teminiat, soivant lea mèmes savants, rappellerait plotót le mot araméen signifiant hmit; mais la 
forme ìiewuntat, foornle par on manoscrit d*Oxford,serait favorableàone étymologie bébralqoe. M. Gil- 
deaetoter ae prononce poor one étymologie arabe des qoatre mots, et M. Nesselmann ne la repoosae pas 
abaolomeot M. Spiegel oMocline à admettre une étymologie arabe que poor le mot sipot, dont nona par- 
lerona pina tard. Poor les cinq autres mots , les étymologies orientales proposées par MM . Nesseimann 
et Gildemelster sont inadmissibles 30). 

Soivant M. Vincent, cea cinq mota, igin, andrat, ormU, caMs ( avec lea variantes eaUit, eakHs et 
ekaleui), et celentit, sont des mots grecs, tradoits d'abord en hébreo, pois de Thébreu en latin, et plos 
00 moina défigurés dans ces deox traductioos 31). Les sigoifications qoll donne à ces mots s^accordent 
avec les symboles pythagoriques qoll avait signalés dans les figures des chiflres poor les nombres 1, 2, 
3, i et 9. Soivant Ini, le mot igin vieni de n yuvii (i gyni), la femme; andrat, vieni de ayije, dvi^ói^ 
rkonme male (tir); orni» vieni de óp/xi} (ormi), appetii texnel; ealeie oo ehalcut vieni de x«^xoù;, syno- 
nyme de oùyyia 82), once; celentit vieni de dH^MVTOi (atkélyntos), viril, et Va initlal a dlsparu par one 

38) A en propot, M. Cantor dlt qa'un maoaicrit da Vttlcao dott oootenir an oavnge de Boèce, en deox UvTCS,5pM>le> mom- 
6fM. Je presame qoe d'est toot slmplemcnt VJritkmétique de Boèoe. Cependent, soivant le Toea de M. Chasles répété par M. Can- 
tor, il aerali boa de s*aasarer de l'eslstenoe et da eontena de ce manoserlt — 29) Ces vers se trooTcnt dans la note 4ao, p. 414 
de M . Cantor. — au) Soivant M. Nesselmann, Igin et JndruM vlendraient des mots arabes eckad (tm) et aekar (Pamirt), soivant 
M. Gildemelster, Igin vieodralt da mot persan yagdn (tm)^ et jindras da mot arabe JltuuuUr (poha oppos^;.— si) M. Blenainit, 
cité par M. Woepcfce (PropagatUm de» ehHfJret huUeiis, p. 25 ;, veut qoe ealtù Vienne de xaXórrn Zeni» de Znti^ dans le aeos 
&eJIU$ dt Jupiter, ti eelentù de ctXv^v. Mais les néopythagoridens dlsalent xoXXoc et non xaXÓTi»^ , et ila n'élablisaaient 
aacan rapport ^édal entre le nombre «et la beautéf qui étalt rattribot da nombre a (Yoyes Aristide Qainti]ien,lfMif««, IH, p.iH 
de Meybaum, et la Théol. aritkm., eh. 3, p.i3). Ila n'établlssalent non plas aocon rapport q)éclal entre le nombre 9 et la Imm, 
qal étalt la patrone da nombre 3 ( Voyez Théol. arUkm., eh. 9, p. 13). Sept étalt le nombre de Minerve ( Yoyei TkM. mrUkim., 
eh. 7, p. 6S ); mala Minerve (Athéné) ne se nommait pas Zi}»/;, et ees mot n*a jamais été gree. — 33) Ouyyiat «noe, synooyme da 
;(aiXxeu;, est an mot d'origine ricale, soivant latias Pollai, Onom., IX, 6. 
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mutllation opété^ dans la transerlption hébralqae 83). Lea Kabbalistes jolfii, alliés aux DÓopythagorlcieiM 
alexaDdrlns otti traDsmis ees mois aax latiDS. Mais à quelle epoque faut-il piacer cette trausmlsalon ? 
Cesi là une question que M. VìdccdI n^a pas abordée. 

Cette question a été traitée d'une manière malbeureuse par M. Gerbardt 84): ayant constate avec raison 
la ressemblance très grande des chiffres arabes gobàr avec ceux de Boèce, il veut que ces derniers soient 
arabes , mais quMIs aient été attribués aux Pythagoriciens grecs par un faussaire juif du 1* siede de notre 
ère , et qu'adoptés au II* siècie par les Kabbalistes , ils aient été transmis par eux aux chrétiens. Mais 
M. Gantor a raison de soutenir, contre M. Gerbardt, que parmi ces noms bizarres des neuf chifAres il y 
en a quMi est Impossible de faire venir de l'hébreu ou de Parabe , et que plusieurs sont dea noms grecs 
transcrits en bébreu, puis de Tbébreu en latin, rajoute quMl est très improbable que les Arabes eussent 
leurs chiffres gobàr dòs le l*' siècie de notre ère , tandisqu'au commencement du VII* siècie, possédant 
à peine une écriture 35), ils n'avaient pas de chiffres , ou bien ils avaient des chiffres très différents de 
«eux du système gobàr 36). J'ajoute encore qu'au 1* siècie il y avait aussi peu de relations* entro les 
Arabes et ies Juifs heliènistes , qu'entre les Arabes et les pythagoriciens grecs. Enfin, je remarque, avec 
M. Cantor, que si les neuf chifl'res avaient figure dès le premier siècie dans des écrils attribués aux an- 
ciens pythagoriciens, écrits grecs apocryphes qu'oo lisait beaucoop alors,Ia connaissance en aorait été 
très repandue ; récrivain latin Archytas et Boèce n'auraientpas étéseuis à en parler, jusqu*au VI* siècie. 

M. Cantor dit fort bien que Boèce a dù connaltre , avec les neuf chiffres, les noma grecs par lesquels 
les oéopythagoriciens en exprimalent la siguification ; mais qu'il est impossible que ces mots grecs aient 
été écrits par Boèce, ou par Archytas avant lui, sous des formes barbares telles qu'lgiii^ andras,ormU 
eallis et eelentU. Par conséquent, sur les abaeut des manuscrits de Chartres et d'Erlangen, la ligne qui 
contient ces noms apparlient aux oopjstes inlerpoiateurs, comme plusieurs lignea déjà sigualées. On trouve 
dans cette Ugno et dans celie des neuf chiffres un dixième nom et une dixième figure évidemment in- 
connqs à Boèce, qui ne parie pas de cette figure , tandisqu'll parie des neuf autres. Cette dixième figure, 
bien oonnoe des copistes du XI* siècie , c'est le sipos en forme de roue, comme il est appelé dans le neu- 
vième et dernier vers du manuscrit de Chartres, c'est-à-dire le séro, nommé aussl tipoe sur Vabacui dans 
les depx manuscrits. 

M. Cantor penso, avec M. Vincent, que le mot tipos vient du mothébreu taph fvate) %l);mi[9 entro 
le iéro et un vose je vois pcu de rapport solt de forme , soit de siguification. Je persiste à crolre, avec 
M. Chasles, que tipos vient plutét du mot grec -Iv^tn (psiphoe), jeton. M. Cantor m'objecte que Ut Grece 
n'ont pas connu le vraì zèro. Mais , outre To grec , employé anolennement par les astronomes grecs ponr 
marquer Tabsence d'un certaln ordre de subdivisions do cercle et du jonr 88), ite Grece èysanilM purent 
connaltre , avant le XI* siede , le zèro indien des Arabes orientaux , qui lui conservèrent d'abord sa forme 
circulaire 39); les Byzantins pnrent lui donner le nom de >)/i}f o( à cause de sa forme , et les écrlvalns 
laUns du moyen-Age peuvent avolr emprunté aux Byzantins ce nom, en raltérant40).Qp'oDn'oublìepas 

33) Ut mot (x9i}XuyT0( se troave employé eo ee sens dans la Théologù arithmitique, eh. 7, p- 69; mais c'eat aa nombn 7 
quìi est applique. Un méme nom était donne souvent à deui oa plosieun nombres: par ezemple, le nom ago-fybOijXu; à 1 et 
ke(Tké0l. arilhm.,p.fi et 33), le nom yàfjtoi à 3 et à 6 (ibid. p. le et 33), et les noms dvi^oyovia et ya/x^Xia, synonymet 
dea deux préoédents, au nombre 5 (ibid. P- 38).— 84) Die Butdedcung der haheren JìnalysU, p. 96 et soiv. ( Halle, 1855 ). — 36) Vo- 
yea Silvestre de Sacy, Mémoire tur gueigue$ papyrea ierita en arabe et trouvét récemment en Efffpte {Jcad. de» intqript., Noav. 
sèrie, t. IX, p. 78-8<»)> — 36) Yoyez le ehapitre soivant. — 37) Mais M. Vincent r^ette avec raison l'opinion de M. Ifessdmann, 
qui fait venir ripos da mot arabe ctfra , tandisque rinfluence arabe a sabstitué ee demier mot aa mot ripoe, antérieorement en 
Qsage chea les chrétiens. — 38) Yoyes d-dessas, chapitie TUI. — 30) Yoyet le ehapitre saivant — 40) De l'étymologie, greeqoe 
ou hébralqae, et non indienne oa arabe, da mot np<M, M. Weepeke {PropagtUion dee chiffres indiente p. 6S-6S, et note t ) eroit 
p>oaToir oonclure qae ce nom a été applique d'abord à ce qo*on peat appeler le zèro grec^ qui différait da tiro Mien et arabct 
sartoat par s<m uaage. Mais ce zèro gree était la lettre greeque o, qui n'avalt pas bésohi d*autre nom, et M. Woepeke, comme 
M. Cantor, onblie les Grecs bysanUns, qui ont pu connaltre de bornie heuie le tiro indien de» Ambe» orientw», c| chei qui 
ì» moine arithmétldeo Planude avalt eu sans doate dei prédéee i aeors. 
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nnflaence «eientifiqoe «t littéraire des Grecs byzanliDs, ravivée eo occident, dès le 1* siede, ptr la 
princesse grecque Théophanie, impératrice en Allemagne, el protectrice de Cerberi 41). Do reste, cette 
qoestlon de rétymologie du mot tipos est peu importante. 

Yoici comment li . Gantor ( p. 250 ) résumé son opinion sor rorigine des neof cbiffres de Boèce et 
des interpolatioBS signalées dans sa figure de Vabaeus , telle qae ies manascrits la donnent. 

« 1* Les Aiexandrins possédaient neof signes poor Ies nomiires de 1 à 9.» 

« 8«. 11 donnèreot à ces chiffres des noms grecs, qai répondaient aux significatìons symbollqnes Ines 
par eux dans ces nenf figures.» 

« 3*>. La connaissance de ces signes , et peot-étre anssi de leurs noms, fot transmise aox Remains, 
▼ers le l*' oo le 11* siècie de notre ère, par on certain Arcbytas; mais son écrit latin fot à peioe lo, 
jnsqo^à Tépoqoe où il fot recommandé par Boèce ao poblic savant.» 

« 4«. Pendant ce temps , les mèmes connaissances avaient pénétré dans les écoies des Kabbalistes , 
et s^onissant avec le zèro inventé sor ces entrefaits, probablement dans Tlnde, elles avaient forme dans 
ces écoies one sèrie de dix signes.» 

« S*. Dans ces écoies joives , one partie des anciens noms grecs des neof chiffres s'ètait conserrée, 
noe aotre partie avait disparo , et poor le dixième signe il n'y avait aocon mot donne d''avance. 

« 6*. Poor combler ces lacunes , qoelqoes noms hèbratqoes dorent ètre introdoits.» 

« ^'', Qoand, des écoies juives, les signes et Ies noms passèrent aox chrètiens d'occident, il rencon- 
trèrent toot à coop des élèments dont la simiiitode témoignait d'one parente antiqoe, mais qoi D''a¥aient 
pas gardé avec les élèments nouveaox one parfaite concordance , et les copistes do XI* siècie , étonnés 
de recevoir de cótés si différeots des élèments semblables , songèrent à compléter et à amèliorer les oos 
avec le secoors des aolres.» 

Sor ces sept propositions, je crols devoir faire les réserves soivantes: 

Dans les deox premières propositions , il faot savoir gre à M. Gantor de n^avoir pas reprodoit sa faosse 
bypothèse, d^après laqoelie les neof chiffres de Boèce viendraieot des aneieus pythagoriciens antérieors 
à récole d^Alexandrie. Mais je voudrais qoMl eùtindiqoè, comme époqoe probable de Tinvention de ces 
neof signes symboliqoes , les derniers temps de Técole d'Alexandrie , c'est-à-dire Tépoqoe do néoplato- 
nisme et do nèopythagorisme, Tépoqoe de Porpbyre et de Jambliqoe. Je voodrais qolIeAt remarqoè qoe 
Temploi de ces neof chiffres poor les calcois à faire sur Vabaeut n'était pas pratiquement plos avantageox qoe 
Temploi semblable des neof lettres grecqoes dèsignant les mèmes nombres , et qo'ainsi , poor les Grecs, 
Tintrodoction de Tabacos à colonnes, mais non celle des figures des neof chiffres, a constltoè on progrès. 
Je voudrais qn'il efit ajoolé qoe les Néopythagoriciens d'AIexandrie avaient forme cette sèrie de neof 
chiffres en prenant cinq chiffres aox anciens EgypUens, et en Inventant les quatre aotres, probablement 
à rimitation de qoelqoes lettres sémitiques, et qo'ils avaient modifièetinterprétécesfigores, de manière 
à les adapter à lenrs idées symboliqoes sur les neof premiers nombres, idées exprimèes par les noms 
grecs qolls donnaient à chacon de ces neuf chiffres. 

Sur la troisième proposition , je remarque qoe Tépoque de Técrivain latin Archytas est probablement 
beaocoop plos rapprochèe de Tépoque de Boèce que M. Gantor ne le sappose , et qoe Tinvention des 
neof chiffres pythagoriqoes peot elle-mème n^étre pas de beaocoop antérieore. 

Sor les qoatre demières propositions, je remarque qoe le zèro des Indieus, probablement peo ancieu 
dans rinde mème 48), n'aorait pò ètre mentionné dans les écrits des Kabbalistes juifs qu'après Tèpoqoe 
de Boèce , que de mème les noms hébraTqoes donnés aox chiffres 4, 5, 7 et 8 sont probablement d^ine 



41) Voyez d-après, chairiltreB XXI et XXII. Le Jeune empereur Othon III, flis de Théophanie, priait (««rbert de venir raol- 
mer diei lai par ies enaelgnemeDb I*esprit vivace da Grecs ( Voyez Duchesoe, Script, hùt. frane., t. 3, p. 894). La Géonétfi» 
de Gerbert,écrlteeo Allenagne prèsd'Olhoo III, est pleioe de mots greca. Yoyei d-après, chapitre XXII. — M) Toycad-deasaa 
ehap. IV. 
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epoque postérieure à Boèce , et qae la traduction des neuf noma et de celai du zèro en un latin barbare 
n'est probabiement pas de beaucoup antérieare aa XI* slècle. 

Da reste , les vues de M. Cantor sur Téteodue et la cause des interpolalions qae la figure de Vabacut 
a subies dans les manuscrits de Boèce de la part des copistes du XI* siede , subsistent avec toute leur 
importance. Il est bien constate que les neuf chiffres, figurant dans le texte nième de Boèce, sont ao- 
tbentiques, tandisque le zèro, dont M. Cantor completerà bientót Tbistoire, et les noms barbares des 
oeuf chifTres et du zèro, sont interpolès. 

HkTII. liisnes nuniéraiiK des Ara1ie8« i) 

Puisque neuf cbiffres pen diffèrents des ndtres se trouvaient dans les oeuvres de Boèce > si étudlées au 
moyen-dge, et puisque Boèce ne les avail pas empruntés aux Arabes, maisaux nèopythagoriciens grecs 
par rintermèdiaire d'un grec ècrivant en latin, M. Cantor est fonde à dire que Thypothèse d^après laquelle 
ces neuf cbiffres nous seraient venus uniquement des Arabes, ou des Indiens par les Arabes, est suffi- 
samment réfulée 2). Mais nous verrons qu'une des formes du systéme arabe des neuf cbiffres, forme trop 
peu connue de M. Cantor, a eu avec la formation de nos neuf cbiflres , tels qu'ils sont aujourd'hui, dea 
rapporta bistorìques qui ont èchappè à ce savant. 

Le pian très étendu de son livre lui Ardonnant de parler de toutes les formes de notation numerale 
qui ont existé chez les Arabes, il s'excuse niodestement de TinsufOsance des documents qui ont été a^ 
oessibles pour lui et des notions sommaires qu'il en a tlrées. Il s'excuse aussi de la liberté quMl a prlse 
dlnsèrer dans ce chapitre des renseignements quii n'avait pas trouvé Toccasion de piacer ailleurs. Il 
fùut le remercier de uè les avoir pas omis, bien qu'on en trouveTèquivaleutdans Touvrage deM.PIbao. 

Après avoir rappelé ce qu'il a dit sur la manière ingènieuse des Grecs pour complèter leur notation 
alpbabétique des nombres 3), M. Cantor explique comment, au contraire, les Hèbreux se contentèrent 
iongtemps des 22 lettres de leur alpbabet, dont 9 leur servaient pour les unités simples, 9 pour les dixaines, 
et les quatre aulres pour les quatre premiers nombres de centaines. Pour exprimer un nombre de cen- 
taines audessus de 4, ils rèunissaient deux ou trois des quatre dernières lettres par addition. Plus tard, 
Us exprimèrent les cinq derniers nombres de centaines par les formes particulières que cinq des 82 let- 
tres hèbraiques prennent à la fìn des mots. Pour exprimer les milliers jusqu'à 9000, ils mirent deux points 
audessus des letlres exprimant les nombres depuls 1 jusqu'à 900. Un petit crocbet, place audessus de la 
demière lettre numerale ou avant elle , avertissait que dans ces lettres il ne fallait pas chercher des mots, 
mais des nombres. L'écriture allant de droite à gauche, les unités simples se mettaient à Textréme gauche 4). 

Depuis le milieu du VII* siècle environ , les Arabes eurent leur écriture eufique, de laquelle ils tlrèrent 
un systéme alpbabétique de cbiffres, peu diffèrent de celui des Hèbreux. Quant à leur écriture antérleure, 
il n'en reste que peu de traces 5), et nous ignorons , dit M. Cantor, si un systéme de cbiffres s*y ratta- 
ohait. M. Woepcke 6) est pour la negative. M. Cantor admet que les Arabes pouvaient avoir alors des 
chiffres analogues au systéme non alpbabétique de Palmyre. 

Les Palmyréniens et les Phéniciens avaient des systémes de notation alpbabétique des nombres 7): 
M. Cantor n'en dit rien. Eu outre, certaines inscriptions de Palmyre, des trois premiers siècles de notre 



1) DU Zahlzeichen der jiraber, p. 251-263- —2) Cette bypolhèse. réfatée par M. Cbasles,a été reprodnlte enoore par M. Pttuui, 
Expo$i de» ngnes de nmméralion tuUés chez te» Orientaux, btrod. p. XVI-XXIV (Paris, 1860, in -8). Halgré ses doates rar l'aa- 
UxenUdté de la Geometrie de Boèoe, M. Wopcke ( Prop. de» chifjre» indien», p. 18-28 ) nliésite paa à dédarer qae les ehllFfres 
des manoacrits de Boèce vleoneot des Pythagoridéns, et que ces cbiffres sont devenos les nótres. — 3) Yoyet d-dessua, chapi- 
tre YIII. — 4) Poor plos de détails, Toyez M. Pihan, p. 169-176- - 6) Comparez le Mém. de Silvestre de Saey, Jead. dea iiteer., 
t. IX, p. 78-8U. — 6) Propag. de» chiffre» tndieiu, p. 65-66. — 7; Yoyes M. Pihan , p. 162-164, et oe que noas avons dit ri diinui. à 
la Ad du chapitre I«r. 

Tom. V. N. 6. 45 
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ère, expliqaées au XVIIle siede par SwIntOD, présentent ud systéme de quatre chlffres, qui, pris isole* 
meni, signifientl, 5,10et80,mais dont les tombiiMiisoiiiB, Iiltf6e«4a intl tiorìzontal, pouvaient expriaor 
tona lea nombrea par un procède que M. GaMM* ^óortt ^y, «t q«f, iMlgré 4e uoUdUes différeocea , res- 
semble à la foia à cehii de la notathon hìérogly^ìqiie «n IgyfnKwa et atitoit à celai de la notatlon e»- 
néiforme dea lahyloiileiMs. Hee fonne ìat peo Méretle d« ee «yatème painyrien el de Ma qaati« figana 
eat dotmèe par H. Pihaa (p.1<S1-14S) d'après flofitemuis 

M. Cantor aurait dù ajouter que lea Phéoiciena avaientd'one partane notatioiialpbabétlqQe dee nom- 
brea, d'aatre part une notation non alphabétique, qui n^avait dea aignea particuliera que ponr 1, 10, SO 
et 100, et qui , po«f la manière d'ex^rWMr lee MHrea nombrea avec cea qoatre aigoea, reaaemblalt à la 
notation hiéroglypbique dea Egypliens plus encore qu'à celle de Palmyre. M. Piban ( p. 164-167 ) falt con- 
aaltre, d'aprèa Q^eniua, cecie notation ptiénidenìie. 

te ayaiène 4e «Ignea ««méraux coaataté par M. R<Bdiger dana dea wiimiacrita ayriena da VI* «t éa 
VII* aiède , difière f>eo 4n •ayatème non alpbabétique de Palmyre , al ce i^t par la rémrion 'de étnx tratta 
en vn «eul cMHIe fxoar signIAer 2, et par fadditlon de ee obiffre avec lea aotres «et avec faii-«néme 9). 

Sa onire, lea Syriena tvaient «nie notation atpbabétiqne, qui «mpteyait iea ^ lettrea de leur alpba- 
bet, aoas ta ftrtse soit syriaque, soH neatorienoe, aoit eatrangbelo 10), poor expriaMr, à'ia maniòre 
dea flébreux , toua les nombres jusqn'à 400. Pour les cinq nombrea anpérienra é» centaiaea » ila mei- 
taientnn potnit audeasna de la lettre qui exprimaltlemème nombre de dlxaioea. Une virgile mdae sona 
ìes dixaines cn ftiaaft des mfllieira , et cette virgole ponvait étre omise, qoand la valeur de la lettre éttit 
aoflisanimeiA indiqitée )>ar aa posilron à la dreite de lettrea exprimant dea nombrea pina pelila. Un 4rait 
boFizoaltal sona Hme lettre en multfplìaTt la valeur par 10000. Deox virgolea «n aena Inverse aoua dwqiie 
lettre en iMHipliaiieift la valeur par un millton. 

Aprèa nvolr lodiqué alesi les métbodes de notation nomérale employéea par lea peuplea voiaina dea 
Arabea (p^ 29^256), H. Cantor aiTive à cellea dea Arabea eox-mèmea, en commen^nt par leora-oott- 
ttona alphabètiques dea nombres. Mais, dana l'expoaé de cea notationa. Il borieverse trop Tordre ehro- 
nologique. C^eat ain«i ^'aprèa qnelques mots sur ralpbabet arabe. Il commence (p.i58} par lea eUffnt 
iUwànit^ abrévìations des noms de nombre imaginéea aprèa coup par lea Arabea pour le aecret dea <^ 
ralloos lìnftocfères do diwàn , comme lea chiffret tyàks dea Peraaoa poor le secret dea opératlona cooi- 
merclalea 11). (Teat encore ainsi qu'il finii par l'uMige arabe dea lettrea noméralea ( p. 859 ), c'eat^tdire 
par dà II narait dà commencerv 

Comme le dil H.Wmpcke 12), lea Arabea, d'abord illétréa, adoptèrenrt comme ob)frea;les lettrea an- 
nrénilee dea ipenples coi^sis: en Syrie, lea lettrea numéralea grecqoea, qn'ila gardèrent joaqu'à la ùr 
dn ^ifi* ialèdke; Wi SfeffPte, kia <chtffi>ea kopiea, qui acmi les lettres numérales grecqoea «Héféea 18). De- 
pQia i|'4t) <39^ills emetti letrir olf An^af cufique { ahisi nommé de Gufa oo'Goitfh aar l^opbrale ); mala ruange 
dea tklifffn fft^wf 14), c'eat-ìhdìre l'emploi numerai dea lettrea de cet alpbabet, ne coinmeD^paa avant 
la fin 'do VH* «iè(!Ae ; Il prit ators la place dea lettrea numéralea greoqoes » et dora joaqn'à la io da IX* 
siede 15). Les chiffret tàskyt soni les lettrea de TafpAoòal iiifiy, que 4ea Arabea du 3^ 8ièc>e«vbatÌto6rent 
à Mpbvbcft OGÉqne. tt. Cantor ne remarque pas que les ieitrts nas^hrebmet, dont Tordre ^fAabéllque 
n^eat pas ì(rat4-<fóit4eì&énie et dent la Torme estlégèremenl diflérente, ^taient employéea au mOara oaage 
numerai cbez les Arabea occidentaux. Jusqu'à la fin du X* siede , les Arabcs employèreot à la manière 



t) IP. ist'^&s, et figure 48. M. Caìitor ranarqae que In Aztèques sont le aeul peuple ohez lequél M alt de méme un ftlgne sp»- 
cfal, à l'ezdualoo desDombres de dixaines plus élevés.— 9) Voyez.'M. Caotor, p. 350. Comparei d-dessus la fio du chapitre I«r. 
10) H. Cantor (p.!ttSB) ne falt pas eette distinclldn. Ilais voyez M. Piiian, p. 194-196. — il) Sur les eh^ffrt$ di«dnt$ et $ydk$, ro- 
yei M. PUian, p. SIO-MS, p. Sl&-S» et p. «34-SS7, et M. VToppefce, Propag. tfes ehifjre» indim», p. 198- - IS) Propag. des ihiffttt 
iitdieiit, p. 66-57. — 13) Voyex IT. POuo, p. «11-914. — 14) Ces diUTtes manquent cbez If. Piban. — 15) Tqyei M. Caotor, p- aso» 
et surtout 11. Woodie, p. &5-&e. 
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des BékfVBT ìcmn 21 leltret soii ciiyer, soit liiky, soii Ba^rebìees, prìsfs suvast r«tlre dìCérait 
de ees il^b«ls , d , nmm lei Héfaren , Os procédèrcat par additk» imScssm de 4M. Mais» à par- 
tir d« XI* siede, pov exprìMr lei ci^ dermien la^hirt de oesIaìMa el le mmbn INt, ib eaplòyè- 
rast aix Idlres ditfiBgBéet par des paiate SMoritiqwét, qtà BarqiaieBl a«sà «m tìSènme» de pnwoiH 
tiatiOB. Cesi ee denier systéae sed ^ cai doMó par M. Pftai ( p. ttÌ-M4 ), el 3 Test à U Ibis ea 
lettres aitftf et ea leOrei aiafiw^iaft. M. Caslor ajovU <|Be lei lettrea aìBsi eaplojéea élaieat aoit lea 
Ifldrca fiaalet , loiies d^ne foraM pailicaiière m arabe oobbm ea syriaqae, soit tea lettrea oidiuirea, 
■aia aonMBtées #u Irail hariaoaul. Daas eaUe Mtatioa arabe, coMae daaa celle dea aatraa peaplea 
avieatan, lea «Hléa d'ordire ai^iériag ae BMttaieat à dreila dea aailés d'ordra iaMev. Maia, pcadaat 
qaa les Arabea perfeetioaaaieat celle aolatìaa alpbabélk|Qe dea aombrea, ila recareat aaa aalra aotatioa 
d*«igi»e élraaeère, qn praeMaH de «aacke à droile. 

Les léseigMies iavoqaés par M.Gaaiar {p.«S>>)M), et sartoal eeax qaa M. W«Bpcke a dléa 1€), 
Boaa faat inaailiw rbialaire de riatradartioa des adencea ladieBaes chea les Arabes orìaataax, à Bagdad, 
daas la aecoade BMMlìé da THI* sièele. Baaa la preaùère seiliè de IX*, le plaf célèbre propagataar dea 
sdeaeea iarfiraarr cbea lea Arabea, Moèa— ed bea Voasa Alkbariiaii coaipaaa aa mite da calcai ia- 
dlea, oè se traarateat eaiplojrés lea aeaf cbiffrea iadieas et le aero avec valear de positiaa. Ab aiCea 
da IX« siede , Alkiadì écmaìl, mrtrt soa trarté d^arìOaiétìqae , aa traile special sar le calcai iadiea, et 
Siad-bea-ATi éerivail aa aalra Iraité sar le aiéaM saget vers la aièaM époqae 17). D'aalrea trailés, ea graad 
Boabre , sar le calcai iadtoa o»l élé coaiposéa aa X* «ède et aa Xl*cbez les Arabes arìealaax 18). Ce- 
peadaat, cbes eaz , Peaiploi des aeaf cUlfres avec le aero et aree valear de posilioB a'est paa de?eaa 
walgaire,coaMaecbei les EarepéeaaM/, et te aotalioaaaaiérileea lettrea arabes est restéeprMoaiiaaBle ti). 
M. Caalor (fil qae cbei lea Arabea la aetaliea ea dU/jfiretiadiflu, alasi aoauiés par les Arabea 
eat raalée propre aax aavaala. U. Wopcfce il) aigaale de plas ee fait, qae, parmi |es aavaats 
lea aatroBOBMS arabea B^eaqd o y èr e a t jaaMia qae lea lettres aaatérales dans leara lablaa aatroaoayqaea, 
il reaiarqae aiéaM qae jasqa^aa XV« siede et aa XVI* oa traare des traités arabea d'arìtbBéliqae oà lea 
BOBbres soBt désignés par dea bmMs a aai éfilifi , saaa qa*OB j rescoatre an sealcbiflre, et qae , poar les 
opéralioas iaaDeières et ceaiaMreialea, les cbMires éimànit et aydAr , qoi ae soat qae des alnériations 
de te aoaiéralJOB pariée , oat gardé te préftreacc. 

Daas cet aperta rapide de riatrodactioB de te aotatioa iadie&ae ebez les Arabea d'Orìe&t, fai saìvi 
M. Caiitor, eo coaiplétaat ses iadiealioes par eeUesdeM.Wcepcke. Daaarbisloire, plas ia^Mlrtaate poar 
Boos, dea diìlfres eaiployéa par les Arabea ocddeauox. Il me seaible aéceaaaire de soìTre aae aatre 
anrcbe , pareeqoe lea aotioas de M. Caalor aar ce poìat soat Tagaea et iasaflisaBles. Je Tais doae expo- 
ser en peo de aiois les fatta qae M . Wspcke a aiis en lamière ; mais jlodlqoeraì qaete soot eeax de eea 
faits qae M. Caotor a sigoalés, et qoete soot eeax qall a ìgnorés oo mal laterprélés. Pais je ooadMttn! 
des bypotbèses ajootées à cea teita tant par M . Woepcfce qae par M . Caotor , et eofin f oserai dire bmb 
opioloa sor colte qaeslion grave et diffidle de rorigioe des eUffret gobàr, et de leors rapporta avec aoa 
cbiflìres aioderaes. 

Lea textea arabea dléa par M. Wcepcfce 2S) OMlleat aadessos de loote coateatatioo ce fiiit , 4 peiae 
oatrera par MM. Caalor, Friedtela et Gerbardt, qae les neof eìdffret foMr soat sortoat lea cbiOrea des 



ekiffreB <■#., p, «T-W, p. «M». p. f»4M et p, f aM47, et Imttaimiì»» et 
hi-4 )^ p. M-M. Tof» aoMl CmmB, L ai m n 77 d /// mMmritmtlif (Senta mtiiU « 

mpmtmt, p. aSMM (Imm. f«7. |»4 ). - f7) ▼ayer M. W«pcfc«, Pf«p. 4h eà^ff^ imi., p. IM-U7, «1 K. 

. Ii| Taycs M. Wopdw , Pntpmg . «le., p. nt H Mriv. - il) Tospct K. Wopdw, Pntpmg. de, p. lt»^ai «I 
p.tl'US. -ag) Toyq IL Caator.p. <■». — «) tminé.é»emritkm. tW. w aecMwrf, pu m-», «t Prtf^.ée»€k^fimmi^p.\t^ 
las et p. f fVlM - ti) Propmfmtìoms da ek^ffre» mdiemt, p. a»4«, el Inirté, ée fmrUkmi. imi., p. U. 
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Arabes occideDUax , par oppositioo aox eldffret taéUm», transBis de rinde a» Arabes orieitan et par 
ceax-ci aox ByxaDtiiis. Ce soot Ica cUffru iméUm» q«*oo troore a« XIY* aièdes cbet lea noisea byia»- 
tina MaxiBM Piaonde SS) et Méophytoa Ì4). Cepeadaat lea BéaMa textea arabea couUtent qie les neof 
eUffrts §ùhàr avaieot ansai pénétré eo orìent, auia qnlls j étaiteot pea ea nsage , et qnlla j avaiest 
oDe fonne un peo difléreote de celle dea eìdffret fohèr oecUftmu. Lea eUffret §ohèr fOritmi aoat lea 
aeiila qoe M . Cantor paraisae avoir connos el quii donne dans aea planebea SS), naia sana saroir de quel 
penple ila riennent fp.SSS). M. Pihan, an contraìre, dana aon chapìtre aur la noniération arabe (p.MS- 
tM), donne fort bièn, sona le nom de eUfret gohèr étiaiifuu, lea §ohèr orieutmus, et aona le Bon 
de tldgru §ùhèr wtagkreHu, les gùhèr oeeUmtma. M . Cantor ( p. SSl-ltS ) croit qne le ayatèaM dea nenf 
chUfrea gobftr, en occident comme en orìent, n*avaìt prìmìtivement ni léro ni Talear de poaition, Fordro 
decimai de chaqne chilEre étant tonjoors indiqné par antant de pointa mia andeaana de chaqne cbUfre qvH 
aTait d^ordre décimanx andesaona du aien, et ceU soit qnll y eAt oo non dea nnìtés dea ordrea Iniérleara. 
M. Kban, an contraire, donne (p.2M-tM) le aystème gobir aaiatiqae avec pointa aodesans dea chiffirea 
aana aero ni valenr de position , et le système gobir maghrebin avec léro et valenr de poeition. Maia 
M . WcBpcke 26) a pronvé qne les Arabea ont emplojé de cea deox manièrea les neuf cUfres foMr et 
lea nenf ekiffres indient , en orìent comme en occident , en mettant qnelqnefoia dea xéroa circolaiiea 
an lien de points aadessns des cbìflres 87). 

De plns, M. Woepcke 28) signale ce fait patent 29), qni a échappé à M. Cantor M), qne lea cUfi-ts 
gohèr, à pen près semblables anx cìdfrt laiiMt des Arabea ponr les nombrea 1, S, S, 4 et 9, aont 
toot-à-fait diiléreota de ces chiflires ponr les nombres 5, €, 7 et 8. En eflìet , Mohammed ben Moiiaa Al- 
kharifmi SI) déclaire qne, ponr les fignres de ces qnatre chiffrea aeolement, onn'atl poa faeevrd, An con- 
traire tona les nenf cbiffrea des mannscrìts de Boèce ont nne reaaemblance frappante avec lea neof chif- 
frea gob4r , et sortont avec les nenf chìffres gob4r maghrebina, qni eax-mémes sont tons très seay>lable8 
à noa nenf chìffres modemes, de sorte qne nmìtation dea chiffirea maghrebina expliqne la tranaition , 
qni a^est opérée, par récrìtore cnraìve dn moyen-àge, entro les fignres dea chiffirea dea manvacrìta de Boèce 
et lea fignrea de nos chìffres 32). Enfin, M. Woepcke SS) constate qne lea méthodes ìndiennea dea Arabea 
orientanx slntrodnisìrent vera le X* siede chea les Arabes Maghrebina de rAfrIqne et de l^pagne, qni 
gardèrent le zèro cìrcnlaire 34), tandìs qne les Arabes orientanx , ayant donne à lenr 5 nne forme presqne 
circnlaire et trop semblable à celle dn zèro indien , remplacèrent celni-ci par nn aimple poìnt, dont Tem- 
ploi avec la valenr dn zèro n^ètait paa d''aiUenr8 sana exemple dana linde mème 35). 

Connaissant fort pen les chìffres gobàr , et ne sachaot pas mème alla ont appartenn anx Arabes oo 
anx Jnib kabbalistes, M. Cantor ( p. 161 -162 ) est tenté de croire qne lenr reaaemblance avec lea chilfrea 



M) Vojcs M. Wopcfce, Inirod. etc, p. ti. Comparet Propag. ete., p. 1»S.~M) Toycs M. A. Boeefcli, ProgmuM de rUol- 
TOdté de Berlin, lemettra d*été de IMI, p. IX. Compures M. Wo^cke, Fropm§. eie, p. 19S-1M. — ») Flipire 46. Comparailee 
ignies doonées par le* textes arabei de M. Wopcke, Propag. ete., p. 33-43, et eriles de M. Plhan, p. 90». — 16) JovriMl omoI»- 
qme de Paris, lept. et ocL 1864, p. 366, et Propag. etc, note 1 de la p. 63, et p. m-183. Conparei lea textea arabea { P rt p a § .^ 
p. 3>-k3), qui n'ftttblìMrnt eotre la notatioo lodieoiie et la notatioQ gobAr aaenne différenee de mithode. — «7)CoaHM esenpit 
deaehifrrettMrieiu'avecDooertainiiombredeaéroaplaeés aodeacot de cfaaqoe chiffre pour eo BarquerrordredédiMlfM. Woepcke 
Cile une leolie da moioe byxaotio Iféopliytas , aoqnel M. Caotor (p. sax ) n*aaralt pas dd attriboer Penaploi dea cbiffrea poòdr. 
Toyes M. Woepcke, Propag. etc., note de la p. 63 et p. 193-194. Compara M. Cantor. note 497, p. 418. — IH) Propag. etc., p. 149- 
160 et p. 183-164. — 99) Yoyez les chiffirea mdo-^rabe$ mls à coté des cbiffjres gobàr dana on texte arabe pobUé par M. Woepcke 
{Propag. etc, p. 37 >, oo bien U plandie de M. Woepcke (p.48 ), oa Meo enoore lea tableaox de M. Piban, p. 907, et p. 90»>au». 
~ao) M. Cantor ( efaap. X-Vl ei XVII, p. 248 et 961 ) remarque aenlement le tnoàe resaenblaoce dea diillkea gobàr avec lea chif- 
fraa de Boèce. — 3i) Tradodkm latine anUqoe, ìoqs le tttre: jilgorUmi^ 4* nmauro ludormm, publiée par M. le prliiee Booeo»- 
pagBi, TraUati farUmetiea, I, p. 1. 1. 96, p. 9, 1. S. — a9) Yoyea M. W<apeke, Introd. dt earitkm. iitd. p. 66-66; Pr o fmg . «le., 
p. 90-99 et p. 194; Jommal atéatique, oot et dot. 1864, p. 368. — 33) Propag. etc, p. 68-60, et p. 181-183. — 91) Yoyea M.PttuB. 
Sgpooé etc, p. 900. -^ 36) Yoyei M. Woepeke, Propmg. eie., p. 161-164. 
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Dythagoriqoes de Boèce vlent de ce qne les uds et les autres avaient été tìrés d^on alphabet persico-ba* 
byloDÌen » savoir: les chiffires pythagoriques par dea greca pytbagoriclens d'nne epoque assez ancieDDO , 
et les cbiffires gob&r probablement par des kabbalistes juifs. Après ce qui vlent d'ètre dit , cette bypo- 
tbèse n^a pas besoin de réfutation , et je pense qne personne uè sera tenté de perdre son temps à la 
recbercbe de ce fabuleux alpbabet persìco-babylonìen , dans lequel les nenf cbiffres de Boèce et les neuf 
obiflres gobftr figureraient comme lettres. 

Bemarquant que tous les neuf cbiffres gob&r ressemblentàtous les neuf cbiffres pytbagoriques deBoèoe 
tandisqn^ìls ne ressemblent qn'à ceux des cbiffres indiens qui ont avec les cbiffres de Boèce la méme 
ressemblance , M. Wopcke 36) n''béslte pas à déclarer que les cbiffres gobàr sont les cbiffres pytbago- 
rìqnes de Tabacus , empruntés par les Arabeis occideutaux. En effet , pour des raisons que f avais don- 
nées 37) et que M. Woepcke répète en me citant 38), IHisage de ces cbiffres des Néopytbagoriciens s'étalt 
pen répandu cbez les Grecs , qui avaient une lettre numerale pour exprimer cbaque nombre d'unités sim- 
ples et d^unités d^ordres décimaux supérieurs ; mais Tusage de ces neuf cbiff^ s'était répandu plus f»- 
«nement , surtout depuis Boèce , cbez les populations de Toccident romaln , qui , ayant un systéme de 
notation numerale plus incommode que colui des Grecs, avaient avantage à accepter les neuf cbiffres 
pour les calculs à faire sur Tabacus. Les Arabes occidentaux purent dono avoir ainsi de benne beure les 
neuf cbiffres, sans valeur de position en debors de Tabacus, et sana zèro. Pula, vers le X* siècle, initiét 
enfin à Pusage indien du zèro et de la valeur de position des cbiffres en debors de Tabacus, les Arabes 
occidentaux auraient abandonné Tabacus comme désormais Inutile; ils auraient adopté la plus ancienne 
forme du zèro indien et indo-arjibe, c'est-à-dire la forme circulaire ; mais ils auraient gardé les cbiffres 
de Boèce légèrement modifiés, et ils s'en seraient servis, sans abaeut, pour les opérations du calcul in- 
dien, tout en gardant pour d'autres usages leurs lettres numérales; ils auraient donne a ces cbiffres le 
Bom de gobàr, qui signifìe pmutiire , parcequ^au lieu de les tracer sur les apicet destinés à ètre placés 
dans les colonnes de Tabacus , ils les écrivalent simplement avec le doigt sur un tableau couvert de pou»- 
sière , soit que cet usage leur vtnt des Indiens , comme M. Woepcke paralt le croire 39), soitque les Ara- 
bes eussent déjà trouvé cet usage cbez les peuples cbrétiens de Toccìdent, comme il en reconnalt la po»- 
sibilité 40), et comme c^est très probable d'après le témoignage de Jamblique sur rantiquité de cet usage 
cbez les Grecs 41). 

A cette bypotbèse si plausible M. Woepcke a le tort d'en ajouter une autre Inadmissible , pour expn- 
quer Torigine des cbiffres pytbagoriques. Suivant lui , ces cbiffres seraient les neuf cbiffres indiens da 
11* siede de notre ère , transmis de linde aux néopytbagoriciens d'Alexandrie , mais sans la manière de 
les employer avec le zèro et avec la valeur de position bors de Tabacus. Tal déjà combattu (cbapitre IV) 
cette bypotbèse : j'ai montré qu^elle s'appuie sur des rapprocbements peu fondés, et surtout qu'elle est 
renversée par un fait que M. Woepcke paralt n^avoir pas remarqué et que M. Gantor (cbap. XVI, p. 889) 
et M.Piban (p. 41 ) ont constate après moi , mais sans en tirer aucun parti. Ce fait, le voici. 

Bien des siècles avant le II" de notre ère, dès une baute antiquité, en Egypte, dans la notation bié- 
ratique des jours du mois, il n'y avait que cinq cbiffres slmples pour les nombres ordinaux audessons 
de 10, savoir ceux qui représentaient les nombres 1, S, 3, 4 et 9, les quatre autres nombres s'exprimant 
par la réunion de deux des quatre premiers cbiffres. Or ces cinq cbiffres biératiques des Egyptiens étaient 
identiques pour la valeur numerale et très semblables pour la forme aux cbiffres pytbagoriques de Boèce, 
aux cbiffres gobàr, aux cbiffres indo-arabes et aux nòtres pour les cinq mèmes nombres 1, 8, 3, 4 et 9. 
Panni les nombres audessous de 10, les quatre qui n^avaient pas de signes spéciaux et slmples dans cette 



as) inirod. de., p. U; Propag. etc., p. SI, p. 68-61, et p. 194. — S7) Mim. mtr U$ oHg. de noirt $y$t. de mtm, écr., VII, p. M. 
—38) Propag, etc., p. 54. ~ 19) Propag. etc-ip. 69-«o, p. 86-«7, et p. 189-183. — 40) Propag. ete., p. 183, note 1. — 41) Toyet ci- 
dewis, ehi^tre X. 
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vietile BOtelion hiératique onDnale des EgypiìeM, e*est-à-<fiie let MNBbras 5, €, 7 et S, soat préeiséBeDl 
eeai poor letqoelf In chiffm iodieiis of raìeot bcaueeep de iBffrferfi de forse m X* dède nhraet le 
téaoigaage d^Albiroom 42), et poor lesqnels il y a Aféresee eoaplèle eslre lee chìlres iedieM el isdo- 
arabef d'ose ptrt, et les 'Chiffree pythegoriqMe» gokàt et eorepéens neéeraan d^aotce parL Cce laittf 
li eooeordaats ne pesveoi pt» èire dAs ao iMsard , et tovte kypolhèse qoi ne pcot paa se eoodlier avee 
eox est par cela mème condaraoée. Or tei est le sort de rhypetbèse de M. Wcpeke» qpl liilt TeBìr de 
ttade è Aleiandrie ao B* siede de nolre ère ees oeof ckillres deoC doq étaieni siaotigoca eo E^ypte. 

T a-t'il ose kypotlièse fol satirfisse à ees frile ci eo Méae teaipe i te» lee aotoes fona bieo eooata- 
téet le le erois, et jo Tato la aeoaietlre à reimeo dea savaots. Elfo se lés oais daos les propeeitioea 
aohraotes, dool les ooes aeot eertalMS, deot foe aabee, prises isdéaMot» bo sead>leBt ao bmìos pio- 
babies, et deot reoaeoiUe aie paralt oMKr oo baot dsgré de probabllHé. 

1*. Soivaot eoe soppoeilfoa vraiMOiblable , qm j'avato déji éiotoe 4^ eo 18S7»les popofolfooe eeoebilea, 
répaodoe» prtaHlfeoieot eo BtUopie, daae le Sod de PAraWe el sor le» edlce oiéridfooalea de FAsle 
josqo*ao deli des booebes do ftaogie 41), ataieat ooe oelalloo nooiérale aoalofoe à eeBe dea aoefooa 
Bgyptfeos. Poor lee ooabres t,.trS,4et^, ees popolatioos avaicot des ebìflraei pe« prèa aeasMablee aoz 
cMffirof aoliqoee de rE^ypte poor coi aièoies neaibtee, ebiffires ^i se eeosenrèreoi daos la ootatfon bié> 
raliqoe ertfoale dee Bgyplfoos^ poor lee joars do bm>ì8, et cbes cee peoples» de aiéoM qoe daos eette 
Dotstiei» égyptfonoe , le» oooibres 9 , € , 7 et 8 s'exprlnaieot par la joHapoeitioo de dcn des qMlre 
preaniers cblffres. 

f . (Test è eette TfeHIe oetatieo biératkpw des E(^ptieo» poor les jeeredoatoto, qoe les Néopythage- 
rìdeoe d'Alexaodrie oot eoiprooié ees eio^ eblffree poor les oooibres 1, S, t, 4 et 9, eo tea oiodièaot oo 
peo et eo doanaol à leors foraes des interprétalioes symboKqoes. Us y ajootèreat, poor les oembiea 
5, €, 7 et 8, qoacre aotres cbiffree> deot les figores^ prebaUeaMot eoiproiitéea , avee des nediltealfoos, 
è des alpbabets séoiltiqoe» , fnreot adapfées de BiéoM à leor symboUsme. Bosoite, à Taodea aèacui à 
raioofes, eb les nooibres se antqiialeal aivec dea ieteos qq avec des febee aebUes, Ito sobstltoèrent od 
àk&im doot lescetonnes, tcacées co eonleor oo daos U peossièffe sor ooe sorfaee plaoe, reecTalcDt Ica 
neof ebiffires éerils sor des plèoes mobiles oooMiia tificià, et ees ebiffires prenaieot noe Taleor de posl- 
tiOD soivaot ia coloDoe où on les posait. 

••. Cct abaeuÈ des Néopytbagorlcieos» avee aes apiees et ses oeof cblffres , traovt foveor sorloot diez 
Icf peoples latins, aiEzqaels il fot traosoda par Arcbytas te jeooe et reeooimaodé per Ifoèce. Eo eflèi» 
eette inventioo des oeof chflfres était plos olile peor les latios , parco qolto n*avaieot pM, coonbo les 
Grees , ooe seule tettre poor cxpiiflier ebaeoB de» oeof oovbres d^uoiiés de cbaqoe ordre dédoial. L^osage 
de est abacoB se perpétoa ebea lespeopleede leagoe Ialine an oioyco-àge. Ilato od sopprioia les epiecf» 
ci od écrfvit dicecteoieel les oeof ehiflbes daos Ics eoloones d^oe abaeos trae6 sor oo t^leao oo sor do 
papier. 

4*. ITun antro edté, peat-èlre dèa STaol de posseder ooe écritorc alpbabétiqoe , les ladleos avaleot 
pfobcMeneot cmpruolé obk resteoées pepofalioos eoocbiles qoe leors aocètres avaieot troorées aotrefoto 
sor le sol de ITfode eo a> ótaMtosaat , le systAoie de clnq ebiffires pea dlfréreots de eeos de U notation 
Mératiqoe onttoale des Egypiieaa poor Ica joors do voto. Mais, ao lieo d'exprlmer par deox ebiffires les 
■ombres 5^ 8, 7 et 8» ito imagkièoBDl poor ccs oombres qaatre ebiffres eotièreioeot étraagers par leors 
figores aa systéoie ceocUte et égyptieo , i cefoi dea oéopytbagorideos d'Atoxaodrto, ao systéoie gobir 



4S) Voyez M. W<epck«, Propag. etc, p. 149-150. —4SI iK«eA. tumv. wr Ita orig. de notrt $ff$t, da mtm. écr., yill, pu M. — 
44) Voyez la Genè$«, X, «-a». Comparex M. Leoormaot , Court fkiatoire aneiemie^ ehap. TI (Piffb, 1818, In-e. in IL dTckaleio, 
le$ BMoyUni de Fdrie (Aihenaìtm frmufaU, im nmée (I8M), p. 88I-368, et QueatioM reUtàNtt mm rnnUfidtla A» pm i ^m té- 
mttlque$ (Revue archétti., XU« année , p. 678-UO, 589, 886 et 888), et M. lem», HiKt, fimir. dm ìaitftm aèrnUput, t, S, § I 
et 3, p. »-33 et p. 58-M ( l«éd. ). 
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et au nutre. Très adoonés aox cakuls mimériqBes , les Indiens avaieot depvis longtemps une notation 
très nette de la distinction des différenlfi «rdres décimaiix (Punités: ils comprirent la possibilité et Tati- 
lite d'exprìmer tema ie8 nombree avec leurs neuf cki£fres et avec le zèro, Imag^é par eux ponr marquer 
lea plana videa dana lea dlfféraoU ordrea décimaux.À «ne epoque iocooDae, mala certainefflefit antérieure 
au y* alècle de notre ère , ila arrivèrent ainsl à un syatème trèa préférable à celui de Tabacus dea py- 
thagoriciena. 

5«. Les Arabea maboRiétans empruntèrent é'{d>ord lea notatioiM iramóralea dea peuplea conqnis ; par 
exemple , les Arabes orientanx prlrent ici les lettrea coptes de PEgypte, là les letlrea numéralea grecqnea 
restées en tisage aous les Bomains -et lef( Byraotius daaa l'aacéen empire des Sélevoides, sans valeur de 
position. Plus tard ila «mfiftoyèrtnt <de tnème les lettires de l«iir alpèabet eufique, {mùs celies de leir al- 
pbabet nisky , (rais co«ciirrenient lenra abré^tiikoa divani, qie lea Peraaaa et les Turca imitèrent par 
leurs abréviations ti^k. <Chee les Arakea d'orient, lesfìotatiess naméralea alpbabétiques restèrenttoujouis 
domioantes. Cepmdant, idèa le milieu du Vili* siede, ils avaient oonnu lea scteDoea indiennes, et, dèa 
la première moitié du IX'' siede au plus tard , ils avaient connu et adopté , mais pour fies usagea assez 
restreints, les oeuf chiffres indiens, qu'Ils employèrent tantòt à la manière indienne avec le zèro et la 
valeur de posHion , taaftótt en marquant Tordre decimai ile chaqse cbKfre jptr des 2éros ou des polata 
placés audessus. Ila transmirent aux Greca byzantina leura diiflirea indo-arabes avec ces deux manièrea de 
lea employer. Cependant ih connurent ausai de bonne heure et ila employèrent , avec de trèa légèrea 
différences de forme , les cbiETres gobéfr venus de Toccidont. 

6**. Los Arabes occidentaux n'acceplèrent probablement pas la notation numerale alphabélique des Ae- 
mains , si incommode pour les calculs. Quand ils eurent lenr alpbabet maghrebin , ils en firent le méme 
uaage Dua>éral qoe ies Arabes orieiAaux faisaient de leur alpbabet nisky. Mais ils connurent sans doute 
de bonne beure Tabacua pythagoriqve dea Latina , avec ses colonnes tracées en couleur ou dana la poua- 
sière , et avec ses apices portant chaoun un des neuf chiffres pythagoriques , dont cinq ressemblaient à 
clnq <;biffres ordinaux hiératiques des £gyptiens , et par conséqnent aussi aux cinq chiffres indiens cor- 
respondants. Plus tard, vers le X* aiède , initiés aux sciences -dea Arabes orientaux, Ils leur empruntèrent 
leurs deux méthodes de notation numerale avec nenf chiffres, Tuneindiemie avec le zèro et la valeur de 
position, Tautre arabe avec les ipfrlnts <oà lea zéros nudeasus de 'diaque «hiffre pour en marquer r>ordre 
déchnaL Mais, au lieu de prendre les chiffres indiens des Arabea •orientaux, ils gardòreut et ils adaptèrent 
à cea deux procédés leurs neuf chinres, qui étaient les neuf chiffres pythagoriques légèrement modifiés, 
et «omme ils prirent Tusage grec et indo-arabe de faire les calcula enr un tableau couverl de poussière , 
ila donnèreot à leur mé&ode de netation et à leurs chiffres le nom <de gobàr., ^uì aignifìe potwdére. 

7<*. Depuis le commencement du XII* siede, chez les peuples «tffékiens «de TDCcident, le terraiaiut 
dirute .aux 4kbaoi0tM,, disoiples des imilateurs de Boèce, .par ^ «lisciplea de Ja «m^ode indo-arabe de 
BOlalion .uumécale avec aero et valeur de position. Mais 4Ìiniilation tdea chiffres gobàr mogkrebiM dana 
réorilure cursive amena ia transition des «biffres ides dDoanuaccits de .Boèce è nos chiffres modernea. 

8**. Ainsi les Néopythagoriciens d'Alexandeie av>aient Bmjkmnté tinq de leurs neuf chiffries à TEnyple, 
et JM» chiffres modernes soni les ohiffrea idea néopythagorìdena , ornala 'SltéFés d'abord par desttranacri- 
pti^DS .suooessive6,,piui8 asaimllés natablement jux ohtffres gobAr , qili éiaiont t)ea mémes cbtffi-es pytha- 
goriques un peu modifiés par les Arabes occidentaux. Nos neuf chiffres ne sont (ione ni arabes, ni in- 
diens ou indo-arabes, comme on Fa tanl répété : ils sont égypto-alexandrins , avec quelque influenee 
maghrebine. Si cinq d^entre eux ressemblenX aux cing chiffres indo-arabes correspondants , c'est parco- 
guB ceux-^ci avaient,, avec lea £iuq .chiffrea •égyptiens cocre^ondanta. une resaemblance qui tenaìt à 
une Irès antique comnraoauté d'ocigioe:. 

^. Uè qai e^ indim em indo-arabe, et hien *plui Inrporuiitt qoe lea Ugorea tirbitraires des neitf tWX- 
Tres, dans notre notation numerale moderne, c^est'le xISro cftla méthode pour écrire tous les nombres 
avec les neuf chiffres et U séra, sans abacus à calonnes. Mais, entre la notation numerale alphabétlqoe 
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des Romtios et notre Dotatlon moderoe, la méthode néopytkagorique d$ Fabaent à eolofmes, atee ueuf 
éUffret et vaUur de poHtio* , avait été on intermédiaire d^noe importance capitale, et dont rintrodaetloD 
ea occident avait constitaé no grand progrès, par rapport à rande» abaem à jetont et tans ehiffrei, sor 
lequel la valeur de poHtion existait, mais chaque jetoa ne représentalt qn*one nnité de cbaqne ordre de- 
cimai. 

UlITIII* Ari da ealenl eUem le« Aralies. V 

Après nona étre laissé entralner , à la suite de M. Wopcke, dans des qnestions grayes qne M.'Cantor 
ayait à peine effleurées, revenons à ce demier savant, poor ne plus le quitter que bien pen jusqo^à la 
fin de son livre. Dans son pian un pea vagne, lliistoire de rarithmétiqne se mélantà celie des systènes 
de numération , M. Cantor n^en a pas fini avec les Arabes. Ab commencement de ce cliapitre, il rappelle 
qa^à Bagdad, à la fin da Vili* siècie et aù IX", soos le calife Almansor et sons ses snccesseurs, des In- 
diens apportèrent anx conqnérants arabes des notions et des iivres surtout astronomiqnes, tandlsqae des 
médecins nestoriens les initièrent anx connaissances de Toccident , et qoe dès lors des ouvrages greca 
forent tradoits en arabe. Il fait ressortir Tintérét qne les relations da calife Haroan-al-Bachid avec Cbar- 
lemagne présentent pour Thlstoire de Tastronomie et de la mécaniqae. Il mentionne la fondatìon de Taca- 
déroie de Bagdad et des écoles de Coafa et de Bassora soos Almarooun , et les tradactions d'oovrages 
indiens, puis des principaax ouvrages grecs sur les mathématiques et Tastronomie, faites an IX* siècie 
80US ce méme calife. 

M. Cantor revient en passant 8), et d''une manière malbeureuse , sur une question qui appartieni ao 
chapitre précédent , mais quMI n*y avait qu'efOuerée. Pour savoir si les ehiffret nommés indùtu par les 
Arabes orientaux venaient réellement de linde, il les compare avec des cbiffres indiens modernes 3} 
et avec des cbiffres indiens des trois premiers siècles de notre ère , pour lesquels il adopte les fausses 
évaluations de M. Prinsep 4). De la différence observée, il croit pouvoir conclure que les ehiffres dits 
indUnt par les Arabes de Bagdad, au lieu de venir de linde, avaient été empruntés aux Néopytbagori- 
ciens d'Alexandrie. Il ignore que Torigine vraiment indicane de ces cbiffres est confirmée par la ressem- 
bianco que M. Woepcke 5) a constatée.entre àes chiffret indo-arabes du X* siècie 6} et les chiffree di- 
vanagaris des Indiens de la méme époqoe 7); tandisque , comme nous Tavons mentre ( cbapitre XYII ), 
les ehiffres pythagoriquet des demiers temps de TEcoIe d'AIexandrie , inconnus à tous les grands ma- 
tbématiciens grecs , et propàgés surtout cbez les Latius avec Tabacos à colonnes tracées en couleur ou 
sur la poussière , devinrent les ehiffres gobùr des Arabes occidentaux, très dilTérents des ehiffres indiem 
et indo-arabes pour les nombres 5, 6, 7 et 8. 

Ensuite M. Cantor aborde robjet principal de ce cbapitre , c'estrà-dire les méthodes arabes decalcai. 
Il regrette de n^avoir à sa disposition que trois grands documenta , mais beureusement cboisis par le 
hasard pour faire connaltre Tétat de Taritbmétique au IX* siècie à Bagdad, au XII* siècie cbez les Arabes 
et cbez les Juifs d'Espagne , et au XYI* cbez les Musulmana orientaux. 

Le premier de ces docomeuts, VArithmétique de Mohammed ben Mousa Alkharixmi (c'est-à-dire né 
daus la proviace de Kbarizm ou Kbowarezm à Test de la mer Caspienne ), est le traité le plus concis et 



1) Jrabitehe Etehenkuntt , p. 967-a76.~ 3) Chap. XTIl, p. 960-Mi, et ehap. XVni, p. 366-26e et p. 370. — 3) Figure M, et 
•gOTCS 31 et 33 de M. Cantor. ~ 4) Vìgan 50, et Agore 33, ligne 3, de M. Cantor. Compara le tableau de M. Plban, p. 63, et 
ce qoe fai dit d-denos (efaapltre IT ) tur les elilflres Indiens de M. Priniep, comparés à ceaz de MM . Thomas et Stevenson. —■ 
%) Propag. ete., p. 140-150. ~ «) Manaaerits arabe II. 963 do sopplément Arabe de la BibUoibèqoe imperiale de Paris. Comparai 
K. W<xpcke, Reek. mar le» omtmfe» d* Léonard de Più, I* Parile, ExtraU» et trtuiuetioH$ d'ouvragee aroies inédU$ UI , p. 8 et 
30 da tlrage à part (Rome, IMI, gr. lo-4. ). Eitralt des AttH éelFJccad. pont. dei nucbi lÀficei, 1 14, Janvler 1861. — 7) Jownal 
de ìa eociété aeiatìqm du Bengale, avrU 1838, planche ZX, eo regard de la p. 348. 
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ìe plus ciair sur la mélhode indienne, et ce traile est reste le modèle des traltés de calcnl chez lesAra- 
bes et chez les Européens pendant rinfluence arabe. Le mot algoritmus, qai désignait dans le latin da 
moyen-àge, Varitkmétique de potition, mot pour lequel on Inventa dès le XIU* slècle des étymologles 
aussi nombreuses que byzarres 8), est résullé d'one altération da mot AlkariMmi, surnom qui marquaitla 
patrie de cet aritbmélicien par eicellence , et qui servait à le distinguer de Talgébriste Mohammed ben 
Mousa ben Shaker 9). Cette étymologie, trouvée par M. Beinaud et valnement contestée, a re^u, corame 
le dit II.Gantor, une confirmation eclatante, quand II. le prinee Boncompagni a découvert etpubliée 10) 
un ouvrage latin qui, au jugement de M. Chasles, doit étre une trtductlon littérale plutót qu'une imita- 
tion de VArithméUque de Mohammed ben Mousa, et dont le rédacteur est probablement Adelart de Batb^ 
moine anglais du commencement dn XII* siede. En tète de chaque article de eette Aritkmétique, on lit: 
Algoritmi a dit. Or il est vrai qu'Albirouni était aussi sumommé Alkharizmi ; mais 11 n'avaìt pas écrit sur 
Talgèbre , et Tauteur du traile traduit renvoie è son Algebre, G'est donc bien Mohammed ben Mousa. 

Après des invocalions d'un caractère vraiment arabe au Direeteur de toutes ehotet, Alkharizmi enseigne 
la manière indienne d'ei^primer lous les nombres , grands ou petits , par neuf signes , sur les figures de 
quatre desquels, savoir, du 5, du 6, du 7 et du 8, let hommes, dit-il, ne tont pat ffaceord. Albirouni 
dit que ces variétés de forme pour ces quatre cbifTres exislent cheM let Indiens, M. Cantor (p.870) pense 
que le premier a voulu signaler un désaccord exlstant enlre les Indiens et d'autres peuples pour les fi- 
gures de ces quatre chlffres. Celle interprélalìon , qui me parati élre aussi celle de M. Woepcke 11), est 
conforme au sens naturel des expressions d'Alkharizmi ; mais M. Cantor n'aurait pas dù contester Tasser- 
tion d'Albirouni sur les variantes de ces quatre mèmes chiffres chez les Indiens 18), et il se Irompe cer- 
tainement , quand 11 prétend que les Arabes de Bagdad avaient emprunté auz Indiens la mélhode seule- 
meni, et non les figures des chiffres. Le lexte d'Alkharizmi me parali indiquer, an contraire, que de son 
temps , tout en employant à Bagdad les chiffres indiens , on y connalssait aussi les chiffres gobàr orien- 
tauxìZ), En effet , nous avons vu qu'enlre les chiffres indiens des Arabes et leurs chiffres ^oòdr, la dif- 
férence portait principalement sur les chiffres 5, 6, 7 et 8, et que cette différence s'explique, parceque 
les chiffres gobàr viennent des chiffres pylhagorlques , tandisque les chiffres indo-arabes viennent bien 
réellement de Plnde , quoique M. Cantor en pnisse dire 14). 

Mohammed ben Mousa Alkharizmi 15) dit que les neuf signes peuvent se trouver h diverses places , 
nommées différences , et que , si une différence reste vide, on y mei un petit eerele, pour montrer qn^au- 
cun nombre ne s'y irouve. Evidemment le mot différence signifie lei Vordre decimai^ et le petit eerele est 
le zèro. 

La suite de X Arithmétique d'Alkharizmi donne, pour Tadditlon et pour la souslraction, quelques règles, 
dont voici le résumé. Dans Taddition , si la somme des chiffres occupant une méme différence, c'est*à- 
dire un méme ordre decimai ^ donne un nombre supérieur à 9, on écrit à ce méme ordre le chiffìre ezpri- 
mant le reste de la division par 10; si ce reste est duI , on mei un petit eerele , e'est-à-dire un zéro^ 
pour que Tordre ne reste pas vide ; le nombre des dixaines s'ajoute à Tordre supérieur. Pour Taddltion , 
Alkharizmi ( p. 8 ) procède, corame nous , de droite à gauche en comraencanl par les unilés simples. Mais, 
arrivant à la souslraction ( p. 8-10 ), il conseille de procéder plutei de gauche à droile en commen^ant 
par Tordre decimai les plus élevé, et il dil (p.9) qu'il vaul mieux procéder de méme dans Taddition , 



S) Voyez M. Cantor, p. so«>M8. ~ 9) Contre oette oonfasioo, ooouDiie aatsl par Bailly et par Audres, Toyez Cotaali, Lezimu 
III $uWJritmeUca (ScriUi itiediti di Pietro Co$$ali pubbUcmti dm B. Bamecmpogni,p. SS2-334.RoiDa, 1867, gr. in-4). — 10) IVol- 
tali d'jirUmetiea , I, p. 1-23 (Roma, 1867, gr. in-e), — 11) />ro|Mf . etc., p- 149-160. - «) Voyei le cfaapitK précédente 18) Vo- 
yez d-des8os, chapitre XVII. ~^ 14) Il est vraJ, oomme le dit M. Cantor (p-UTO), qae la poaition donnée par leti«ltéd*AlUMiiial 
(p.S) à l'unite en dehon des nomhre$ rrpoae sor une idée pythagoriqoe, adoptée par les Jolls kabbalistct; mais, tool enaoeoell- 
lant oette idée occidentale, les Arabes de.Bagdad oot pu adopter d'un autre cdté les chiftoes indiens , conune tant da preoTet 
rétablissent — 16) P. s et snir. (ed. de M. le prinoe Boncompagni ). 

Tom. V. N. 6. 46 
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parceque c'est plus commode poor ces deux opératioos. En ce qui coucerne la soustraction, Il men- 
tiODue (p.8) le cas où, pour pouvoir faire une soustraction partlelle, on est obllgé d'empruuter à Tordre 
decimai supérleur une unite , qui vaut 10. Mais , dans ses exemples de soustractions coromenpant par la 
gauche (p.1-10), Il n'y a aucun emprunt à faire. Une troisième et une quatrième opératlon consistent i 
doubler un nombre ou bien à en prendre la moitié (!p*10). Suivent les règles détaillées de la multipli- 
catlon (p.10-12), avec celles de la prewe par 9 (p. 12-13), qui consiste è trouver, pour reste de la dl- 
vlsion par 9 du produit des deux facteurs , un nombre égal au reste de la dlvlsion par 9 du produit des 
restes de la dlvlsion par 9 de chacun des deux facteurs. Ensuite viennent les règles de la dlvlsion (p.l3- 
17), telle que nous la pràtiquons de nos jours. 11 n'y a dans le traité d'AikharIzmI aucune trace de la 
roéthode de Boèce, dont Tusage resta general en Europe jusqu'au XI* siede, c'est-à-dlre de la divUUm 
complémentaire ou divUion à Faide des différenees 16). Gelle-ci vient de quelque néopythagoricien grec, 
qui Tavalt transmise à Archytas le jeune, a qui Boèce Ta empruotée. Celle de Mohammed ben Mousa , qui 
n'est arrivée par rinfluence arabe, est orìginaire de Tlnde. 

Je m'arréte lei , pour remarquer que M. Woepcke 17) a signalé chez AlkharizmI et chez des auteurs 
arabes postérieurs Tapplication de la preuve par 9 aux duplations , aux multlplicatlons et aux eleva- 
tions des nombres au carré et au cube: la place tenue par cotte preuve dans le calcul Indien montre, 
au jugement de M. Woepcke , qu'elle est d'origine indlenne. Mous verrons ( chapitre XX ) que telle est 
aussi la pensée de M. Cantor. 

A la fin de son traité ( p. 17-23 ) Mohammed ben Mousa rattache à la division le calcul des fractions 
sexagésimales: il remarque que les Indiens divisaient Tunité en soixante minutes, la minute en solxante 
secondes , la seconde en soixante tierces , et ainsi de suite. Mais les Indiens eux-mèmes avaient pn em- 
prunter ces fractions sexagésimales aux aslronomes grecs alexandrins, comme le dlt M. Cantor, ou bIen 
ajouterai-je ; aux Babyloniens, chez qui nous avons constate (chapitre II )rusage antique de ces mémes 
fractions. 

De cetle analyse , M. Cantor conclut que Mohammed ben Mousa ignoralt ou omettait la dMsUm eom- 
pléfMtitaire de Boèce. Pour déclarer que les Arabes Tignoralent , il attend à avolr examiné les deux au- 
tres ouvrages , qui vont nous faire connaìtre ce que rarithmétlque était devenue au XII* siede en Espagne 
et au XYl* en Orient. 

M. Cantor rappelle les grandeurs des Ommlades en Espagne depuis le milieu du Vili* siede et sur- 
tout au X*, et les mervelUes de leur archltecture , qui supposaìt des connaissances mathématiqnes. En 
efifet , M. Woepcke 18) a publié en 1854 des extraits d'une algebre rédigée en Espagne dans la seconde 
moitié du XV* siede , mais d'après les écrits d'ibn Albannà, qui vlvalt vers 1200 et qui lul-mème avalt 
pulsé dans des écrits antérieurs d'Arabes d'Espagne, et cotte algebre est très supérleure, pour la nota- 
tion algébrlque, aux autres traités du XV* siede. D'un autre coté, on connait la célèbre algebre de Go- 
ber de Séville , contemporain dlbn Albannà et considéré faussement comme ayant donne son nom i 
l'algebre 19). 



1«) Yoyez ci-dessiu, chap. XV. — 17) Propag. etc., p. 163, note 4, et p. 167-172. — 18) Journal AtUUique, 18&4, Sèrie V, t- 4, 
p. 348-384. — 19) Tt^oute ici ane ezpUcaUon que M. Cantor ne paralt pas avoir bien connue. Le mot aljebr est le premier des 
deox moti arabes aljebr ifahnukabalah, qui expriment deux opéraUons nécessaires pour la simpliflcation des équatlons. Le pro- 
cèdo nommè a^ebr (rétaòlissement) consiste à lOou^' *^^^ termes positib d*Qn des membres de l'èqnatlon des quantltès respee- 
tivement ègales aux termes nègatirs semblables qu'on effaoe dans l'autre membre. Le procède nommè almukabaUh (opporitiòn) 
consiste à soustraire des termes posiUfe d*un des deux membres de l'èquation des quantitès respecUvement ègales aux termes 
semblr^es positife qu'on efface dans Tautre membre. Vart mqjeur, ou art de la ekoee, c*est-à-dire ce que noos nonunons Vat~ 
gibr€, embrassait ia mise en èquaUon, la simpliflcation des èquations et leur résointion. Mais les Arabes donnaient vulgairement 
;à Vari majemr tout entier le nom des deux opèrations de simpliflcation, aljeltr ifalmukabalah. Yoyex Coasali, Memorie Storieo- 
ScMiUf/IcAe, B\fl. XYII, p. 381-384 (ScriUi inediti di Pietro Cottali pubKicaH da B. Boneompagni ). 
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Qaant à rtrìthmétiqae des Àrabes d'Espagne, M. Ctntor Fa étadiée dans le tnUé redige an 1II« siècié 
par le jnif Jean de Séville 20), qui , à la prìère de RaimoDd , archevèque de Tolède , de coneert avec 
le cbrétien Gondisalvi , avait tradoit d^abord en castillan , puis da castillan en latin, des li?res arabes 
de pbilosopbie. Le lAvre é^Algorimi tur la pratique de ìarithméHque , fmhUé par Motfre Jean de SéviUe, 
9l été imprimé par les soins de M . le prince Boncompagni 81). M. Gantor soap^onne quii a passe de méme 
par deox tradoctions , et qne dans la rédaction latine beanconp d^expressions da teite arabe ont été al- 
térées et assimilées à celles des traités laUos de Tépoqae sor le méme sajet Telles seraient, par eiem- 
pie, les expressìons nombres digitaux et nombres artieulaires, expresslons étrangères aox Arabes soit 
d^orient soit d^occident, mais emprantées sans doate a Boèce et sabstitaées par les tradoctears sax expres- 
slons arabes uniti* et dixainei. D'aatres fois , certains mots tradaits littéraiement de l'arabe ont dans le 
latin da temps noe toat aatre signification: par exemple, le mot iljf#reiic«, ches Jean de Séville conune 
chez Mobammed ben Moosa Alkbarixmi, désigne Tordre decimai de chaqae cbiflre, et n'a rien de com- 
mon avec les diffirenees employées dans la dhinou eomplémentaire de Boèce. Cette méthode de division 
est inconnoe à Jean de SéviUe comme à Mobammed. 

Elle Test de méme à Beba-Eddin, persan do XYl* siècie , dont roposcole sor VEsseuet du caieul SS) 
représente les connaissances arìtbmétiqoes des orientaox à cette époqoe. V. Cantor regrette de ne Tavoir 
conno qa''après la rédaction des dix-sept premiers cbapitres de son livre. Cependant ce qall en a va , 
joint a la lectore des traités de Jean de Séville et de Mobammed ben Moosa Alkbarizmi , a acbevé de 
lai proaver qo'en Perse ao XYI* siècie , comme en Espagne ao XH* et à Bagdad ao !X«, la métkode rom- 
plémentttire poor la division est restée étrangère à raritbraétiqoe arabe en orient comme en occident. 

Gbez Jean de Séville , le zèro est encore nommé petit eercle, bien qoe la figure d\in simple point 
fùt devenoe prédominante cbez les Arabes 23), et Temploi do zèro est expliqoè avec on peo plus de dé- 
tails qoe cbez Mobammed ben Moosa. 

Jean de Séville et Beba-Eddin étendent la preuve par 9 à Taddition et à la soostractioo. Mais, cbez 
Jean de Séville 24), on troove ooe innovation bien aotremeot importante, età l'origine de laqoelleM. Gan- 
tor regrette de n'avoir pas pò remonter. Après avoir enseigné Textraction de la racine carrée avec frac- 
tion* sexagèsimales, à peo près comme le grec Tbéoo dans son Commentaire sorPtolémée, le joif espa- 
gnol disciple des Arabes ajonte l'extracUon de la racine carrée avec fraetion» decimale*, à peo près corame 
Jerome Gardan, cbez qui M. Gantor, avant de connaltre le traité de Jean de Séville, avait ero en troo- 
ver la première trace. Ainsi, dès le Xir siècie , Temploi de rarithmétiqoe indienne de posìtion avait con- 
doit les Arabes à continoer la loi de position aodessoos de Tonité, età comprendre Tavantage des frac- 
tions décimales ainsi notées. 

ILWIL» IsId^rC) Bède, Alcuiii* D 

M. Gantor mentre que les deox cbapitres précédents, sor les cbiffres et TariUimétiqoe des Arabes, 
se rattacbent à fétode des cbifTres de Boèce et méme à la qoestion de TanUqoité des deox passages de 
sa Geometrie sor Tabacos et sor le calcul des fractions. En effet, ces deox cbapitres proovent qoe les 
procédés de caicol des Arabes ( et M. Cantor aorait dù dire de plos : les cbiffres indo-arabes eox-mémes) 
sont aotres que ceox de Boèce ; qoe les métbodes sont différentes de part et d'aotre par leurs principes 



20) Jean de SérUle, antrement nommé Jean Arendehat oo Jean Darld , floiteait en Espagne de 1130 à liso, n est peaUMfe 
le mème qoe Darid le Jolf, mentiooné par Albert le grand. Voyez M. Steittsclindder, Les <mvrage$ du prinet Boncompagni coneer- 
nata Pkistoiee des mathématigues , p. 8 ( Rome, 1869, in-4, 9 paget ). — SI) Trattati d'aritnutiea , li, p. 35-136. — S2) Tradnetion 
poblMe par M. Ife«elmann ( Berlin, 1848 ). — 23) Voyez d-denos, chapitre XVn. — 24) Trattati éTarilmetiea, D, p. 87-90. -^ 
1) Isidor, Beda^ Jletà», p. 278-291. 
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lAèmes, et qae la méthode de Boèce Decessile Temploi de Tahacus, uodisqae celle desArabes D^en a pas 
besoin, à cause du zèro , qui se met dans les places vides. D^où M. Gautor conclut: 1«. que quicouque 
a été initié au calcnl par les Arabes do!t nécessairement leur avoir empruuté le zèro sous forme de cercle 
ou de polot ; 2**. que la Geometrie de Boèce dans sont entier , et spécialemeot les denx passages sur le 
calcul des nombres entiers et des fractions au moyeu de Tabacus, ne peuveot pas ètre Toeuvre d'un ma- 
tbématicien forme à Técole des Arabes, mais sont bien Toeuvre de Boèce, bérìtier, et vutgarisateur ebez 
les Latins , de procédés arltbmétiqnes Imaginés à Alexandrie sous rinsplratìon du néopytbagorìsme. 

Déjà M. Gantor nous a sigoalé dans la Geometrie de Gassiodore et dans une lettre de Tbéodorìc 8) 
des indicatìons de rinflnence scientifique que Boèce a exercée de son temps dans TEurope occidentale. 
Le développement de cotte influence se mentre chez les écrivalns occidentaux des siècies suivants. 

M. Gantor interrogo d'abord le saint évéque Isidoro de Séville , postérieur d*un 'siècle à Boèce. Au 
commencement de ses Origines , Isidoro , définit, comme Boèce et Gassiodore , les sept sciences dont se 
composent le trivium et le qwidrimum. Dans son IH* livre , rarithmétique théorique tient la première 
place : il se réfère à Apulée et à Boèce. Après des étymologies étranges des noms de nombre latina , 
on retrouve dans ce HI* livre queiques unes des considératìons des Pytbagoriciens , et de Boèce ( abré- 
viateur de Nicomaque ), sur les propriétés générales des nombres. Quant à rarithmétique pratique, c'est- 
à-dire à Tari du calcul , il n'en est pas question. La geometrie , la musique et Tastronomie dlsidore de 
Séville, dans ce méme livre des Origines , se rédulsent à une maigre compilation de définlUons. 

Un siècle plus tard , écrivait le prétre anglais Bède , moine et professeur sur la frontière d'Ecosse, 
dans un cloltre rlche en livrea de mathématiques : il y composa de nombreux ouvrages pendant la pre- 
mière molile du Vili* siècle. Farmi ses oeuvres authentiques , énumérées dans un catalogne dressé par 
lui quatre ans avant sa mort , il y a un traité de cbronologie , auquel appartiennent , comme premier 
et quatrième cbapitres, deux opuscules souvent considérés comme isolés, Tun sur le calcul par les doigté, 
Tantre eur le calcul par oncee , c'est-à-dire par douzièmes et subdivisions plus petites d'une unite quel- 
conque. Dans le premier opuscule , il décrìt une manière d'exprimer les nombres par la position des 
doigts, et il déclare que certaines allnsions de saint Jerome prouvent quMI connaissait cotte méthode. 
Dans Tautre opuscule , en exposant la division de Yae ou unite en fractions composées cbacune d'un cor 
tain nombre d'oneee ou douzièmes , et la divìsion de Tonce elle-mème en fractions , Bède annonce quii 
va donnor à la foia les noms et les signes de toutes ces fractions. Ges sigues , qui ont été omis à tort 
dans la benne édition de 6Ues3},mai8 qui se trouvent dans les éditions antérieuros, sont prosquo tous 
identiques à ceux que M. Gantor à découverts dans un roanuscrit de Berne , et à coux que M. Halliwell 
a tròuvés dans un manuscrit d'Angletorre. Mais ces 18 signes do Bède, dont 12 représentent des fractions 
de Vaej et dont 6 représentent des fractions de Vonee , ne peuvent pas avoir été , comme M. Gantor le 
suppose , identiques anx 10 signes pythagoriques des fractions de Vonce, donnés dans un ouvrage latin 
du grec Archytas, et que Boèce a romplacés par les dlx premières lettres de Talphabet latin4}.Gar nous 
avoDS prouvé que les deux systèmos de fractions sont très dlfférents indépondammont des signes, que 
colui d*Arcbytas et de Boèce est un système grec arrangé par les néopy thagorlciens , mais que colui do 
Bède est le vieux systémo romain complot de Yolusius Maecianus , sur lequel Tautorité de Boèce n*a pas 
fait prévaloir colui d'Arcbytas. Gopendant il est posslblo que Touvrago suivi par Bède alt contonn la sèrio 
des nouf cbiffres donnés par Boèce pour les nombres de 1 à 9; car Bède a pu omettre volontairément 
cotte sèrie des nouf cbiffres, comme Boèce avait omis la sèrio des signes pour les fractions. Quoi quii, 
en solt , M. Gantor dlt quo lo chlffre 4 do Boèce rossomblo boaucoup liu signe que Bède donne pour 4 
onces. Gotte rossomblanco est réelle; seulemont M. Gantor aurait dù remarquer qu'olle concorno une 
forme fautive donneo au 4 de Boèce sur la figure de Tabacus, altèrée par les coplstés, mais non la forme 



9) Voyec cMessos, chapitre Xin, notes s et io. — s) Loodres, 1843, 12 volames in-s. ~ 4) Voyez d-dessos, chapitreXY. 
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vraie , donneo dans le texte authentique des maonscrits. Farmi les 18 signes de Bède ponr les fractìons, 
quelques uns seulement ressemblent à ceux de Yolusius Maecianns pour ces mémes fractìons romaines , 
mais aucan ne ressemble à la forme anthentique d'un des 9 chlffres pythagoriques de Boèce. 

Qaant à an traile Sur tabacut , imprimé dans les (Buvres de Bède , M. Cantor avone qu'il est de Cer- 
beri. Mais il promel de monlrer, dans le cbapitre XX, que probablement Bède connaissait Vabacus de 
Boèce et en avait décrìl Tusage à ses élèves. Nous verrons que malbeureusement II. Cantor s'appuiera 
sur une fausse inlerprétation d'un texte d'Odon de Gluny. lei M. Cantor ajoute que Bède aiiralt pu lire 
la théorle de Tabacns chez son auteur nommé Victorius et doni M. Chasles 5) a trouvé le nom cité par 
des abacistes postérieurs à Cerberi. M. Cantor pense que ce Victorius doit étre celui qui fui cbargé par 
le pape saint Leon le Grand de fixer le comput pascal , quelques années avant la naissance de Boèce. 

M. Cantor passe aux oeuvres de Tanglo-saxon Alcuin, qui, né à York en 735, année de la mort de 
Bède, fui dlrecteur de Técole d'York depuis 760 jusqu'à 781, propagateur de Tinstruction dans les états 
de Cbarlemagne depuis celle demière epoque , et directeur de Técole de Saint Manin de Tours depuis 
796 jusqu'à 804, date de sa mort. L'enseignement des éléments du calcul avait sa place dans les écoles, 
à coté de celui du comput ecclésiastique et des éléments de l'astronomie. Mais , quand on écrivait des 
livrea , c'était plutót sur ce qui dépassait cet enseignement élémentaire. Ainsl un ouvrage intitulé Pro- 
blimes et solutions arithtnétiques , ouvrage imprimé dans les éditions de Bède et dans celles d'Alcuin, 
mais qui certainement n'est pas du premier et qui parali étre du dernier , résout des problèmes dont quel- 
ques uns soni analogues à ceux du grec Diopbanle, que peut-étre Alcuin ne connaissait méme pas; car, 
ayant à trailer un problème indéterminé , il ne donne qu'une des sept solutions possibles. Un de ces pro- 
blèmes enseigne à faire la somme d'une progression aritbmétique, d'après celle remarque, que l'addition 
de deux termes placés symétriquement à partir des deux exlrémités de la progression donnenl toujours 
la méme somme. D'autres problèmes plus faciles supposent pourlanl une main exercé à la mulliplication 
et à la division , et quelques uns supposent la connaissance de certaines formules d'arpentage. 

Cet ouvrage est attribué à Alcuin par un très ancien manuscrit de Reichenau. De plus, en faveur de 
celle attribuUon , M. Cantor elle un passage d'une lettre par laquelle Alcuin annonce à Cbarlemagne 
l'envoi de quelquet exen^les de caleuls sitbtils (Fttrithmétique. Tel me parali étre le sena des mots: ali- 
quas figuras arithmetica eubtiUtatis. M. Cantor traduit /igurat par estais (Proben): ce qui , sana traduire 
exaclement le mot , ne s'écarte pas du sens general de la phrase. Mala ensuile il propose une autre expli- 
cation, que je ne puis accepler, et d'après laquelle le mot figura* signifierailsoitle8neufcAt//rM, soli 
la figure de Fabacut. Mais la figure unìque de Vabacus ne comporte pas le pluriel aUqua» figurat; le 
nombre précis de neuf chlffres ne comporto pas le mot vague aUquas, qui va bion àun recueil de pro- 
blèmes plus ou moins nombreux; de méme , le mot subtiliiatit convieni bien à des probUmet, et non 
à des chiffret. 

Une découverte falle, il y a envlron 17 ans, par H. Betbmann dans la bibliothèquo capilulaire d'Ivrée6) 
parali è M. Cantor offrir une preuve de la connaissance qu'Alcuin aurait eue des neuf chlffres et des 
méthodes de calcul de Boèce. Un manuscrit in-folio du XI* siede, écrit toni entier de la memo main, 
et contonant l'ouvrago de Martìanus Capella et les trailés de saint Augustin et de Boèce sur la musique, 
a pour garde deux feuillels d'un autre parchemln , dont le premier porte une Introduetion à la division, 
écrile par une main du X* siedo , et où deux vers nomment Flaccus et le Frane Arlberl. Or, panni les 
savants réunis autour de Cbarlemagne , Flaccus étaìt Io pseudonymo d'Alcuin , qui était connu sous ce 
nom, méme en dehors de Tacadémie Imperiale. M.Belhmanndit que dans cet opuscule les chiffret arabes 
soni employés à coté dea chiffrea romains dans un méme exemple. M. Cantor ne doute pas que M. Betbmann 



6) Gttehichte der GednMfrte, p. 591, note sas, traducUon allemande de M. Sohncke.— 6) Voyet les^rcAtve* de la mteiétéponr 
Phiitoire anOemu fÀltemegntf recueil alleniand publié par M. Perti, t », p. 82S. 
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ne iiomme lei thiffret arahet ìes nenf chiflires de Boècci, et 11 peose qne, si M. BeUimaim aTait tena 
«a promesse de faire mieax connaltre cet opascole, on verrait quii contlentlaméthode de Boèce pouf 
la dlvision , c*est-à-dire la métkoie eomplémentaire oo ies Ufférenees. Alesi Alcale anralt conno le cai- 
col avec les neof tignés pythagorifuet de Boèce sur on abaeos trace à la maio 7). 

Je dois dire qu'un autre reoseignement , trop vague aussi , commuoiqné par M . Belhmann i raeadémle 
de Berlin et signaié par M. Woopcicé 8), me semble ne pouvoir qne dlfficUement se plier à la mème in- 
terprétatlon : d'après ceruines données , que M. Bethmann n*a pas précisées , Gharlemagne anrait propose 
ani personnes de sa coor des problèmes d^arithmétlque fondés sur Femploi des nenf efaiffres et du Mèro. 
Si les données de M. Betiimann étalent vraiment probantes en faveur de Templol des nenf cbilfres,aMe 
ìs Mèro, et mhm abaeut , i la coor de Gbarlemagne , il fandrait dire que dès Tan 807 la célèbre amba»- 
sade do callfe Haroun-al-Racbid anrait apporté en occident cetle connaissance , à peine introdotte alors 
à Bagdad méme 9). Mais M. Bethmann devralt ètre moina prompt à lancer des assertlons, on moins test 
à les jostifier par des documents. En attendant les preuves, le plus sur pour nons est de dooter. 

JLlLm Odmn de dimjr. 1) 

SorOdon, abbé de Glony ao commencement do X* siècle, M.Gantor donne one notice beancoop moina 
développée qne celle de M.Haoréao %), mais plos exacte et plos complète, sor les polnts qni conoement 
spéeialement lliistoire de matbématiqnes. 

Dans le recueil de traités musicanx publié an XYin* siede par Martin Gerbert, abbé de Saint Blaise 
en Antricbe , se tronvent plusleors écrits dont Paoteor est nommé Odon. M. Cantor me felicito de les 
ayoir signalés le premier à ratlentlon des falstoriens des matbématiqnes, et d^avolr sooteno qolla devaient 
ètre toos de Tabbé de Gluny. Le premier, tur la iérie det twu, et lewi diffireneet, est tire dVin ma- 
nuscrlt du XI* siede , qui appartenalt à Tabbaye dn Montcassin , où Odon de Glnnj ayalt résidé qod-' 
que temps. Le second tralté est un Ùialogue twr la mtuipLe %), dontiraoteor est nommé expressément 
Odim de CWnng par un anonyme do XIII* siède^ de Melk en Antricbe. Le trolslème est un tralté plus étendo 
Swr la Mutifue, attribné à Odon dans le manoscrlt de saint Blaise qui a servi à rédlteor, mais donne 
à Bemon , prédécessenr d^Odon , par on manoscrit de Leipzig cité par M. Gantor. Le qoatrième traile , 
dans leqoel Boèce est^clté, est intltolé Riglet de rArUkmomaekie, Ce nom grec est celoi d*on petit jea 
arithmétiqoe 4), dont Torigine remonte probablement jusqu^aux pythagoridens greca 5). Enlbi, le dn- 
quième tralté est Intitolé Règlet twr ìabaeut, 

Admettant , malgré les dootes de Fédìteor Martin Gerbert , qn^Odon , auteur du DialogMe tur la Jfa- 
tique était bien Odon, abbé de Clnny ao X* siede 6), j>n avals concio qoe vraisemblablement les amtres 



7) En fnrrar de oette peuée, IL Cantar «raft era ttqwnt VDé wàtn pnave dans la déeodT«rte dea neof ddlfiWf fldte par 
M. Parte anfaoUlet 80 d'un ■unoaciit del* BibUotbèqoe de U^yllle de Zarieb, manuaerit da Z« alide, «pd eooNeoI, eatnairfMa 
mattècea tria divcnea, ose Fie d» Charlemagne, pcobablement par AngDberL Mala, ayant yu. Intméaie oe manaacilt, trap Mè- 
venent déertt par IC Per!t<» M.Gantor a oooateté qoe lea neof dilttreairytroaventtoat-a-IUt iaoléa aor le feoffleC iO, eC ^pn eaa 
diiffrea y aoot d'une nUOttlrèa poatérleiire à oelle qui a éerit le reale da mandscrlt — 8) Propag. etc, p. l47,nola a. — i) T»> 
yec d-daaaoa, ehapitte ZtlD— 1) Odo von Chm^i, p. Vfi-itn. — S) Dana la Nouvette Biogn^ftìe «nitwnelfe, t. m, p. ia7-4ll 
( Paria, tao») — S) M.-1FWMO |i> «bona qoe ce aeeood opaaeole dXMon aor la moalqoe* et IVi era inédtt — 4) Coa apar a a L»> 
ftne d'BtqpIfla* MUmimtidde tmAu, qui «f pùgita nmur o rum appMatmr, à la fin d'un reeodl qui conttent: 1«. VArUkmHtfm^ 
de lordanoa Ncmorariua, v. La Mmdfué de Leftvre d'Etaplaa, a*. 8oo Ahrigi d* rArUkmiiiqtu de Boèee, 4*. 800 
«Me avee la Agore (Parla, 1496, in^oUo). M. Cantor dlt qa*oo tratte aor le méme ai^et ae trooTe dans on manoaeiU de 
») Yoyes man MAnotre Sur le nombre nuptial et le uombre paffait de PUUom^ p. 10-17 ( Extratt de la Sevue ardkM., Un* a> 
née ). — 6) M. Haoréao, dana fartlde dté, aoppoae qoe oe dolt ètre on aotre Odoo, paioeqoe dana la Préface ( ««— «mnrit lafla 
7311 de Parla) on volt qoe Taoteor réeflirait dana on monaatire plaoé aooa rinTceation de la Salnto Vlerge, et pareeqne daM Too' 
vrage méme (manoaccita latina 7S11 et 7909 de Parla) Odon de Clony ae trooTe dté. Mala, oatre qa*ll poorrait y avolr anni 
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traìtés, et spécialemeDt le traile des Règles «tir rabaeus, contena avec le Dialogue dans ud manuscrit 
de Vienne da Xlir siede , devaient ètre du méme auteur. M. Gantor pense que celle conciusion avait 
besoin de molifs plus sùrs: Il les a cherchés dans Tétude da traile des Règles «tir l'abacut, elude que 
je n'avais pu faire , n'ayant ni réditìon donnée par Martin Cerberi, ni un manascrit de cel opuscnle, qui 
ne m'élait conna, comme les quatre autres, que par des notices insuffisanles. 

VJntroduetion de cel opuscnle 7} est reproduile dans la note S€3 de M. Gantor, et traduite en alle- 
mand dans le leile de son cbapilre XX. S'appnyant sur les eipresslons de cetlelntrodaction,M. Ganlor 
essaie d'élablir les deux poinls suivanls, doni nous allons examiner les preuves. 

1**. Du temps de Tauteur, dit M. Gantor, des livres de Bède le Yénérable tur Vart du cakul(de com- 
puto) éiaÀenX en usage.D'où il concini que Bède avait traile du calcul sur Vabaeusy et que, ce traile s'élanl 
perdo sans que le souvenir s'en fùt effacé , les copistes Tavaient remplacé par celui de Cerberi. Ainsi 
s'expliquerait , suivant M. Ganlor, la présence de ce dernìer traile parmi les oeuvres de Bède. Getto in- 
duction ingéniense a le roalheur de s'appuyer sur un conlresens. En effet , voici ce que dit Odon : Si 
quelqu'un désire avoir la connaiitance de Fabacus , il ett néeettaire quHl itudie la théorie des nombres. 
Cet art ( celui de Tabacus ) a ite intente par Pythagore. Sans ce méme art , on peut à peine atteindre 
la perfeclion du CALCVL ( ealculationis ), c*est-à-dire (par exerople) eomprendre les arguments du COM- 
PVT ecclésiastiqne (computi). Si les saints docteurs avaient considéré comme oiseux cet art (Kart de Tabacus) 
transmis par les patene , ile n*auraient^jamais appuyé sur son autorité les RÈGLES RÉCESSAIRBS A 
VÉGLISE. Car, continue Tautenr, si Fon veut Ure les livree de Bède le vénérable sur le COMPVT ec- 
clésiastique (de computo J, Fon y avance peu sans la connaissance de cet art (de Tabacus). En résumé, 
suivant Odon, Bède le vénérabie avait écrit des livree sur le comput ecclésiastigue , et non sur le calcul 
par Fabacus ; mais ce calcul étail très utile pour la leclure des livres de comput. Tello me parali ètre 
la cause pour laquelle on avait inséré dans les oeuvres du compuliste Bède, à titre d'auxiliaire pour 
les lecleurs , le traile de Cerbert sur Tabucus. Ainsi tombe la preuve du premier des deux poinls que 
M. Ganlor croyail avoir élablis. Passons à Tautre point. 

2**. Non coment d'attribuer à Pythagore Tinvention de Fabacus , Odon dit que cet art avait iti écrit 
andennement en grecy et nous croyons, ajoule-l-il, que Boèce Va traduit $n latin. Mais, parceque le Uvre 
de cet art est difficile à /tre, nous avons pris soin d^en détacher quelquesrègles...Dece9mo{s,ÌIL.Cnkior 
conclut qu'Odon connaissalt parfaitement Forigine grecque de Fan de Fabacus, qu'il avait sous le yenx 
les deux textes de la Geometrie de Boèce sur cel art, et qu'iries jugealt authentiques. Au contraire, les 
phrases cilées prouvenl qn'Odon avait sous les yeux tout un Uvre sur Fabacus , et quMl le croyait traduit 
du grec par Boèce lui-mème, tandisque les deux passages de la Geometrie de Boèce sur Fabacus sont donnés 
par Boèce lui-méme comme tirés de Ficrivain LATIN Archytas. Ainsi Odon ne connaissalt ni la Giométrie 
de Boèce , ni les deux passages sur Fabacus ; mais il considerali à tori comme ceuvre de Boèbe un traile 
de Fabacus redige d'après ces deux passages de Boèce , ou d'après le traile latin d'Archytas , entro le 
VI* siede et le X«. 

Ainsi Fari de Fabacus avec neuf chlflres , introduil en occident par Fécrivain latin Archytas , sgelali 
transmis par des Irailés sur cet art, composés enlre Fépoqne de Boèce et celle d'Odon de Gluoy , qui abrégea 
un de ces traités , considéré par lui comme ceuvre de Boèce. Puis , peu d'années après Fépoque d'Odon, 
Cerberi retrouva, comme nous le verrons, à Mantoue un manuscrit de \i Geometrie méme de Boèce, et 



lation, les dUtions d'un autear par lai-méme à la troislème penonne ne sont pas sans exemple, et comme M. Hauréaa le remarque 
Tabbaye de Boargdéols en Berry, placée soos l'invocation de la Sainte Vierge, était aossi, suivant qodqoes ans, soos le gooverne- 
ment d*Odon de Clony, bien que les Bénédictins tndlnent à distinguer Tun de l'autre Odon al)bé de Clucy et Odon abbé de 
Bourgdéols. — 7) Scriptoret ecclesiattià de musica, ed. Martinus Gerbertus (St Blasien, 1784 ), 1 1, p. 390-302: Reguìtt domini Od' 
donis super abacum. Les quatre traités précédents oocupent les p. 347*296. 
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il composa uu traile de l'abacus , qu'on insera dans le recueil des oeuvres de Bède , pour la commodité 
de lecteus. Telle est la conclusioo importante qui ressort d'une interprétation exacte de rintroductlOD 
du traité d'Odon sur les Règles de Fabacu», 

Le corps mème de Touvrage d'Odon , excepté en ce qui concerne la division , présente des explica- 
tlons plus complèles et plus claires que celles de Boèce. Geci indique les progrès que les abacistes avalent 
réalisés en quatre siècles depuis Boèce. Mais Tidentité do fond ne prouve pas, commeM. Cantorie sup- 
pose, qu'Odon alt puisé directement dans Touvrage authentique de Boèce lui-mème. 

Odoo appaile are chaque colonne de Tabacus. Ce nom est le plus fréqnent chez les abacistes du XI* 
siècle. Mais Boèce ( p. 1518-1519 ) les nomme pa^initto et non areut, et 11 suppose (p. 1518, demière 
ligne ) que chaque colonne est dose en haut par une ligne (linea): il ne parie pas d'arca. Ces arcs, qu^on 
volt dans le manuscrìt d'Erlangen , mais non dans le manuscrit de Chartres 8), avaient été ajoutés à la 
figure de Boèce. M. Cantor aurait dù noter ces différences entro Odon et Boèce. 

Ensuite Odon donne les noms et les signes pour les nombres de 1 è 9. Les noms sont latina. Le» 
signes manquent dans le texte imprimé ; mais la description que Tédlteur en donne dans une note 9), 
convient aux neuf de Boèce, tels quMls sont dans les manuscrits d'Erlangen et de Chartres. On ne trouve 
chez Odon ni le zèro , ni les noms barbares des neuf nombres. Par conséquent, ni le zèro , ni ces nOms 
étranges ne se trouvaient dans le traité de Vabaeut dont Odon attribuait faussement la rédaction à Boèce. 
Mais ces noms , dont piusieurs sont des noms grecs altérés et motivés par des idées pythagoriciennes., 
devaient se trouver , dès avant Tépoque d'Odon , dans d'autres traités de Tabacus , et , quoi qn*en dlse 
M. Cantor, il est possible que, dès avant cotte epoque, ils se trouvassent sur des figures loterpolées de 
Tabacus dans des manuscrits de la Geometrie de Boèce. 

Comme Boèce, Odon nomme nombret digitaux les onités simples, et nombres arfictilaire» let dixaines. 

Comme Boèce, mais avec plus de clarté, il donne d'abord les règles de la multiplieation. Le muUipU- 
eande (tummaj se piace au haut dee coUmnes (eummitate areuum). Le multiplicateur (fundatnentum) se 
roet audessoos, et le produit (encore audessous, mais } entro deux lignes (borizontales). M. Cantor av* 
rait dù remarquer que ces sens des mots summa et fundamentum sont aussi étrangers à Boèce que colui 
du mot arcus désignantles coUmnes, Ensuite vient un ex empie , à propros duquel il est dit que les rdles 
du multiplicande et du multiplicateur sont réciproques: remarque juste , qui ne se trouve, dit M. Can- 
tor, ni chez Boèce, ni chez les abacistes du XI* siècle. Dans cet exemple, le multiplicande 5 et le mul- 
tiplicateur? étaient ecrits en chiffres pythagoriques , que Téditeur a remplacés parnos chifTres dits arabes, 
et le produit XXXY est donne en chifTres romains, parceque, jusqu'à Tintroduction do zèro, les chiffres 
ne pouvaient servir en dehors de Tabacus pour esprimer un nombre supérieur à 9, lorsqu'un ordre d'unités 
V«nait à manquer. Les autres règles d'Odon , pour les cas où Tuo des deux facteurs ou blen tous les deux 
ont des unités de différents ordres à écrire dans différentes colonnes derabacus,sont(lbnnées par Odon 
avec beaucoup de clarté , mais saos exemples. 

Ensuite, comme Boèce, Odon distingue trois espèces de division, suivant que le .diviseur n^a qoe des 
unités d'un seni ordre, ou blen quii a des chiffres à piacer dans des colonnes immédiatement consécu- 
tives de Tabacus , ou bien qu'il a des chiffres séparés par une cplonne vide. De memo que Boèce il donne 
au quotient le nom de denotninatio, nom qui est, au contraire , oelui àn dénonUnateur des fractions dans 
les écrits latina d'origine arabe. De méme que Boèce , 11 dit teeundare , pour dire de piacer un chUfire 
dans la colonne suivante. Quant au mot differentia, Odon ne Temploie pas dans le méme sens que Boèce, 
et son exposition des règles de la di vision est si obscure, dit M. Cantor, qu'il est difficile d^entrevoir 
s'il a voulu enseigner, comme Boèce, le procède complémentaire , qu'on peu a^^eìer divisUm à Faide dee 



8) Voyez ci-dessas, cbap. XVI. ~ 9) Cette note est reproduite par M. Cantor, note 506 , p. 4M-43&. 
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tUfférencM 10). M. Gantor remarque qoe robscorité des règles de la division n^st gnères molndre chez 
d^aotres écrivalos habitaellemeot fort clairs: Odon lai-mème déclare qae,poar ètre bien comprìse^cette 
opératioD a besoin que reoseignemeot orai snpplée à rinsuffisance des préceptes écrits. 

De la division , Odon passe aux fractìons. 11 dit qne chez les anciens tonte unite entière se nomme 
OS , qne Vas se divise en 12 <mees , et Vonet en 81 serupuìes. II Indique les noms latina qoi désignent par 
OD Seul mot la réunion d'un certain nombre d'onces ou de scrupnles. Son firactionnement de Tas en di- 
vers nombres d'onces est conforme à Tancienne division romaine. Pour les subdivlsions de Vonee josqu'au 
scrupule inclusivement , Odon ne snit ni. le vieux système romaln de Yolusius llascianus , ni le système 
pythagorique d'Arcbytas le jeune et de Boèce, mais bien (ce que H. Gantor n^a pas remarqné) le système 
gréco-romain de Tempire d'Orient et des derniers temps de Tempire d'occident, tei qn'on le trouve chet 
Priscienll). Mais ce système ne descend pas audessous du serupule, Pour les fractions inférieures, nous 
retrouvons chez Odon quatre fractions de Boèce, savoir: obolus, moitié du scrupule; eeratiSf qui en est 
le quart; tiliqua, qui en est le sixième, et ealeultu, qui en est le huitième 18), mais que Boèce nomme 
punetum. Odon ne descend pas jusqu'au minutum et au momentum, demières fractions de Boèce. 

Les signes de toutes ces fractions de Tas manquent dans Tédition. Mais une note de Téditeur Martin 
Gerbert sur le traile de MuHque de Bemelinus, compris dans le mème recueil 13), mentre que les signe» 
quMl donne pour les fractions dans ce traité sont les mèmes que ceux du manuscrit de Topuscule d'Odon, 
et ils sont identiques aux signes employés de mème par Bède pour designer les fractions de Tas et de Ponce. 

Odon expose assez longuement le calcul de ces fractions , et il termine en remarquant qu*audessou8 
de la plus petite isspèce la division peut encore donner un reste, parceque rìen n'est parfait,«l afCest 
le Pére étemel de toutes ekoses. 

De cette intéressante analyse , dont nous lui sommes redevables , M. Gantor conclnt qu'Odon était très 
instruit dans Tart de Tabacus, qu'H en avait recherché Torigine, etqu'il tenait pour certain qu'une grande 
partie de cet art, et notamment les neuf cbiffres , venaient des Grecs par Tintermédiaire de Boèce. 

D'après les observations présentées plus baut, voici ce qu'il me paratt necessaire d^ajouter : Odon avait 
pris ses règlet de VahacM dans un traité latin quMI avait considéré à tort comme une traduction , faite 
par Boèce , d'un traité grec ; la source principale de ce traité antérieur à Odon se trouvait dans les deux 
passages arithmétiques de la Geometrie de Boèce; mais, à la place de plusieurs des termos mathémaU- 
ques employés par le geometre romain, d'autres termos tout différents s'étaient introduits dans ce traité. 

Dans Topuscule d'Odon, il est question de la langue hébraTque. Quant aux Arabes, il n'en dit pas un 
mot , et son traité ne contient rien de ce qui caractérise les traités arabes sur le calcul arithmétique , 
savoir : ni le zèro , ni la preuve par 9, ni les fractions sexagésimales , ni des expressions techniques pri- 
ses dans le sens qui vient des écrits arabes. 

D'un autre coté , l'opuscnle d'Odon offre des caractères qui ne peuvent pas convenir à une epoque 
plus recente que le XI* siede , et cet opuscule est mème probablement dHine epoque antérieure^ puisqu'il 
ne dit rien des noms igin, andras, etc., répétés dans tous les traités du XI* siècle et dont il aurait vraisem- 
blablement parie , s'il les avait connus. Tont se réunit pour designer le X* siècle comme epoque de la 
rédaction des Règles de Fabaeus, et Odon de Gluny comme Panteur véritable li). 

J'ajoute que de Vlntroduction du traité il resulto qu'avaot l'epoque de l'auteur, c'est-à-dire avant le 
X* siècle, il existait depuis lo^gtemps un traité de l'abacus redige d'après les principes de Boèce; car, 
•i ce traité avait été récent, Odon, en s'en servant, n'aurait pas pu, comme j'ai mentre quii Ta fait, 
le croire redige par Boèce lui-mème. 

10) Yoyez ci-de8M», dupitre XV. — 11) Yoyes ci<de»as, ehap. XY, note iO, et oomiwiei M. Hpltich, Métrciogie^ p. lis-ii^. 
reo fort en etynologks, Odon dit qae le 9om da qoart de l'onoe, rieUieut, se dit riclui en grec et mehel tn hébrea.— i2) Le 
teste imprimé donne ici aitqtm (cakos). Màis un autre passage proave qne c'est ctllculo$ qa*!! faat lire. Lt chaiqùe grec était lè 
boitième de Vobole, et non da tcrupute.—iZ) P. 8i6,note f. voyes cette note leprodoite par M. Cantor, note 67S, p. 496.^14) A la 
Ha da XII* slèele, un aatre;Odon, abbé de M orfmond, avait laiiaé, entra aatm oavragea, on traité Svr U» ùgiti/Uaiioiu dn nomkrm. 

Toro. V. N. 6. 4'' 
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ILJLM. Tle 4e CSerfteri. i) 

Ce ckapitre offre no rènne erittqoedeUTiedeGerbert, surtoot iTaprès le lecherdief de M . Hocfc t), 
de M . Bódìofer 3) et les mieDiiesij.Ei Toiei kf poioto prineipaix. 

Né eo loTergne , de pareDto paovres, Ters la fin de la preBière Boilié da X*sìède, Gcrbert tnmn 
dans lainond, éeolilre do eomreiiV de SaiAi Géraod à Inrillae , et daiis Géraod abbé da mèae cooreot 
ses premiers maltres et amis, dont le preoiier était probableoieiit etère d*Odoa de Closy. 

Le premier voya^ de Gerbert qoi soft bieo attesté 5), eet eelol qall it d*Auìllae dans le conte dei 
Bareelooe , avec le eooseotement de ses sapèrieors , eo eompagoie do eooite Borei , poar y conpléler 
800 iostroetioo' près d^Hattoo , évèqoe de Tieh , ville où les ètaiJes oiathéBatiqaes ètaieat eo boBoear chea 
les Bioioes. Cette Tille do eomté de Bareelooe, prìse par Charlemagoe eo 778, reprise par les Maores, 
pois déliYrèe eo 812 par Tassistaoce de Loois d*Aqoiuioe , ètaìt restée depob ce tenps soas raotorilé 
ehrètieooe, nulgré les atlaqoes frèqoentes des Maores. Il y avaìt trève eolre eox et les CbrétieBs, iorsqoe 
Borei , conte dUrgel depois 9M, devint, eo 9Ì7, conte de BarceloDe, eo verta d^o testanent do conte 
SèoioCred , qoi eepeodaot laissait deox frères. M. B&dìoger coojectore avec vraisenblaoce qo'aoasit^t Borei 
vint eo Fraoce , poor faire coofimer par riovestitore royale de Lothaire ses droHs cootestés, et qa'alnsl 
ce fot eo 967 oo M8 qoll enneoa Gerbert do cooveot d*Aorillac. Hattoo oo Haitoo ètaìt deveoo évèqoe 
de Vich eo 960. Eo 96t, Il fot do oonbre des èvèqoes de la Marche d^pagoe qoi protestèreot contre 
la recoDoaissaoce de raotorìté archiepiscopale de Tabbè Cèsarion, coosacrè irrégolièreneot arcbevéqoe 
de Tarragooe par les èvèqoes de Galice. Ed 976, le pape Jean xm transporta à Vich le siège de Par- 
chevèchè, parceqoe Tarragone était tombèe ao poovoir des iofidèles. 

La bolle de traoslatioo constate la prèsence d*Hatton et de Borei à Bone, oò Gerbert les avalt ac- 
compagnès. Richer , moioe contenporain , raconte qo^à la denunde do roi Otboo , le pape , c^esi-à-dire 
Jean Xlll, engagea Borei et Hatton à laisser leor jeooe et savaot conpagoon de voyage en Italie, oò 
la mosiqoe et Tastrononle avaieot besoin d^ètre enseignèes par on ètranger. Mais Gerbert dèclara à Otbon 
qo'avant d'enseigner les mathèmatiqaes il voolait continoer en Italie ses étodes sor la dialectiqoe. Il 8*agit 
èvidemmeot ici d^Otbon 1", qui est les premier des troia (Hbons , désignés par Gerbert loi-nène comne 
ayant ètè ses protecteors. Get entretien- eot lieo ao plos tard ao commeocemeot d'aoùt 972, paisqo^ao 18 
de ce moia Otbon avait quitte lltalle et datait de Gonstance la confirmation des imonnltés do nooastère 
de Bbeinau. Le pape Jean XIU moorot le 5 septembre soivant. 

Vera le mème temps, on savant dialecticien , rarchìdiacre G. (Garamnos soivaot M. Bódioger), aoF 
bassadeor de Lothaire près d'Othon l*', obtiot le consentement de Tempereor poor emmeoer Gerbert à 
Beims, où, d*abord élève en dialectiqoe, il devint bientót professeorde mathèmatiqoes. Pendant les dix 
annèes de son séjoor à Beims , il eot tout le temps de se ller avec Tévèque Adalbèroo , avec Constantio, 
ècoUtre de Fleory , et avec d^autres amia mentionnès dans ses lettres 6). Par ses le^ons, Tècole de Reina 
acqoit noe grande renommèe , et elle ent poor èlèves beaocoop dliommes qoi devinreot poissaota. Bo- 
bert, fila do roi de Fraoce Hogoes Gapet, fot on des èlèves de Gerbert 

A noèl de Tan 982, Gerbert était à Ravenne 7), à la coor d'Otboo II; il sooteoait contre Obtric, le 

1) Gerbera Leben, p. aos-MS. — S) Gerbert oier Pahet Sjflveeter II una $ein Jahrhundert (Wieo, 18S7 ). — S) VAer Gerbere» 
wieeenachQfOieKe uni poUUiehe StMwig ( 1lazl>iir8,186i).— 4)l{ee*. n<mv. mtr U$ orifiiu» de notre ejfet. de mmération éerite, 
p. t-n. — 6) Hock soppow, SM» preavei, no premier Toyise, dant leqoel Gerbert «orait Tlslté les éeolei daoatrale» da nwd 
1« Fraoce, tdlet qae cdlea de Reinie, de Fleory et de Tonrt, et j aorait oontraeté dès lort dea reUtiona d'aasltié. — e) Ceti 
dose inatUement qua, poor espUqoer les anttléa de Gerbert, M. Hook a imaginé on premier Toyace qoll aorait bit dana le 
nord de la Fraoce araot d'aliar en Catalogoe. — 7) La data doonée par M. Cantor (p.aos, 1. 7 ) est no. mate ^o b aMemeot par 
ana faote dlmpreasiao poor W3; ear ò'est W3 qoll doooe (p. aoe, 1. 17-9S) poor la date de la lettre éeritc de Maotooe par Ger- 
bert vere U mSme épofue ; U dlt qoe Gerbert Ylot eoselfnar * Reima <m ns, et qo'U resta 10 aia (p.an7 ),>«t«'«» tn (p.att). 
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plus savaat homme de la conr , mie diBCOMion phUcsophiqoe et malhématlqQe, et il recerait dXMhOB 
Tabbaye de Bobbio. Cétalt yen eette mème époqae, qoe , de Mintone , Il annoncait à Adalbéron 8) sa 
déoooverte de ktU Uvnt de Boèce nr TaitnmumU, et de livrea da méme auteor sor la GévmilfU et sur 
d^antres objets 9). 

Ollioo n étant mort le 7 décembre 988, Geibert, entouró de jaloosies et de bainea, et mal vn da 
pape Jean XIY, quitta Pabbaye de Bobbio et revtait à Rèims près de révèque Adalbéron, sona le preteste 
d*y eootinner ses étodea, mais ayec rintention d*nser de son inflaenee sor Hognes Capet, ponr s^opposer 
à rnnion da roi de Fraoce Lothaire ayec Henri de Bavière contro les droits d^Othon m, àgó de qaatre 
ana. lyant rénssl à obtenir, en 985, ane paiz (àvorable à ce demier, il ent la pensée d^aHer en Saxe 
près de la princesse grecqae Tbéophanie , yeave d*(Hbon II et mère da jeane empereor. Mais le roi de 
Franco Loois le Fainéant étant mort le 19 mai 987« Gbarles de Lorraine , frère de Lothaire et héritler 
le plus proche, fot écarté, Hogoes Capet fot èia roi, et fit cooronner sassi son fils Robert avantla fin 
de janvier 988. Adalbéron , à qol Gerbert avalt espéré soccéder, moarot yOrs la méme epoque. Mais , 
en présenee des saeeès de Cbaries de Lorraine , on yoalot gagner aa parti dea Gapétiens Amalf , fils na- 
tnrel de Lotbaire, en lai donnant rarchevèché de Reims. Traltre à ses serments, Amalf Hyra la yiUeà 
soB onde Cbaries. Secrétaire d*Amalf, mais sanreiUé de près, Geibert réossit, yers la fin de 989, à 
foir yers Hagaes Capet En 991, il alla avee ce prince aa siége de Laon, oh Charles de Lorraine et Ar- 
naif s*étaient retirés. Da miliea da camp , Gerbert écriyalt à Rèmi de Trèves ano lettre conceraantrarith- 
métiqoe. La ville de Laon fot prise so boat de qaelqaes mois ; Charles resta prlsonnier i Orléans jas- 
qa*à sa mort, et Amalf fot depose, le 16 jain 991 , par an synode de Reims. Le méme synode appaia 
Gerbert à rarehevéché de Reims , ponr leqael il avait été désigné par Tarcheyéqae Adalbéron moarant 
Mais le pape Jean XY refosa de eonfirmer la déelsion da synode. Pendant troia ans , Gerbert négocia , 
refasant sa démission et demandant an noaveaa synode. EidBn, en 994, cédant aax instances d*Othon HI^ 
il qnitta Belms , poar le rendre à la coar imperiale. Aa mois de jain 995, il vlnt se présenter an synode 
de Moason, qai renvoya TalMre à od synode coovoqaé poor le 1* jalllet: en attendant, Gerbert, sana 
renoneer à aon titre , dot s^abstenir da servIce dlvln. 

Pan de temps avant le synode de Moason, 11 dressait à Magdeboorg nn cadran aolaire, ena^aidant 
de robaervation de rétoile polaire, sana doate poar trouver la haatear da polo et par conaéqaentla la- 
titnde do Ileo , oa bien poar tracer la méridlenne. Anssitót après le synode, en accompagnant Olhon IH 
dana ano expédition conlre les Slaves de l'Elbe et de TOder, il écrivait sa GéamHrtt. 

Pendant ce temps , Rome était en prole aox plaa grands désordres. An printempa de Fan 996, aecom- 
pagné de Gerbert, Othon DI, avee one armée, passalt lea Alpes. A Ravenne, il apprenait qaeleanXY 
était mort le 9 mai. Dèa le 81 mal, Braiio, de la maison de Saxe, èia pape soas le nom de Grégolre Y, 
sacrait à Rome Othon m emperear, et Geibert devenait conselDer da jeane pape, pendant qaX)thonIH 
retoamait en Allemaga'e. 

Aa iriUea de cea événements , Gerbert engageait Othon III à oraer dhm monoment le tombeao de 
Boèce à Ravenne , ei il en compoealt lai-méme nnscription. Yers ce méme temps oa peo apièa, il terml- 
nalt son tralté De la dfnition, dédié à Constantin , moine de Fieary. 

BieolAt le patriden Crescentias chassait Grégoire Y et Gerbert; mais Olhon revenait à Rome etfal- 
aalt perir Crescentias et ses partisans.En 998, Gerbert était noauné évéqne deRavenne.Le5lévrier999, 
Gréfpire Y moaralt, et le 8 avril solvant Gerbert devenait le pape Sylveatre II. Il moarait le 18 md 
11163, après qaatre ana de aooverain pontificati II avait va Othon HI batto dana ano troislème expédition 
contro les Romains révoltés; le jeane emperear était mort à Patemo, à Tége de 88 ana , le 88 janvier 



•) C«ti« Iflttrt, piMét «n «7> p« ki U aUkUoB, Mi btai plotòt de «si, niraiiC MM. Hocfe «tCiÉtor. — t) Tojct d-deMO*. 

xn. 
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de Tan 1008, solt de maladie, soit de poison; et Gerbert, ce grand homme , irréprochable dans ses in- 
tentioDs, sinon dans tODte sa conduite, avait peut-ètre compris, dit M. Gantor, que la domination alle- 
mande en Italie, et le saint empire germanique avecRome pour centre , n^étaient qu'un fbneate rève. 
Tel est le résomé de rhistolre de Gerbert, d^après dea docaments Irrécosables. En la donnant aree 
moina de détalls, j'y avais joint une étude 10), à la quelle M. Gantor se contente de renvoyer dans noe 
note (598, p. 188), mais qui me paratt Importante pour Tobjet de son livre: en faisant connaltre les opi- 
nions sur Gerbert, depuis ses contemporains jusqu'à la fin du \)\\* slècle, f avais sulvl pas à paslafor- 
mation , de la legende fabuleuse qui a fait de ce savant moine et de ce grand pape un apostat et un sor- 
cler, et j'avais mentre que la tradltion prétendue historique qui fait de Gerbert un dlsciple dea Arabes 
de Gordoue , est un des éléments essentiels de cette fable absurde , tandisque cotte tradltion apocryphe 
est entièrement etrangère à Thistoire vérltable de ce personnage , calomnié surtout par les eoDemls de 
la maison de Sàie , dont il avait été le protégé. 

ULILTI* CouuaisMiuces mathématiques de €Serberi«i) 

Nous ignorons quelle fut la méthode de Tenselgnement que Gerbert re^ut à Aurillac soos la directìoo 
de récolfttre Raimond et de Tabbé Géraud, pula à Yicb près de Tévèque Hatton, et nous ne savonspas 
qnel fut dans cette demière Tiile son maitre de mathématiques. M. Hock désigne un certain iosepb , mais 
sans dire ses motifs. M. Gantor , qui les a devinés , en mentre Tinsuffisance. 

Dans un manuscrit de Saint Emroeran de Ratisbonne , Tauteur G. s'adresse à son pére en Jéeui-Ckritt 
le théoìogien J. Sans doute, M. Hock aura cru , comme Pez avant lui , et comme M. Gbasles lui-méme 
Tavait pensé d^abord, que G. étalt Gerbert , et il aura suppose quei, devait étre Joseph, dont Gerb^. 
parie dans deux de ses lettres. Mais, plus récemment, M. Gbasles a prouvé que le G. du manuscrit de 
Ratisbonne est Gerland, écrlvaln de la fin du XI* slècle. D'un autre coté, rìen nMndique que Fespagnol 
Joseph , dont Gerbert parie dans deux lettres , et que , dans Tune des deux, il nomme le tage Joeepk , 
alt été un de ses maìtres. Dans ces deux lettres, on volt que Gerbert voulait procurer à Adalbéron de 
Beims un tralté de Joseph sur la multiplication et la division , et que lul-mème désirait beaueoup con- 
naltre ce traité: Il le demando d^une part à un ecclésiastique de la Marche d'Espagne, d^antre part à 
Tabbé d^AurlUac , à qui Tabbé catalan Guarin en avait lalssé un exemplalre. C'est d'une tool autre ma- 
nière que Gerbert a coutume de parler de ses amia et de ses mattres. 

M. Gantor rejette, à plus forte^ raison , rbypothèse de M. Biidinger, d^après laqnelle rauteor de ce 
traité sur la multiplication et la division, que Gerbert désirait tant de cofinaltre et de procurer à Adal- 
béron, serait Tarabe Joseph ben Omar Algiaheri. Get astronome arabe est mort en 1043, tandisque les 
deux lettres de Gerbert sont de 973. Il serait peu vraisemblable que le tage Joeepk eAt mérìté ce titre 
et compose un ouvrage important 70 ans avant de mourir. D^aillenrs, le traité de Joseph demandé par 
Gerbert était en latin. Or, dans une autre lettre , en demandant à un certain Lopitus de Baredone U 
traduction latine que celui-ci avait falte d^u ouvrage astronomique, Gerbert ne nomme pas méme Tan- 
teur de Touvrage originai. 11 est donc bien probable que la rédaction latine du traité de Joseph sur la 
multiplication et la division était le texte originai de Joseph lul-mème. Joseph n'était donc pas im arabe. 
M. Gantor conjecture que ce pouvait étre un juif d^spagne , ou bien un Mauro élevé panni les GhrélieBS 
et instruit dans leurs langues el dans leurs sciences. Mais il me paralt bien plus probable que ce Joseph 
était tout simplement un chrétien espaguolS). Joeepk était un nom très convenable en toot pays pour 



IO) S0eh. nouv. mr Ut orifiite$ de mire «ygtfine de mmiraiiom rferife, S IV. p. 90-S7. — 1) Gerterf» MmikematO, > Sl««t. 
— 1) Toyei CowU, Memorie acUmti^e mUm orifme dett odierna mritmtetie; VUL Vin,p.aM4t7 (ScrHU imtdiH éi Metro Oh 
«di rMUeeU dm B. Bemeompogmì J. 
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■B cèrétieD da X. àède. Td éuH le bob d« tkéohfkm Jtepk , qoe Gerìand , à U fin da XI* siècie , 
applait soB pére m Jéna-Christ , eoase boos wetKms de le voir. 

Si coas De eoonaìssoBs pas les BSllres de Gerbert ea oiaUiéaittiqaes, ooos coimiissoos si oiéthode 

d*eiisàgDe»eBt , qoe sod contettponio le moiae Ekher eipose en déUll. Les élèves étodiaient la pbi- 

losophie dans des traités latìiis tndoits da grec , sortoat dam les Uadactions do eotnl MmIìms, c*esl- 

ò-diie de Boèce. Ensoite Tenait la ibétorìqae, à laqaelle se joignaìt Fétode des poètes latins; pois Te- 

Baìent les exercàees de (fialectiqoe soos ob Biattre special. Une aoUe sèrie d'étodes éuìt consacrée aox 

mtthéaiatjqaes , doot Gerbert 8*occapait partieolièrement , savoir : l*. à rariUuDétiqoe ; 2*. à la tbéorie 

do Bionodiorde et de toote la mosiqoe , alors à peine coDoue en France ; 3* à rastroDomie, qoe Gerbert 

làdiaJt de reodre ÌDteUigible à Faide dÌBStmaieots éeoBiérés par Richer ; 4* à la geometrìe. M. BiidiDger 

a prooré qoe les iBstnuaeBts astroDooiiqaes de Geibert, de Bième qoe le mooochorde, Tenaient d'ooe 

traditioo gróco-romaìBe et non arabe. Les traités empioyés par Gerbert devaieot avoir une orìgìDe seoH 

blable. Ce deraieot étre, dìt M. Gaator, oeox de Boèce, doot Gerbert cite la Geometrie, oo bien ceax 

d^aateors qai araieot pris Boèce poiv modèle. M. Caator ooblie qoll a place vers le mois de décembre 

982, c''est-à-dire après la fio des dix aooées de professorat de Gerbert à Beims , la date de la lettre où 

Gerbert témoigoe taBt de joie d^arcir décoavert k Maotooe VÀtinmomie, la Geometrie et d'aotres traités 

de Boèce. Il oe coosaissait doBC , araBt cette époqoe , qoe des imitateors de la Geometrie da savant 

romaìD. Tal BKWtré ( chapitre XX ) qo*^ demi-siècle aoparavaot il en était de mème poor Odon de Glony. 

BJcher ooos apprend qoe Getbert , avant d'aborder la geometrìe, commen^t par enseigner le calcai, 

à Faide d'un ahaeu* en bois, qall avait fait fabriqaer: d^après la descrìptìon, cet abacos devait ètre 

semblable à celoi de Boèce, et Gerbert y employait mème , corame Boèce, les opfeet mobiles portaot 

les oeof Dombres , ao lieo de les écrìre sor Fabacos. Ce o^était pas eo tète de la première partie de sa 

Geometrie , mais avaot la seconde partie , qoe Boèce exposatt la méthode de Fabacos. Ce léger déplaee- 

meot o'empècbe pas de recoonallre la tradition de Boèce dans Fenseignement de Gerbert 

Mais corameot se faìt-U qoe Gerbert ait place Fastronomie arant la geometrìe , tandisqae Boèce la 
pla^t après? M. Cantor répond qoe Bicher a pò se tromper sor Fordre des scieoces, de mème qoìl 
8*est trompé en omettant la grammaìre dans le trivhm, et qoe, d'ailleors, Fenseignement astronomiqoe 
de Gerbert, étaot Urat pratiqoe, ponvait se passer d'ètre précède par la geometrie. Bappelons-noos aossi 
qoe le traité astrooomlqoe de Boèce , aojoonFboi perdo , o'afait été décoovert par Gerbert qoe vers la 
fio de 982, losqoH avait cesse d*enseigner. 

Ce qoe Bicber dìt de la ntéthode de Gerbert poor la divlsioo sor Yahaeus , confirme qoe le traité 
de la dMeion adressé à C. est bien oo traité de Gerbert adressè à son ami Constantin , qooiqoe ce traité 
se trooYC aossi panni les cravres de Bède. 

Uoe lettre de Gerbert à Bèmi de Trèves 3), malgré les corrections très beoreoses apportèes ao texte 
par M. Frìedleio l), reste très obscore , pareeqo^elle ne répète pas les difficoltés arithmétiqoes qoe Bèmi 
avait proposèes dans noe lettre aojoonFboi perdoe , et aoxqoelles Gerbert répond. Oo eotrevoit seole- 
BMot qoll s^agissait de deox qoesUons distinctes , l^e sor les racines des nombres carrés, à commen- 
cer par IHinité, qoi seole est eUe-mème son propre carré, Faotre sor on problème analogoe ao XXIX* 
d'Alcoio, et dans leqoel , le nombre 19 étant rèprésenté par le cbiCfìre 1 dans la seconde colonne à droite 
de Fabacos , il fallait divlser ce nombre en deox parties ( 6 et 4 ) dont la seconde f At le deox tiers de Faotre 5) . 



3) ipUt. CXXZIY (Dadieae, JKii. Frane. Serift., t S, p. 8S0).— 4) La ploi gnTC et U plm néeoMin des ooneetions de 
M. Friedkin eoiMMe à lite de im m tr o 1, ao Hea de lire de ww w er o D, dant la première phraae.Le texte oonicé par M. FiMlein 
«et fi^rodait par M. Caator dant la note 866 (p^X7), et en donae la tndoelioo en aUemand (p.siSì. — 5) M. Mdiiiter oonaei» 
vait la lettre D lignifiant boo; nais alon la prcndèfe phraae était InfaitHHgiWe. De plot, Il voolait qoe dant la aeeonde phraie 
le Donbre io tùt rep r éaenté par le diilbe arabe 1 sahrt d^in potait artiw équif aicnt ao léro , tanAaqoe, dant le leste de Ger- 
bert, il eat dit qoe le diUEre 1 Tarn dfaf, paigegaTl eat place andeMPoa da wbte X, tfert-è-dire dant la eoloaBe dH dtialaei, de 
rabaeoa. Cet deox eneon de M. BBdintBr nrarrieaftMt qtfcadnoaOler la qwllwi et Hwer le lent de la leUn deGorbett, poor 
Irice de tal OB dbeipto dH Anbea. 
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La GémétHé de 6«rbcrt, écrito en Allf igae, probabfewcl ea ftff flirt M ■irrir, innit itKgfa, 
•shraat hi, mom-Mitàtmmi (T^rèt def foveei grac q i c» , aaii aiMi iT^rèt def foveei trabet, fntb» 
q«*elle eostiewirait dea boU tirét kf «f de r«abe, lef aitref da gnc Mais il ot tex, die lf.C»- 
tor , qa*oi y Ucmte n leal sot Teaast de raralw , laaditqB^oi y reacoatre à ckaqae page , d*apfèi le 
BaBBfcrft da XII* fièele eoaaM d*^rèe Péditioa de Fez, dee expreetioBs grec q a ca éaitei qapIfiB foia ea 
lettrea latloes et qaelqaelois ea lettres greeqaea. Lea aaleare qai y loat dtéa aoat Fylkagoic daaa lei 
chaphrea IX et H, le Timée de Piatoa daas le chapitre Xm, Eralostkèae dans le chapitreXGIII, le C^m- 
meBtéÌr$ de Chalcidlaa «ar le HmU daas le chapitre K, le CnmmtnUirt àt Boèee 5ar kt Cmié§0riet 
d*ArffU>te daat le ^apitre VOI, et eafia VÀrUhmétifue de Boèee daas la Mrélaee et daas les ehapilns YI 
et xm. Aiosi tovtes ks eitatioas, de nèaM qae les locatioas eiqiloyées daas roanage, iaifiqaeal aae 
sooree gréco-roaiaJDe; nais elles a^oat pas poor soaree iBsédiale la fé9méirig de Boèee. U ea est de 
nèaM da eoateoQ selealift4|Be de roairage, conuae M . €aator FalBraM ea se réfiraat aax preares doaaées 
par M. Cbasles. 11 ajoate seoleaieot qae daas la Gé&méirie de Gerbert oa trmnre les sigaes bizarres des 
sabdivisknis de Tot, sigaes employés, avaot Tépoqae de Gerbert, par Bède, par Odoaetpard*aotres aa- 
tea» moias conaas , de sorte qae ees sigaes, biea qaUs diflèreat de eeax de Tolasias Maciaaaa, oat 
certaioemeat aae orìgfaie rooMiae , coBuae le systèaie de fractioas qaìis représeattiat 6). 

(Test d^Alleaiagae, ea ff7, qae Gerbert doH aToir écrit sa lettre aa aioiae Coastaatia, et le InHé 
qai s*y rattaebe , «ar la muUipUeatiim et la 4MtUm. Poar ce traile , M . Caalor rearoie à Féditioo, à la 
tradaetioa fraa^ise très exaete et à Texcelleate expUeatioa qae M . Ghasles 7) ea a doaaées. Qaaat i la 
lettre d^eavoi à Coastaatia , qae M. Chasles o^sYsit pas tradaite, ]f.Caotor ea doaoe aae tradaetioa al- 
leaiaade. Gerbert y preod le titre é'éeolàire et le toa d^ia aialtre avee aa aaeiea etère deveaa aa aaii. 
Depais f7f josqa^à M8, Gerbert avait easeigaé les mathématiqaes à Relais. Daas sa lettre écrìte qaiaie 
aas ples tard , Il dit qae depuit quelpiee htiree U a perda rhabitade de Feaseìgaeaieat, et qaH a'a pas 
eotre les malos le Utre , dont il va essayer de retroaver daas sa méaioire le seas et ea partle les pa- 
roles. Evidemmeot 11 s*agit d^oo certaio lj?re d'arithmétiqae , doat aatrefois Gerbert répétaìt à ses élères 
les expressioos anémes. 

Qoel étalt ce livre? Saivant M. Frìedleio, ce serait aae oeorre de Gerbert, et cette ceaTre serait la 
Geometrie Imprhaée daas les ceaTres de Boèee. M. Caotor ale avec raìsoa qae cette Geometrie soit de 
Gerbert , et qae les expressioos de la lettre à Coastaatia se rapporteot à an oavrage de Gerbert lal-nè- 
mè. Mais M. Gaator dit qae la ressemblaace , coastatée par M. Friedlela , eotre le passage de la Geome- 
trie de Boèee sor la maitipllcatioo et la divisioo, et le traile eoYoyé par Gerbert à Coastaatia, est trop 
graode poar élre dae ao basard. Il se réfere aax preoTes qall a doaaées de raatheatìcité de la Geome- 
trie de Boèee 8); il rappelle qae raotear de cette Geometrie reoYoie à«oaln7Aai^tlfaeetàsaJfas<fas; 
et qa*oo n'a jamais cité d^oavrages de Gerbert sor oes deox sajets. Noas avoos de Gerbert aae Geometrie 
écrìte après répoqae de soo easeigaement à Beims: elle est très différeate de celle de Boèee, qae 
M. Friedlela veot lai attribaer. SI cette deraière, celle qoi se troove daos les oBorres de Boèee, était 
de Gerbert, commeat o*ea parleralt-ii pas daos soo oeoyre plas réceote sor le méme sqjet? sii Yoalait la 
faire oabller , poorqaol ea parlerail-U dans sa lettre à Coostaotlo ? Dira-t-on qoe le siieoce de Gerbert 
sor ane Geometrie considérée par lui comme «Barre de Boèee ne serait pas moins ioexplicable? Noa; ear 
la Geometrie de Boèee est très Inférìeare à son Arithmétifue, citée par Gerbert D'ailleors, daas sa folte 
de Bobbio eo 983, et sortoot daas sa folte de Beims eo 989, Gerbert poovalt n*ayoir pas emporté avee 
lai cette Geometrie, troavée par lai à llanteoe en 982; il poavalt dooc fort biea ne pas Tavoir ea Alle- 



0) Yo]rec d-dimni, ehapitra XY, XIX d XX. —.7) ExpUeation de$ trtiités de Cabaeui tlpartkuUèrtmmÈ du tntUé d* Gcr- 
^eri p 47'« da Unge à purt (CompUg rendm dei aitmeee de PJeadémie dee seiene*$, SS et IO Janvier et 6 ttvrier 18M ). — 
s) Yoyet d-denof, ehapitev Xin etXY. 
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magne en 997. Au contraire, il avalt sana doute à aa diaposltioo YArithmétiqft§ de Boèce, lorsqu'ìl la 
citali troia fola dana aa GéoméirU, écrlte en Allemagne en 995. II avalt envoyé un exemplaire de cotte 
Arithm4tiqu$ an jeune empereor Othon III, qui Ten remercialt dana une lettre écrlte en 991, et cful Tln- 
vìtalt à lui enseigner la seienee det Gtms aur le calcul. Gerbert acceptalt cotte Invltatlon, en féllcitant 
lé jeono prlnco , né d'uno mère grecquo et chef do Templre romain, de recherchor les trésors du sa- 
f>o<r det Gnes et dee RomaHu 9). 

L*hypothèae do H. Friedleln étant ainai écartéo, il fauton cbercher une autro.M.Cantor avalt auppoaé 
aotrofoia quo lo Ilvre dont Gerbert a'étalt aervl pour son enaelgnomont, mais auquel, en 997, Il rogrettalt 
de no ponvolr plus recourir pour traltor de la muUIplicatlon et de la dlviaion , dovalt étre la Geometrie 
authentlque do Boèce. Il faudrait alora quo Boèce oùt poasédé cet ouvrago à Tépoque do aon enaoigne- 
mont. Maia sa lettre écrite do Mantoue vera la fin de 988 prouvo quo ce fut aprèa avoir cesse d'enseigner 
quii fit la première découverto d'un exemplaire do cet ouvrago. 

Obligé do renoncer à cotto hypothèao, M. Gantor penne, avec beauconp do vraisemblance , qne le 
livro dont Gerbert s'était servi à Roima pour enaeigner la mnltipllcatlon et la divialon , dovalt étre un tralté 
tei quo coux de Bède , 'd'Alcuin , d'Odon de Gluny , ou du catalan Joseph , dana lesquels eoa opérations 
arithmétiquea étaient enseignéea d^aprèa la métbodo do Tabacua do Boèce , maia avec plua do dévelop- 
pemonta. 

Quant an contenu du tralté envoyé par Gerbert à Gonatantin , lea règloa do la multlplicatlon et de la 
di vision y sont enseignéea d'une manière qui rappelle celle de Boèce: Ce sont les méthodos de calcul du 
aavant romain, et le mèrito do Gerbert est de lea avoir propagéos. Mais, entro le tralté de Gerbert et 
lea doux paasagos arltbmétiques do la Geometrie do Boèce, il y a deux différoncea essentielios: 1". Ger- 
bert suppose Tusago de Tabacua, sana Texpliquer commo Boèce, parceque c'étalt cbose connuo àia fin 
du X* aièclo. 8*. Gerbert ne mentionno paa lea nouf chiinrea pythagorlques do Boèce, parcoqu'll les con- 
sidero aana doute commo un accessolro non indispensable de la métbodo de Tabacua, dana les colonnos 
duquel les chlffroa romaina pouvont lea remplacer. Alnai , blon loin d'avolr emprunté lea nouf chiffrea 
aux Araboa de Cordone , et de lea avoir introdnita choz lea Cbrétlons , Gerbert les a trouvés chea Boèce 
et chea sea Imitatoura, tela qu'Odon de Clnny, et loin de s'en Taire le propagateur, il n'on a paa memo 
parie dana ses écrits sur rarlthmétlquo. 

D'où vient dono fotte fausse traductlon , al répandue , d'aprèa laquello Gerbert auralt été disciple des 
Araboa et aurait introdoit lea chiffrea arabes choz lea cbrétlons? Le moine Richer, contemporain de Ger- 
bert , connati tona les détails do sa vie , et la narratlon qu'il en falt s'accordo parfaitement avec lea textea 
do Gerbert lol-méme. Richer et tona lea témoina voiaina do la memo epoque , à rexception d'un seni , 
n'attribuent à Gerbert aucun voyago en Eapagne en dehora du territolre occupé par lea chrétiona, ni au- 
enn rapport avec lea Araboa. Adhémar de Chabanon aeul parml lea contemporaina dii quo Gerbert par- 
eourut la Pranee et entuite Cordoue, Sulvant la remarque de M. Bùdinger , lea expreaalona mémea de 
ce moine aquitain prouvent quo pour lui Cordoue étaitunpayj commo la Franco, et non une ville: c'étali 
pour lui uno vague dénomlnation de TEapagno , qui appartenait preaque ontière an califat do Cordono^ 
D'ailleura , lo peu qu'Adhémar dii de Gerbert prouvo quo lea circonstances do aa vie et apécialemont de 
son voyage en Eapagne lui étaient Inconnuos. H. Cantor dii fori bien que, al Gerbert étali alle chea lea 
Araboa avec le conaontomont de sea aupérieura, Richer, lea amia de Gerbert et Gerbert lul-mèmo aoralent 
parie do ce voyage, et que, a'Il y était alle malgré aea aupérleurs. Il ne serali paa reaté en al bonnea 
relationa avec eux, et aea onnomia , par exemple au aynode de Mouaon, n'auralont paa manqué de aigna- 
lor aa flauto. 

Si M. Cantor avalt voulu^ profiter dea témoignagoa quo fai réuola 10), Il auralt pu ajouter quo Bon- 

t) Voyci Dachesoe, Script. Mst. Frane., U 3,p. 8M. — 10) R$eh. nonp. ntr le$ origineid* moire si/tUmtitmtmirationéerittt 
IV, p. 90-tt, 
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rarcf échM fM lev Mae etalre ee pratégé debaiìna étSam irasfa cb 

wV^WMsv MB ^KBÈt^BBB^ m ^B3IB ^^H BB 9B IMlBBflK ^^KB^^TE^H^^IK W^^T MBB 

Fdk BOiMié fM lef praMcr mtam tmam et cene fMe, #ipvèi 

rabaew ea Béae tape fM tMt m ìnam et wmfSÙg^ , tA rÉiffaif lUtkmmt et m 

, ektwàquemét JSr siede, «Mi Mi da acrvcilien fM mI nHdewsv Ics attrai «■ et 
tiMM,clfM,4e b ^rMMfM rnMiififiii et rwn—ii,cetle feèlea pMié,àlaiida IB* lièdeeH 
XIIl-,4Mslefécrttf4eGv'4eBa»etes,d*AMrie ée Tieii f— trtMi,éer»eeMée 
^ Pelegae, fri ea o«l élé Iss puM'm prapagMean. Gene fMe pe 
poreafM, depav le co—aawgaf dalB'riède, Ics Initfs MlhéwtifaH 4e Baèce el 4e 
learf éiaìeal légfigés poar dee tnAée piM meati , tnMti ea lirilés de Fvihe par i^^ 
par dTaaires , de tene fM Ics irabes étaieat rcgardés ai«s casBe les ■aUm par eiceBeace ea tià 
d'arUhaétlgar . Qaaat aax diecipies et a«is de Gerfccrt et i ks "■anuaii da X*riècie et dall' 3» «"ip- 
eardeat aree lat-aém poar t a d ifa er TerigìM pareacat giéea-raMìM de loa aavaìr MiAéMalìfae. el 
b draaifBf i€ ferém le aaaaw «a arce a d Btiet. Eaàt , M.C lai 

:, fM Gerbert, daM les écrils , a^a BMalieBBé Ics Arabea fM deaz Ma, et 

dea OrélieM. 

Wn-trm fMleadvélieM de CalalagM eat easeigaé i Gerhert FarilWrftlfM arabe? Kea, répoad 
Sf.Caalor, et 9 ea deaM deaz raiiaM,.doat la deraièfe eat déeiBife.l*.Usf«èBwde 
praalé par Ics ArabM aax f adi tM s'est propaeé ri leateaaeat ^et lea ArabM eecideataai, fall 
teax f^ flt ea asage m X* siede daM le caBitt de Cmétmllyr, la lappoiat, atMpeadeTfri- 
seablaaee, fM dès FépofM da s^oar de Gerbeit ea CalalagM ce sfMèaw eat paaaé dea Arabes mx 
OvélieM de U Marebe dTspagM, fl fndraìt dSn fM Gerbeit, arreatMié d*a¥aaee i la pralifM de 
rabecM grée^-ffoaMia et aax proródés aittbBétifaes de lecce défeioppés par lède, par Alcaia et par 
Odoa de Claaj , a*aarait pM eoaiprfs Tafiatage de ks rwp ia c e r par la aélbade iada-arabe.t^ c'est 
U Bélbode gréco-^oaudM , aree FabacM, saM le léro , et saM aacM dea caractèiM prapres à U aiè- 
Ibode iado-arabe , fM bom trmnroM dsM les éerils anlbiaiilkiMi de Gerbeit, casBe daM ceax de 
ses prédéeessear qM bom Teaoa^ de BoaaMr lS).ra|oale fM, ai daM aM traHè dr la mmUipSetimt 
€i é€ la éhùitm, ai aillears , Gerbert n^a aiéaw ■eatioa aé Im aeaf ^ifl^ pylbag o t iq aea de loèce et 
d'Odoa deOaay. 

lUUO. liM aiMMiites et Ics alswttMlcIcM. D 

Dau ce dM|ritre , M. Caator se bonM , coaaM il le dédare, à résaa^r les résaltalB dea recbercbes 
de M. Cbasles i sar Fbistoire de rarìtbaiélìfM ealre TépofM de Gerbert et cdle de Léoaard de Pise. 

Les thadiUt , alari aoauaés d^ par Gerbert daM sa Gé om ét rit, soat les coatiBaaleais de la prati- 
qae gréco-roBaiM de Fabacas. Td est leradlaM, qai , disdple inaiéffiat de Gerbeit, sigaale la Lor- 
raiM d'alors , c*est-à-dire rastiqM Aastrasie toat calière jasqa^aax boacbes da Ibia , ceauM coaptaat 
depais kMigleaips de aoaibreax abadstes. Ea effet, la ph^art dea abaeisles da XI* siede deal noos coa- 
aaiiiOM la patrie , et q;te M. Caator éavaère , soat de cotte eoatrée et sartoat de la cdèbie école de 
Liège. 



li) Toy« d«ilfiM, rfcijllr» XVil. — il) La dUKwce nimHfnii fi aMM «mM laaéliMéBdBloèMctdBGctkcrt et la 
■rtliwda lado araba, «v^t «té dtfjth pariUlcaaeat étaMfe par Platio CoMif, Memorie aàvrim teitnijfkkt mll 
m tt t mi th m, IML DC, f . sr-S7a, at Uxiom IF $mtrm ri tm etiea, p. SM-3M (M. da M. k pfiMe Inar iMpuai ) Il 
JlffHtkmiUr, p. m-SM. '^ 9) Compia nmim» de aiameee de rjemdéwùe éa «cmmcì, » at SO JaBTÌer,e ttfiier, Mjaia at M 
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BerneUniu , Guido d^Areno et beaoconp d^antres antenn disent que Vàbaeut est une table converte 
de ponssière. Ainsl , dans ces abaeut, dn XI* aiècle, et sana dente dans cera dea alèclea aotérieora, de 
méme qne dans Tabaciia attribué à Pylhagore par iambliqiie 3), lea lìgnea tracées sur la ponssière rem- 
pla^alent lea ralnnres de Tabacna romain , et aans dente les chìffres écrits sur la ponssière remplagalent 
lea apie98 mobiles de Boèce , employéa ponrtant ancore par Gerbert dana son enseignement, saivant le 
témoignage de Ricber. Le traité de Bemelinus, d'après ce qne M. Ghasles en a dit, parali ressembler 
beanconp à celui d* Odon, et 11 paratt qu'on o^y tronve ni les noms barbares dea nenf chiffres pythago- 
riques, ni ces nenf cbiffres eux-mèmes , an lien deaqnela Bemelinus , sans donte à Teiemple de Ger- 
bert 4), eroploie les cbiffres romains dans les colonnes de Tabacus. 

Vera la fin du XI* siede , Gerland , disciple des Bénédictins de Besan^on , a écrit nn traité de calcol 
dans acquei ii emploìe les nenf noms barbares igin, andrat, ormiti eie., non senlement en tète des co- 
lonnes de Tabacns, mais dans le texte méme de ses Indications sur les opérations à exécnter. 

Ces mote barbares se trouvent empioyés de méme par Raonl de Laon, qni vera 1100, marqne la tran- 
sition entre les abacistes et les algoriuniclens, disciples des Arabes. Dana nn passage pnblié en latin par 
M*. Cbasles et tradolt en allemand par M. Gantor, Raonl exprime avec netteté et précision des concln- 
sions identiqnes aux notres sur Foriglne gréco-romaine du calcnl de Tabacns , preaqne onblìé en Occident 
pendant les slècles qui suivirent Tépoque de Boèce, pois remis en honnenr par Gerbert et par d^aotres. 
Mais à cette tradition romaine de Tabacns Raoul mèle quelqnes élémente étrangers, venus pent-étre de 
la cabbale jnìve, savoir: non senlement les neuf noms igin, andras, ormis, etc., mais le mot tipo», nom 
d'un signe semblable, dit-U, à noe petite rene. Gependant, pour luì, ce signe n*a pas encore la valenr dn 
zèro: Tunique nsage qu'il en fait est de Técrire snccessivement audessus de cbacun des cbiffres dn mnlti- 
plicatenr, de peur d'oubller à quel polnt de la mnltipiication ì'on est arrivé. 

C'est à ì'époqne de Gerland et de Raoul qne M. Gantor rapporto Tinterpolatìon qui a Introdnit sur Taba- 
cus, dans les manuscrits de Boèce tels qne ceux de Ghartres et d'Erlaugen, les dix mote igin, andras, 
ormis, arbas, quimas, ealtis, xenis, temenias, eelentis et sipos, et la figure du signe correspondant à ce 
dernler mot. J'ajoute qne la position du mot sipos audessns du mot eelentis dans le manuscrìt de Gbartres 
peut indiquer précisément nn nsage identìqne à celuì auquel Raonl T emploìe. 

Si Raoul ne possedè pas encore Tusage du zèro arabe, il ne comprend plus l^isage des trois llgnes 
horizonteles complémentaires qui, sur Tabacus des mannscrlte de Boèce, présentent cbacnne donze nom- 
bres dont cbacun est la moitié, le quart ou le buitième d'un des donze nombres 1, 10, 100, 1000, 10000, etc., 
écrlte en téte des donze colonnes verticales. M. Gbasles a mentre que Raoul avalt sons les yenx ces co- 
lonnes horizonteles complémenteires de l'abacns, mais sans comprendre qn'elles éteient destinéesà faci- 
liter la mnltipiication par 1/2, par l/l et par 1/8, et par conséqnent la division par 8, par 4 et par 8. 
De méme, Raoul ne comprend plus le motif du nombre , d'ailleura varlable , des colonnes verticales de 
Tabacns, rénnies trois à trois pour corre^ondre aux tranches de la numératlon parlée des Romains 5): 
Raonl vent qne Tabacua alt VI colonnes verticalea , et la raison qn'il en donne , c'est que 87 est le 
cube de 8. 

La transltion des abacistes aux algoritmlclens se mentre sussi dans l'ouvrage anonyme snr les Rè- 
gles de Fabaeus 6). Il est vral quMl n'y est question ni dn sipos ni de sa figure, mais on y Ut les noms 
des neuf premiers nombres depnis igin , jnsqn'à eelentis, et dans la première pfaìrase on Ut qne le mot 
abaeus est arabe et quii signifie table. M. Gantor auralt bien fait d'ajonter qu'ancnn mot arabe sìgnifiant 
table ne ressemble an mot abaeus: c'est le mot grec a|3a| qni signifie tablette sans pied, plateau*]). 



a) Voyec d^lnMU , chapltre X.— 4) Voyec le ch^itn pzéoédoit.— 6) Voyes ci-deMOS, ehapltret X et XL — 6) Voyei M. Chtt> 
lei, BxpUetUioH des traitét de Fabaou, p. 11-47 da tinge à parl(Bxtnit àm Comptf-rtndiu dn tiancti de VAcadimie de» ecien^ 
CM, a« et SO JaoTler 1843. — 7) Voyei d-de«ae, cbapItN X. 

Toro. V. N. 6. 48 
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àmmakmémJSL ^Sbdé^ ptnlt ea Hftirtif T— ?nig» imitale Àì§mri§miét 
ar«w T»(ftiptof imO) fM est «nm^e, piMé por ìm mìm de a. le 

iMiie de VàritkmMpu \wU irifcf àe Miìibbiì Wa Mjmi AMAmìmL S iddtort àe Bufc 
lelndMlav, ■ a qilhéàhfcii la aéttHe gfww wihn de r>fciq» t h 
aree le aere. Gir I arak éerft «a tnìÈé ^iprti TaMieMe MÉttodg, el 9 y 
•e ImweaUiom dea Pyl fcag ari cfe » f). 
Ea ee aitaif fièele, panll ea Eipagae le Mktr alf i iitarf é§ fnetké 
par IL le friaee laaceaiyigai, d fri ett aae laMìHn hùmt de ra a t ii^ anbe de 
bea Voaaa Alkk^ioai fm Sem de Sévfile f ). 

Aa c e a ai WFB ai Ml da mFeiède, la a i é ttade iade irifcf deatfae ea Aagleierre, ai elle eet calBfée 
par Jeaa deHolywead(8aerohoaeD),elafcGallaa»edeMilBiirtBij,PoafaadiBl tea deaz ■éthedei, prt- 
tead hke wetir aaari dea Aiabea Tebmeet de Geibert, qai Tieat de Boèee. Celle crrear étaH ii iar i a fa 
par te dtefédit daaa leqad éiaìt toaibée aten ea Aaglelerre fa teelare dea oarragea aadeaa,aaivaalte 
téméipngf de ieaa de SaCffcary, die par IL Caater (aole iO). 

Dapale loia, tea Ifaeee de la aiéttede giéeo-fmaaiae de rabaeae eViia Balenai de piai aa plaar età 
peiae q ael q aea écffralaa, jaeqa'aa eoanMaeeBaat da XYl* ilèete, ee rappelleat eaeofe ^ae eeae 
de fteal de Boèee. 

CaUirée jaeqa^alora eartoat par dea BMrfaea fraa^ et aaglala, rarttkaiéUqae, qai derait 
natte de ei graade déveto p peai ea to, y fìrt traaeplaBlée toal k eoap, aa eoiuMaeeaMat da XIIl*aièete , 
par Léoaard de Plie, fla da aurdbaad Boaacei et aMrchaod faU-aèaM. La irte el lee écrìli de ee per- 
eoaaage oat élé nia ea laeiière par IL Libri d*abord , et easoite , dine aualère beaaeoap piai exiele 
et ploa eoaqplète, par M. te prìaee BoaeoBpagnl t), éditenr dee CBairei de Léoaard 3). Ea Ilafie, ee graad 
ailtbaiétieteB de XIII« aiède B*aTaÌt ea poiv prédéeeeeeori biea coaaaa qoe denx tradactean de U pre- 
arière aioHJé da HI* iièete, PUton de Throli 4) et Gherardo de CréaMme 5). Né daaa U eeeoade BMritié 
da XII* iièete Léoaard de Plie fot iaetniit par eoo pére daai te pratiqoe de Teheau. Dei affidrea de eoai- 
meree te eoadoiiireat à Boogte, ea Egypte, ea Sirte, ea Grèee, ea Stette, ea FroYeaee; Q cobboI tea mé- 
tbodee de noaiéralioD éerite et de calcai oiitéei daaa tona cei pays; y ajoota de aonreanz perfectioa- 
neaieota; il réeoaia cet eneoaible de aotiona d^aritboiétiqne pratiqne et d*aigèbre daaa eoa traité De fé- 
bacut $ì, compoié ea ISOS et retraTailte par lai yere It», En ISM, il arali poblte aa GémétrU preU- 



0) Le tutte Mk r«te«M, ptr Addhnt de Baili, « tnan * Peeii d«s le 
deoe le ■eiiu e ua letta b. l de ieellfer. LlnTeottoii de ràtacos j ttt, ettffbiiée à Pyfliegote. 
Jeaner IfM (Cc mpte$ rtitéhu de$ Uamm de Fjtemd. de$ $e.V XYI, p. S», Bole 7 ). II Fa réfèU k TI 
iCDToyBBl eoK deux ■eaoieftti de Perle, deoe la aéenee do M >afllet Itu (Rstralt da Comfle reitdm, p. s, Mie s, da tlnfe è 
peft). Ced répood è im doute esprime per U. Centor, qui dlt (noie MS e, p. MO) qif^eée vroir perle da traité d'Idalfcart de 
Belfe enr refeaeoe deoe le aéeoee do m Jearier IMS, M. Cbariee n*cn perle piw dane no traTaO pi» véecat Addkart dU qaele 
aot «teMW cet Bodcfoe «t rfaaiie déenpU, mete qoe le dob andeo de retaeoe étatt tàbU de /yttefer*. — t) Tojei d-demae 
dL ZTIIL — 1) leommrdo vom Pitti, p. Ml-»4. — S) DeOa vite « deOr «fere di Leetmrdo Pitamo, 198 p. ìb-I. (aemf,MM ); et 
Intorno ad alemu optre di Ltomardcr Pittato, 400 p. Ìii4 (Iobm MM ). — S) SerUH di Leenmtdo Pimmo, 1 Td. gr. ìb-I. (Boom, 
ittr-lMS ). — 4) Tojec M. le prinee Boneompegol, DelU venioni fatte daPlatone raHrtóio,4S p.|tr.in-l (Berne, l»t ). — i)To- 
yei M. le prloee Boacooipegnl, DeOa vita e delle epere di Gherardo Cremonete, traduttore dtH teeoU doodeetae», e di GkarmHh 
da iaMonetta, attronomo del teeolo deeimoterxo, 100 p. gr. ioH (Boom, 18M ). M. Center renvoie à la noCiee détdUée de IL le 
prloee Boneoa pe gnl eor lei omrreeei ■Mthémetlqiiee tredolti por Platon de Tlroli; mete U peralt ne pee eoonaltre la aotiee ooa 
moine détaBUeda m4me eofeot t/a ìm omnaise w a thématf gaM tcndotti por Ghefaido de ftémumi — €ilk abaco, %te p. gr. 
io-l. {ferita, t 1, Bone, IMT). 
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pt» 7). Eh IttS, à Pise, il anit été présente à rempereur Frédéric H, et il avait Improvisé la soHitton 
de problèmes difficiles «Tanalyse détenninée et iBdétermlnée, posés par Jean de Palerme et par Théodo- 
re: pour troayer ces solotlons, il atait employé des métbodes dont U possédalt seni le secret; il les fit 
connaltre dans trois traités qne nona avons 8). Sod Commentale twr le Uere X des BUmem* d^BueUde, 
et son Uvr$ dee tMrehamde sont perdus 9). Les renseignements manqiient sor les demiers temps de sa 
yie et sor la date de sa nlort. 

Dans les oeunes de oe matliématicien si heurensement doaé, M. Cantor ne s'arrdte pas à ce quicon- 
sUtoe ses plus beaax titres de gioire, mais seolement à la partie élémentaire de son traité De f aftoenf, 
c'est4-dire à ce qal interesse lliistoire de la nomération écrite. Ao commencement de ce traité, Léo- 
nard distingue: 1». la mithode de Fabaeue de Pythagore; 2**. la méthode d^Àlkharizmi , et 3®. la mitkode 
indUime, quMl met beaucoup audessus des deux antres. Snivant M. Cantor, il avait pn connaltre cotte 
troisiòme méthode surtout à Bougle, qui était , dans la Mediterranée, le principal centro du commerce 
des Arabes avec TOrlent, au XlII'siècle. Or, cotte méthode indieime n'est par la numératlon avec nenf 
chiffres et a?ec le zèro, puisqn'à ce compie elle ne dilTéreralt pas de la méthode indo-arabe d'Alkharizmi. 
Ce n'était par non plus Talgèbre , empruntée de memo depuis longtemps aux Indiens par les Arabes, 
qnl en développèrent heareusement quelqoes partjes, mais qui en détériorèrent la forme generale, bien 
loin de la perfectionner. Ce devalt étre une méthode Indienne qne les Arabes ne s'étaient pas encore 
appropriée au commencement du XIII* siede. M. Ghasles 10) conjecture que c'était spécialement la Re» 
gula falsi» récemment empruntée aux Indiens par les Arabes, qui la nommalent ekhatayn, c^est-à-dire 
règie des deux parties ( alkitain) 11). M. Cantor penso que la regula falsi, ou règie des dewc favsses pò» 
sittons 18), faisait bIen partie de cotte méthode indienne vantée par Léonard de Pise , mais que celle-ci 
comprenait de plus divers procédés indiens qui n'étaient pas encore entrés, ou qui n^étalent entrés que 
depuis peu de temps, dans la pratique des Arabes. 

De cenombre seraient, suivant M. Cantor, les denxméthodes de multlpllcatlon qne les Indiens nom- 
malent vajràbhgàsa, multlpllcatlon en xigxag , et shabacak, multiplication en réseau 13). Or U est bien 
vrai que la multiplication en xigxag (vajràbhyàsa) se trouve chez Léonard de Pise, dont elle est mème 
le procède habltuel et presque unique 14), procède extrémement Ingénleux et très expéditif, mais un 
peu difficile, qui n'est autre que la moUipHea per crocetta ou per casella de Fra Luca Pacloll 15), et qui 
consiste à faire les multlplications d'un chlffre par un autre dans un ordre sussi régulier que compllqué, 
qui avec des additlons faltes de mémoire à mesure que les produits partiels se présentent, permei de 
trouver successlvement tous les chiffres du prodult définitif , quelque grande que soient les deux facteurs, 
sans avoir écrit aocun chiflTre des produits partiels. Mais il n'est par vrai qne la multipUeation en réseau 
(shabacak), procède aussi facile qu'ingénieux 16), qui est la moltiplica per gelosia ou per craticola de 



7) Pnutka CeometrUt, p. 1-234 {Seritti. t 2, Rome, iMa ). — 8) Flo$ ttàper 9ci»iiiomiJbm qw im m A am gtMnMomtm ad %u$m- 
tum H ad geometriam vài ad utrumqut periinetUiMm ( SeriUi^ V 2, p. 927-S47 ); De modo tolvendi qtuutione$ aviitm «I «tmìKitm 
( p. 247-253 ); Idher quadratonm ( p. S&8-28S ). — 9) Voyex M. le prinee BonoompaKol, Intorno ad alemu opere di Leonardo Pitano^ 
p. 141-248. — 10) Compiee rendia des eianees de VAcadimie dee eeieneee, 6 Jain 1859.— 11) M. Cantor abandonne idi (p.350 ) lln- 
terprétatlon quii- avait doonée de oe mot aral>e dans le ehaj^tre XVin (p.266).— is) Compaiei Conali, Memorie 5tof*co-5ct<i»- 
iyiche eulla origine deìF odierna aritmetica, Rifl. XIV, p. S77-878 (Seritti ined, di P. Coeealit jniòftl. da B. Boneompagid.) 
— IS) M. Cantor ( note» 646 et 647 ) renvoie, ponr la méthode Shabacah, à la description quii en a doonée dans la Zeiteehrift fSIt 
MaH u m mti k und PhytU (II, 859), et, poor la méthode Ft^bhyàea, aa F^ganita de Bhascara et aa oommentaire de Ganesa sor 
ì^'LOavéti da mème aatear iodlen. — 14) Idher aòaet, p. li-lS. —15) Scritti inediU di P. Coeeaii, pubbUeaH da B.Boneompa' 
gnif p. 116-117. — 16) Ce procède consiste à traoer an damler rectangolaire. qui alt aatant de rangéea Terticales de caseSfqall 
y a de efaifljret dans le mnltlpUcande, et aatant de rangéea horiiontales, qaH y a de chiffres dans le maltipUcatear,à piacer dia- 
qoe ehiflta da moltiplleande aadessos de la colonne verticale de mème rang et chaqoe ehittre da moltiplicatear en cète de la 
ooloone ho r iaontale de mème rang, à dlTiaer les cases par des dtagonales, à éerire dans Fon dea triangles reetangles ainsi forméa 
le diilfre des anltés et dans Paatre le chiffre des dixaines do prodait des deox chiffres qoi eorrespondent simaltanément à chaqae 
case, et à Calre les additlons saivant les oolonnes obUqaes formécs par les diagonale». 

« 
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Paeioli 17), se trooTe chez Léooafd de Pise: la seconde Bélhode de BoltipUealk» qve, dm le pas- 
sale 18) iodiqaé par M. Caator, Léonaid ajonte après covp, conne ph» facile qoe la BvlttplicalkMi ta 
sS§xag poor les grands nombres, est celle qoe PacioU nommt moU^^lica per qumifUaUrù 19): elle ne dil^ 
fere de notre méthode ordìnaire, e*est-à-dire de la BoltlpUcation par iekeh»t(p0r «ealillejdes abadt- 
tea M), qne par un petit détall de disposition , qui consiste à mettre dans nne mème colonne Tertieale 
dVm damier trace d^avance le premier chiflire à drolte de chaqne produit dn moltiplicande entìer par 
chaqne chiffre dn nrahìplìcatenr, à mettre dans la seconde colonne Tertieale le second chiffre de chaqne 
prodnH partici, et ainsi de suite, puls à faire les additions sairant les diagonales non tracées dea petils 
carrés do damier. Gette^ méthode n'a ancnn avantage sur notr» méthode onfioalre, qnl a celni de n^aroir 
pas besoin de cases tracées d*a?ance. 

M . Cantor soop^oone qoe dans la wtéthode indiemu Léonard, comprenalt aossi certaines considératiOBs 
thèoriques sor les nombres , dont il n^a donne qne les premiers éléments dans son traité D$ Takoau , 
mais qoi depois oot été portées à on point qnl n^arait jamais été atleint ni par les Anbes, ni par les 
mathématiciens eoropéens do moyeo-lge , ni méme^ ajoote M. Cantor, par les indiens. 

Gomme exemples des considérations qne Léonard a tronrées dans la tradition gréco-romaine et en nè- 
nie temps chez les Arabes, M. Cantor cite la théorìe des nombres premiers 21), et la décomposUion 
d*mie fraction en plosieors aotres (ìractlons qnl aient tootes poor nomérateor Tonlté SS). 

Cest aox Arabes, et spécialement à Mohammed ben Mensa, qoe Léonard a empnmté Talgèbre , i la- 
qnelle n consenre son nom arabe SS), et quii a empnmté anssi le xéro , dont le nom arabe Hf^ 
derient chez loi zepUrum S4) ao neotre ( et noo xephinu, cemme le dit M. Cantor). 

Qnant an eaicul twr Ut ioigis S5), à la divitUm eompUmentaSn S€) et à d*antres proeédés de molo- 
dre importance, ce sont des empronts faits par Léonard à la tradition de Boèce , de Bède , d*Odon de 
Clooy, de Gerbert et des abacistes postérieors. 

Mais Léonard empronte avec choix et sait perfectlonner ce qoH empnmté. Les Arabes araient Fosage 
empiriqoe de la preuve par 9: il en donne la démonstration à la manière d*Eucllde, c^est-à-dire en snbsti- 
toant des llgnes aox nombres. 

Dans la soostraction , lorqo'on empnint est nécessaire, Léonard, an Uen de dimlnoer d*one unite le 
chiffire solvant do nombre principal , prescrit d'aogmenter d^aotant le chiffre soiyant do nombre à sona- 
traire S7): pratiqoe qoi donne moins de prise aox distractions, solvant M. Cantor. 

Enfin, Léonard s'est occopé S8) de certaines séries de fractions, dans le dénominateor de chacane 
desqoelles on soos-entend comme facteurs les dénominateors écrits de tootes les fractions précédentes. 

M. Cantor dit, en terminant, qo^il aorait pò troover beaocoop d'aotres choses intéressantes à noter dans 
le traité de Léonard de Pise sor Tabacos. Mais, ne poovant pas toot dire, il fallait s^arréter qoelque 
part. Il aorait pò méme s'arréter plos tòt; car il avooe qoe toot ce chapitre et méme le précédent for- 
ment nne sorte d'appendice à la fin de son livre, qoi, malgré le caractère Yagoe de son titre , concerne 



17) SerUU hud. di P. Co$$aUf p. ii8. Les Anbes DomuMlent tossi oette méthode ekàba^.yoja M. Woepefce, Traémetiom en 
traiti d^Jrithmétique d'jtlkalfddi, p. 13 et 14, et note i de la p. IS (Rome, 1869, io •4.)- Poar plos de détafls sor tette méthode , 
voyei M. Worpcàe, Sur quelque$ aneieime$ mithode» de ntnUtplJeaKiMi, Jrte de loMociko, Tableeoz III et lY, p. MS (Rome,18a, 
In^)— 18) Liber jébaei, p. 19.— 19) Scritti inediti di P. Cceeali^ p. 117. Compuec M. WcppdLe, jtnàeimee wt^kodea dee mmll^l€m 
tiom, Jrte de labbaeho, TaMera II, p. 4-8 et p. 10. — 90) Voyez M. Wcepeke, Jne. méth. de mmtt. Jrte de UMadiOt TsMeeo 1, 
p. 4, lo et 11, La MoltipUca per eeaehieri de Padoli (Scritti inediti di P. Coaeali^ p. 118 ), rune des hoit qall énomère, ne dURre da 
la mMipUea per ecaletta, Ideatiqne à la nòtre, qoe par la préeantlon fatatile de traeer nne case poor diaque chiffre. La ma l^ p Kee 
per eaitOittceio di Padoli sapprime lev cases, mais, oommeofant par eo bas, dirplaee les mis amde ttm e des aatrea les peodoUs 
partids da maltlplicaade eotler, et elle rempUt par dn zéros les plaoes Tldes à droite des prodoits sopérieon. C*est aae aatre ▼•• 
riété iosigoillaiite de notre méthode ordfaiaire— si) Uber abaci, p. SO. — 3S) liber abaci, p. 78-8S.— SS) lÀber abad, p. 408 al 
sttiv. sor les mots arabes ay^r v^almakabaiaht iroja d-dessas , chapitre XTIII, note 19.— 94) JMer otaet, p. 9, L 4; p. 8, 1 99, «le. 
3») lÀber abad, p. 6. Comparex p. 7, 1. 9, 14, 18, 99, 88, 84 et 48; p. 8, 1. 14; p. 17-lS; p. 80, ete. — 98) Liber abaci, p. SI. — 97) Liber 
tAaci, p. 99. — 28) Liber abad, p. 94. 
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prtncipalemeot lliistoire des systèmes de signes noméraux. Ajoatoos qne , dans les chapitres pr6e6- 
deots et dès les premiere , H y a blen des excnnions sur des doioaines qni ne tonchent que de loio 
à cet objet principal. Les CmuidiraiUmt finale* dans lesqoelles noos aUons soivre notre auteur, n^ont 
pas la prétention d'établir IHinité sevère de sod onvrage, mais plot6t d^en aToner et d'en eicnser la 
marche un pea vagabonde : marche excasable, en effet, pnisqne raoteor a su rencontrer sur son chemln 
tant de notions historiqaes d^nn haut intérAt, et les coiummlqDer à ses lectenrs. 

Considératlous llnales* i) 

Dans les recherches principales sor les signes nnméraux des peuples de rantiqolté et da moyen-iige, 
comme dans les recherches accessoires qnll y a mélées, M. Gantor s'est propose un bnt general, qaMl ex- 
prime modestement la crainte de n^avoir pas atteint autant qall le désirait: t Je voolais, dit-il, faire volr 
par des considératlona tirées de lliistoire des mathématiqoes, quelle marche on doit attribuer à la coltv 
Intellectoelle «t morale des peuples, et montrer que, pour arriver jusqu'à nous, la science mathématiqne 
a solvi la mème roote qui, d'après les traces d'autres porteurs de la civilisatlon, nous est indiquée comme 
ayant été soivie aossi par eox. » Getto conclosioo, qoe je viens de tradoire, est un peu vague^ comme 
le titre de Toavrage. M. Gantor aurait mieux fait de la prédser en rappelant qu$Ue rwte la science ma- 
thématique et sortout la. numération éerite ont suivie dans leu» progrès. 

lu lìeu de noos préseoter ce résomé natorel de son livre, M. Gantor se home à rappeler , panni les 
points traités, ceux qui, par leur nouveauté, lui paraissent dignes d'une attention speciale, soit de la 
part des mathématiciens, soit de la part des autres lecteure. G'est aux mathématiciens qu^l s'adresse 
d*abord (p. 355-356). Nous allons renverser cetordre, afin d'obtenir une gradation ascendente d^ntérèt. 

M. Gantor me paralt se faire illusion, lorqu^l attribue une haote importance et un caractère sévère- 
ment historique à son roman de la vie de Pythagore (chapitres Y, VI etYII ), tei qoe M. BoBth le lui 
a iospiré, et je ne sois noUement touché de Tapologie quìi en présente dans ses Contidérati<mt fina- 
foi(p. 357-361). 

Ensuite il renvoie (p. 868) les leeteurt non mathétnaticient à Tétude des anclens temps de la Ghine. 
Ila poorraient commencer cette étude, d'une manière aossi brlève qu'otlle, dans le mémoire dldeler sor 
la CkronologU dei Ckinoie, et la compléter ensoite par la lectore des recherches d'Abel Rémosat, de 
M . Stanislas iolien et d'aotres savants. Mais , sMls abordaient sana précaotion la lecture du Ghapitre III 
de M . Gantor, à coté de quelques notions justes sur la langue et Pécrìture de ce peuple , ils y trouve- 
ralent d'une part une erreur de falt sur Tantiquité des porcelaines chinoises découvertes en Egypte et 
en Babylonie, d'autre part les fausses conséquences que Tauteur en déduit et qu'il développe dans son 
chapitre VII. 

Il rappelle (p. 361) qu'il a 8ignalé(p. 88-38) la Babylonie comme un centro important de connaissan- 
ces. U a eu raison; mais M. Weber étalt arri ve avant lui à la mème conclusion, en Tappuyant sur des 
ftits plus nombreux et plus décislfe. 

Les vues que H. Gantor (p. 361-362) emprunte à M. Oncken sor Forigìne probablement babylonienne 
de la divlsion sexagésimale , reposent sor des indoctions vraisemblables. Mais noos avons vn que le fait 
de Femploi perpetoel des firactions sexagésimales chez les Babyloniens est prouvé par des documenta 
que M. Gantor aurait pu trouver dans l'ouvrage de M. Pihan, 

U y a beaocoop de vérlté dans les considérations de H. Gantor ( chapitres XIX-XXIII et p. 863) sor 
la pereistance des étodes grecqoes et latines ao moyen-ftge, en ce qui concerne les mathématiques. Mais 
ce point, de mème que le précédent, Ìntéresse~plos les Ueteurt matkématieiene qoe les aotres, aoxqoels 
M. Gantor s'adresse en ce moment 



t) SdUtu^lnektm$»m, p. 1H-M3. 



382 ANNALI DI MATEMATICA 

Qnint aax Uetenri imUkémaiieUnt, voiei les points sor lesquete U Sedarne snrtont leor attentioii (p. IM). 

Dana aon chapitre III, Il croit avoir montré rantlqaité ao moÌM possible do zèro chea lea Chlnols. 
J'aì dit, ao cootraire, qoe probablemeot le zèro a été introdùit aasez fard par rinfloence indlenne daoa 
le ayatème dea barres mimirale* dea Ghlnoia , ayatème analogoe à la notaUoo hiérogiiphlqoe dea nombrea 
chea les Egyptiena. 

Il renvole avec coofiance à sea chapltrea VI et VII: on y troove, aor rorigioe dea connaiaaancea ma- 
thématiqoes de Pythagore, des coDjectores dans leaqoelles il donne beaocoop trop de place, d^one partila 
legende sor les fonctlona aacerdotalea do philosophe grec en Egypte, sor son voyage à Babylone et aor 
ses relations prétendoes avec Zoroastre, d^aotre part à lliypotbèse faboleose des relatlons directea entro 
lea anciena Babylonlens et les Gbinois, et à one opinion peo joste envera le genie grec et beaocoop trop 
fovorable à la science des Egyptiens et des Babyloniens. Mais il a le merita d^avoir trèa bien montré le 
rapport qoi exiate enlre le théorème de Pythagore sor le carré de lliypoténoae et lea notions do mème 
philosophe sor rarithmétique et aor ses rapporta avec la geometrie. 

La comparaiaoo qoe M. Gantor a établie ( chapitre X, p. 150 ) entro la métkode él^exhauttUm et la me- 
thode d'Archimede poor eiprimer verbalement de trèa^ granda nombrea, n^ajoote paa aotant qoll aemble 
le croire (p. 3M) aox excellentea conaidératlons de M. Ghaalea, qoe, do reate, il accepte complètemont 

M . Gantor me paralt de méme ajonter trop d'importance à sa négation absoloe de Texistence do zèro 
chez les Grecs ( chapitre Vin, p. 12Ì-Ì27 ). Entro cotte négation, teile qoe M . Gantor rexpliqoe loi-méme, 
et Taffirmation de tf . Woepcke en faveur de Texistehce de ce signe chez les Grecs avec one forme 
et one significaflon analogoes , mais avec on osage diflTérent, il y a one qoestion de mot plotdt qoe 
de fiiit. 

M. Gantor fait bien de rappeler Texplication qoMl a donneo ( chapitre X, p. 148-154 ) sor le rapport 
entro la nomération pariée des Grecs et les tranches de qoatre chilfres d'Apollonios, de méme qo'entre 
la nomération pariée des Romalns et nos tranches de troia cbiflTres. 

11 a de méme raison d'attacher de Timportance aox considératlons noovelles par leaqoellea il a con- 
firmé Taotbenticité de la Geometrie de Boèce en deox livres, et spécialement des passages sor les neof 
signes pythagoriqoes si analogoes à nos neof chilTres modemes (chapitrea XI-XYl, XIX, XX et XXII). 
Mais noos avons vo qo'il restait encore beaocoop à dire après ioi en faveor de la méme thèae , et sor la 
natore de ToBOvre de Boèce , dont le premier llvre presqoe enUer est one tradoction dHm maigre ex- 
trait grec de la Géùtnétrie d'Eoclide. 

Il a le mèrito d'avoir proové (Ghapitre XIII , p. 188-185; chapitre XV, p. 288-889, et chapitre XXI , 
p. 308 ) qoe Boèce avait écrit one Àstronomit , et d'avolr montré qoe cet oovrage était préparé par le 
morceao sor les fractions, mis par Boèce à la fin de aa Geometrie, 

Enfin, il a foftifié (chapitres XXI et XXII) les preoves données avant lol de Torigine gréco-romaine 
et nollement arabe des connaissances mathématiqnea de Gerbert. 

Je m'empresse d'a^ooter qoe M. Gantor est loin d'avoir mentionné ici tootes les observationa neoves 
et otiles qoe son livre renferme. Par exempie, il n'a pas rappelé le service qoMl a rendo en analyaant 
(chapitre XX) le traité d'Odon de Glony sor Tabacos. Seolemeot il aorait dù ajooter, comme je Fai mon- 
tré, qo'Odon, on demi siede avant Gerbert, ao lieo d'avoir aooa les yeox les deox passagea de la 
Geometrie de Boèce sor Tabacos , abrégeait on traité de Tabacos redige d^après les priocipes de Boèce, 
et qo'Odon prenait à tort ce traité poor one <BOvre do savant- contemporain do Théodoric. 

Qoant à Thistoire des cbiffres et de leor osago^ M. Gantor ne a^attriboe goères qoe le mèrito d'avoir 
réoni et dispose dans on ordre nooveao et plos lamineox des faita dèjà qonnos. Sor qoelqoea points , 
cet ordre m'a semblé laisser encore à désirer [voyec sortoot la fin do chapitre 1«), et j'ai elgdale des 
lacones, dont qoelqoes ones étaient faciies à comoier, et dont d'aotres mèritaient la paino de 8>n ecco- 
per. Mais, d'on aotre coté, je troove qoMci M. Gantor ne se rend paa assez de jostice à Ioi méme. Gar 
qoelqoes points de ses recherches, qoi viennent d*étre rappelés, et d^aotrea qoi aoraient mérité de Tètre, 
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contribuent à jeter un nouvean jour sor rorlgine des figares ties cblfflres et du léro el sur Torlgine de 
leur Yaleur de posltlon. 

Sur ces deux questione llées entro elles, mais pourtant bien dlstinctes , H. Gantor a fait Taire un pas 
à la science bistorlque; M. Woepclce en a fait faire un autre; profitant de leurs exceUeots travaox , fai 
essayé de faire un pas de plus, et d*ajooter le plus que j*al pu aux notions contenues dans le liyre que 
f avais à analyser. 

Je poorrais, à mon tour notar ici les points qui me paraissent les plus importants dans ce que fai 
ajouté. Mais f aime mieux laisser ce soin aux lecteurs, et dorè dHine manière plus utile oe travail plein 
de détails si multipliés, en formulant, et en développant, s^il en est besoin, les resultata généraux qui me 
paraissent en ressortir, pour ce qui concerne lliistoire de la numération écrite, objet principal du livre 
de U. Gantor, mais qui tient trop peu de place dans ses CimtidératUm finales. G'est là, dans son estima- 
ble travail, une demière lacune, que je vals essayer de combler en parUe. 

^ensemble des noms de nombre employés dans une langue, et la manière de oombiner ces noms 
entro eux pour exprimer tous les nombres, Unpliquent un certain systéme de numération, qui est colui 
des peuples parlant cotte langue 8). 

Un peuple qui , dans son langage, serait réduit à exprimer les nombres par la répétition du mot sl- 
gnifiant un, serait bien misérable. Il faudrait plaindre, bien moina sana doute, mais beauconp ancore, un 
peuple qui, réduit à la fameuse arithmétiqu§ bina{r§ de Leibniz, n'aurait de mota que pour 1 et 8 unl- 
tés simpies , mais aurait ensuite un luxe embarrassant de mota pour les puissancea de 8, et serait con- 
damné à exprimer longuement tous les nombres avec cea deux petits nombres d^unités et avec toutes ces 
puissancea doot la sixième est très inférieure à la seconde puissance de 10. Il faudrait plaindre aussi un 
peuple qui aurait, au contraire, le luxe génant de cent mota dlfférents pour exprimer les cent premìers 
nombres d'unités, et qui, au deasus de ces unités simpies si nombreuses, n*auralt d'autres noms de nom- 
bres que pour exprimer les puissancea de 100, puissancea trop rapidement crolssantes, dont la troislème 
est déjà un million. 

Portée josqu'à ce point, Texagération de cea deux défauts contraires est sana exemple connu 8). 
Mais des peuples nègres de TAfrique occidentale sont réduits à une arithmitiqw quinain, VarithméH- 
qw quatemaire est signalée par Aristote chez des peupiades de la Thrace, et quelques vestiges à demi 
effàcés semblent en indiquer rexlstence primitive cbez les Egyptiens, qui , en triplani la base de cotte 
numération, seraient arrivés à une aritkméiiqw duodecimale, avant de s*arrèter définitlvement à rarithmé- 
tique decimale, également éloignée des deux excès que nous venons d'indiquer 4) . 

Les peuples indo-européens ont un mot simple pour ebacon des nombres depuis 1 jusqu^à 16, et lls 
ont aussi des mots simpies, sinon pour toutes les puissancea de 10, du moina pour quelques unea. Ges 
mota, combinés par addition et par mulUplication , leur permettent d'exprimer ciairementt liicilémentet 
brièvement un nombre quelcooque. SI de plus, ils ont des mots particuliers pour les multiples de 10 par 
cbacun des neuf premiere nombres , ce luxe inutile n*a du moins rien dMncommode. Le système de nu- 
mération de ces peoples est dono essentiellement decimai, et dea oonaidérations étymologiqoes prouvent 
que le calcai sur les dix doigta des mains en est Torigine 5). Gè mème système de numération est au- 
jourd'hui celai de tous les peuples clvilisés, quels que soient d'ailleura laura systèmes de mesuresetde 
fractions. La numération decimale a toujoura été celle de tona lea peuplea déjà arrivés à une certaine 
culture dea sciences: elle a été, dèa une haute antiquité , celie dea Ghinoia , des Ghaldéena, dea Egyptiena, 
dea Greca et des Romaius. Maia ce n^eat que dana ces derniers temps , et par Finitiatlve de la Franco , 
que le aystème decimai de numération a iotroduit aes applications dans le syàtème des mesures. 

S) Voyef M. Nesaelnuum , Die Jlgebra der Grhehnft kap. m. — S) Toyei M. Al. de Humboldt, V^itr iU bei vereMedenen 
Fmikem Miehen ejfeteme von ZaMxeiehem (daDt 1« loamal de BMthévatiqoet de Creile, t. 4, p. 9(i6-9M ).~4} Yoyes d-d«esa». 
ehapitre W, — ») Yoyei et-deiwf . ehapltn IL 
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L'empioi systématiqoe dea fracUons décimales a été ineoDDa dans rantlqnité : il s'est iotrodnit an no- 
yen-àge, loraqae rarithmétiqoe indienne aree le zèro a offerì un moyeo al eommode de lea exprìmer 
par la yalenr de poaiUon eontinnée andessous de runité. Lea Egyptiens procédaient par fraetions très-slm- 
ples, qui tootes, exceptó 8/3 et 5/6, avalent runlté poar namératenraous-enteDdo, et ila décomposaient 
en pliuiears fraetions de cette eapèce les fracUons plus eompllquées €). Les Babylonlens on Ghaldéetis 
procédaient par soixantièmes , en énonpant le numérateur variable et en sous-entendant le dénominateur 
Invariable 7). Les savants grecs ont emprunté aux Ghaldéens la dì vision sexagésimale de l'unite, et aux 
Egyptiens la décomposition d'une fraction en plusieurs qui eussenl toutes Tunité pour numérateur; mais, 
de mème que les Romains , ils employaient sussi des fraetions à numérateurs et dénominateurs divers 8). 
Les fraetions décimales paraissent nous ótre venues par les Arabes: le plus ancien auteur chei lequel on 
les ait signalées jusqu'à ce jour est le juif Jean de SévUle, qui vivali chea les Maures d'Espagne au XII* 
siècle 9). 

Les idées des nombres, comme celles des autres objets de la pensée, s'exprìment aux yeux par Técri- 
ture. Avant de connallre les écritures phonéHqnei , qui représentenl les mots et par eux les pensées cor- 
respondantes, Tespèce humaine a employé des écritures idéographiguet , qui représentent directemeni les 
objet de la pensée , abstraction faite des mots , savolr : les objets visìbles par une représentation gros- 
sière ou abrégée, et les objets invisibles par des représentations d'objets visibles pris pour symboles , eu 
par des signes arbitrairement choisis. En découvrant TAmérlque, les Européens y ont trouvé dea peuples 
habìtués à un système d'écrilure qui peignait les objets. Les caractères de Técriture chinoise sont Idéo- 
grapblques et paraissent avoir eu leur origine dans des peintures grossières et abrégées, dont les traits 
sont devenus méconnaissables. L'écriture égyptienne , autrefols purement idéograpbique, est devenue en 
partie phonétique. Le phonétisme est le caractère dominant des écritures des peuples sémitiques et indo- 
européens. Mais ces peuples ont deux manlères d'exprimer les nombres aux yeux , savolr : phonétique- 
ment en écrivant les noms de nombre, et idéograpbiquement par des signes Indépendants des mots et 
de la diverslté des langues. 

Ces signes idéographiques des nombres, bien plus commodes que les mots dans les calculs, sontnom^ 
més chiffìrei, et 11 y en a de deux espèces, savoir: les cMffret alphabétiquet ou lettret numerale* , qfjì 
sont des lellres cboislea chacune pour représenter un nombre, et les cMffre* proprement diU, qui sont 
des signes spéciaux prls en dehors des alphabets. 

Les peuples à écritore purement idéograpbique ont natorellement des cbilfres proprement dits ; car, 
pour avoir des cblffres alphabétiques , li faudrait qu'ils les empruntassent à une écritore étrangère. Mais 
il leor est possibie de peindre aux yeux les nombres, sans cblffres d'aucuneespèce,parlarépétitiondu 
signe idéograpbique de robjet représenté. Getto représentation concrète est la manière la plus grossière 
d'écrire les nombres. Les Européens Tont trouvée chea d'anciens peuples de TAmérique 10). 

Dans récriture hiéroglyphique des Egyptiens, le signe idéograpbique d'un objet se trouve répété trols 
fois ou neuf fois , non pas pour signifier trols ou neuf objets semblables , mais pour exprìmer le plnrìel 
sans désignation précise de nombre. Répété de mème trols ou neuf fois dans cette écriture , le signe idéo- 
grapbique de cent, de vUUe, de éUx-miUe, de cent miUe ou d'un miUion est employé quelquefols pour si- 
gnifier vaguement dee centainee, dee nUlUere, dee myriadee , dee centafnee de mille ou dee mUUùne 11). 
Mais , dans cette mème écriture, les nombres précis s'expriment d'une manière abetralte par des signes 
placés auprès du signe de l'objet qu'il s'agit de nombrer 18). L'unite est représentée par un trait verti- 

6) Yoyez ei-deMot, ehapltre I«r et M. Pihan, p. s»>39. — 7) Yoyec cHIeMas, cfaapitn U, et M. Pihan, p. 44. — 8) Voyei M. Ho»* 
fdmann, Die Jlgebra der Grieeken, kap. lY, p. 119-116. M. Pihan et M. Cantor ont omb la notatlon gnoqae dea ftracUoai. — 
9) Toyez d'dessns, diapttre XTIII, fio. — io) Voyec M. AI. de Homboldt, dté d-dewas, note S. — 11) Toyec M. Leprina, Veòer 
die Gmtter der vier Blemente bri den j^gy^tem^ p. 994-334 (M4molrea de PAcadémle dea aelenoea de Berlin, Itss, ltt-4).— 19} To- 
yea ct'daMaa, ehapltn I. 
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cai I qa*on répète depnis deax jnsqu'à neof fois poar exprìmer les nombres de S à 9. Mais ces traits , 
quand il y od a plus de qaatre , soàt distribués eo groupes , doni chacuo ne comprend jamais plus de 
quatre traits. Pour que celle combinaison représentdi fidèlemeni une aritkmétique quatemaire, il faudrait 
que dans Texpression d'un nombre ainsi flguré, il n'y eAt jamais qu'un dernier group» contenant moins de 
quatre traits. Il n*eii est pas ainsi, puisque dans cette notatlon 5 se decompose en 3+8, 6 en 3+3, et 9 en 
3-|.3^.3. Mais le groupement par quatre, qui subsiste dans Texpression du nombre 7 decompose en 4+3, et 
dans Texpressìon du nombre 8 decompose en 44-4, avait peut ótre été prìmitivement en usage. D^autres par- 
ticularités de la numération égyptienne semblent appuyer cette conjecture. Dans la langue égyptienne , 
8 était le dnel de 4. La vleille notation biératique possedè, pour les nombres ordinaux des jours du mois, 
un signe affecté à chacun des quatre premiers nombres; mais, pour exprimer les nombres de 5 à 8, elle 
juxtapose deux des quatre premiers signes. Qttatre est le nombre des mois de-chacune des trois saisons 
de Tannée égyptienne: dans la désignatìon ordinale des mois de Tannée, Técriture biéroglypbiqoe ne dé- 
pas9e jamais le nombre 4, exprimé par 4 traits verticaux, et elle indique la raison à laquelle le mois 
appartient. Gependant la laogue égyptienne avait aoquis une sèrie de douze noms pour les douze moia 
de Tannée. De méne, dans la numération, le système jftMKtfmoIre^en triplani sa base, avait puproduire 
un systòme duodéeimal, dans lequel la période quatemaire ne marquait plus qu'une division, comme 
la période ^uinoire, dans le tyetème decimai de quelques peuples. Quo! qn'il en soit de cette bypothèse 
sur réxistence antérieure d*uoe aritimélique duodecimale en Egypte , il est bien certain que Varithmiii- 
que decimale a domine dans ce pays dès une epoque très reculée. La notation liiératique pour les nom- 
bres ordinaux des joors da mois n*a pas un signe particulier pour chacun des noml^es 5, 6, 7 et 8; mais 
elle en a un pour 9, et la notation biératique des nombres cardinaux a un signe particulier pour chacun 
des nombres de 1 à 9. En general , la notation numerale des Egyptiens , tant hUroglyphique qa^hiératique 
et démoHque , a une signe pour 10 et pour chacune des puissances de 10: elle exprime chacun des neuf 
nombres d'uaités de chaque ordre decimai , soit par la répétition du signe simple , soit par un coéffi- 
cient ajouté à ce signe, soit par un signe unique et special pour ce nombre. La valeur decimale de position 
des chiffres est dono entièrement étrangère à tout ce système égyptien: la multiplication par les cofiffi- 
cients y joue seule quelque rdle à coté de Taddition des valeurs des signes. 

La prétendue arithmitique binaire des Chlnois n'est qu'un réve de Leibniz 13). Aussi haut qu*on peut 
remonter dans leur histoire , on trouve que leur numération tant parléé qu'écrite est purement decimale 
pour les nombres entiers. Us ont deux systèmes principaux de notation numerale. L'nn de ces systèmes 
présente plosieun variétés , dont quelques unes sont très antiques : il a neuf cbiflres pour les n^uf pre- 
miers nombres et d'antres chiffres pour 10 et pour chacune des puissances de 10; il exprime les nom- 
bres de dixaines , de centaines , des mUliers , etc., à Taide des signes des nombres d'unités simples 
pria comme coéfficients. Il n'y a donc là nulle trace de valeur de position. L*autre système emplole 
des barres dont chacune représente une unite. Les barres se juxtaposent jusqu*à 5 inclusivement; 
mais , pour exprimer les nombres de 6 à 9 inclusivement , cinq barres sont remplacées par une seule 
posée autrement quo le« autres. Le système decimai ayant son origine dans le calcul sur les doigts 
des deux mains , U est naturel que la somme dea cinq doigts d'une main pulsse ètre considérèe comme 
une unite d'un ordre intermédlaire. L'application de cette considération si natorelle se montre ausai 
dans les notations numérales jDon alphabétiques des Babyloniens, des Syriens et des Palmyrénlens, dafis 
la notation des Romalns et dans une très ancienne méthode de notation numerale grecque par les Ini- 
tiales des noms de nombre 14). On retrouve Tapplìcation de oette méme période quinalre subordonnée au 
tyitéme décUml dans lee abacus à boules, à fiches et à jetons des Chlnois, des Grecs et des Romalns 15). 
Si ce système des barret numerale» est antique en Chine , il a dù avoir aotrefois des signes pour les 



13) Toyei d-destus, ebapltie DI. - 14) Yoyex ci-dessos, chapitre I, fin, et chi^itnt TIII, XI et ZYIL— 16} YOyes d-deieas, 
ehapltre IX. 
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fiUalnes, les centaiaes Ai les milllers. Mais les plos anciens éxemples qne Toh cito de ce système ne 
SODI pas antérleors au VII* siècle de noire ère. Dans toas les éxemples coddus comme dans Tusage actiiel 
des savants, auxquels Tempio! de ce sysième est réservé chez les Ghinois, le zèro indien, avec la va- 
leur de positlon , empruniée auss! anx Indìens , vient se jo'mdre aux neof groupes de batres nomérales, 
qui soffiseni ainsi à Texpresslon de tous les nombres. Mais 11 y a là certainement une importatlon étrangère. 

La DotatioD cuneiforme 16), employée en Assyrie, en Babylonie et en Perse, avait des signes slm- 
ples pour Tunité, la dlxalne et la centalne, et des signes complexes pour exprimer les pulssances plus 
élevées de 10. Pour Texpresslon des nombres d^unités ou de dixaines jusqa*à 5, ce système procède 
par répétition du signe de Tunité ou de la dixaine , comme la notation Uéroglyphique des Egyptlens et 
comme le système chinois des barres numérales. Pour exprimer les nombres d*onltés et de dixaines aiH 
dessus de 5, le signe de Tunitó plus grand signifle 5, quand il est place à gauche d^unités simples, et 50 
lorsquMl est place à gauche de dixaines. Les nombres de centalnes, de milliers , etc., s*expriment par 
les signes des neuf premiers nombres, qui, mis à gauche, servent de coèfBcients, tandisque, placés k 
droite, ils s'ajoutent au^ nombre total. La valeur de posltion decimale est étrangère à ce système. 

Le système romain 17) pour la notation des nombres est probablement d^origine étrusque , comme 
les figures primitives des signes employés. Les principes de ce système ressemblent beaucoup à cenz 
du système conéiforme, malgré la différence complète des flgures. Dans le système romain, chacnne des 
pulssances de 10 a un signe. Jusqu'à 1000, ces signes sont simples; audessus de 1000, les signes sont 
complexes; mais le plus souvent on en évite Temploi. Les nombres d^unités de chaqueordre decimai 
s'^expriment par la répétition du signe de Punite de cet ordre; mais 5 et ses mulliples par les pulssances 
de 10 ont ausai des signes spéclaux, dont les valeurs s'additionnent avec les unltés de mème ordre. De 
plus, le signe de Punite, de la dixaine ou de la centaine, place à gauche d'un signe simple de valeur 
supérieure audessous de 1000, s'emploie par soustraction. A gauche du signe de 1000, les signes Infé- 
rieurs servent de multiplicateurs , et permetlent d'éviter l'empio! des signes complexes pour les puls- 
sances de 10 supérleures à 1000. Le signe de 1000 lul-mème peut ótre remplacé par un tralt horizontal au- 
dessus des signes qui expriment le nombre de milliers , et par le polnt marquant la séparatlon des si- 
gnes numéraux en deux tranches. Quand il y a deux ou plusleurs tranches ahisl séparées, Tunlté de la 
tranche à gauche vaut 1000 fols ou 100 fois Tunité de la tranche à droite , suivant que celle-cl a des 
centaines ou qu'elle n'en a pas. Si les Romains s'étalent avisés de donner à leurs tranches une vUeur 
de positlon dècuple teulement, de réduire au maximum de 9 le nombre des unités exprimées par chaqne 
tranche , et d'inventer un zèro pour marquer la place des tranches nulles , Ils seralent arrivés à un 
système équivalent en principe à notre système actuel venu de Tlnde mais analogue au système des 
bérres numérales cbinoises par la complicatlon de Texpression de chacun des neuf nombres d'nnités 
simples. Mais les Romains n'ont par con^u la pensée de cette heureuse innovatlon. Ils re^nreut tardire- 
ment des néopythagoriclens grecs un système à peu près équivalent à celut-là pour les calculs, mais 
qui, n'ayant par le zèro, ne pouvait s'appliquer què sur un tableau à colonnes préparé d'avance. 

La notation cuneiforme des nombres a appartenn d'une part a des peuples de race scythlque ou tOQ- 
ranienne fixés dans l'empire des Perses, d'autre part aux Perses eux-mémes, peupie de la famille In- 
do-européenne, et enfin aux populatlons sémltiques de l'Assyrle et de la Babylonie. Mais , outre Técri- 
ture cuneiforme employée dans leurs insciriptions , ces demières avaient peut-ètre , pour les usages or- 
dinaires de la vie, une écrlture alphabétique et une notation par lettres numérales 18). Quant aux po- 
pulatlons sémltiques de l'Asie occidentale 19), il est certain que les Syriens, les Palmyréniens et les Pbé- 
niciens ont eu concurremnient deux systèmes de notation des nombres , l'un non alphabétique et plus 

16) Yoyei ci-dessos, cfaapitre n. — 17) Yoyes d-dMiat, eha^itre XI. — 18) Yoyex d-dM*»! dupltn O. — 1») Yoyei d-dti- 
ftos, diapttre I, fin, et diapltn XYII. 
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oa moios analogne an système hléroglyphique des Egyptlens et aa aystème cuneiforme par le principe 
de répétition do sigofi de Tonité, Tauire aiphabétiqae et offirant ane lettre pour cheque nombre dHinités 
et de dixaìoea. Ce demler système paratt avoir existó seul cbei les Hébreai. 

Très ancleimemeiit, les Grecs SO) avaicDt une notation numerale analogue à celle des Romains par 
ses procédés, quolque très dlfférent par ses figures. Dans cette vieille notation grecque, les nombres 
1, 5, 10, 100, 1000 et 10000 étaleot désignés chacun par la lettre inltiale majoscule do nom grec de 
chacun de ces] nombres ; les nombres d'onités de chaque ordre decimai 8*exprimaient par la répétition 
de la lettre numerale jusqn'au nombre 4 inclosivement ; le n enveloppant la lettre nomérale servait de 
coìfllcient pour exprimer cinq onltés de chaque ordre, et Ton pouvait exprimer ainsi un nombre quelcon- 
que jnsqu'à 100000 exclusivement. Mais un système de chiflGres alphabétiqnes , établi à Tlmitation de co- 
lpi des Phéniciens et complete par trols caractères ajoutés aux 24 de Talphabet ionlen, flit le système 
prédominant chei les Grecs. Il offirait un signe pour chacun des neuf nombres d*nnités , de dixaines et 
de centaines , et les neuf premlers signes, avec une virgule à gauche exprimaient les neuf nombres de 
miUiers. Quelquefois les 18 signes suivants, avec la virgule à gauche , exprimaient les neuf nombres de 
dixaines de mille et les neuf nombres de centaines de mille, de sorte qu*on allait ainsi jusqu^au million 
exciusivement. Mais , plus habitnellement, la myriade, prise comme multiplicande , servait d'unite noo- 
veUe , et on Texprimait soit en toutes lettre» , soit par une initiaie , solt simplement par un point, qui 
séparait les lettres numérales placées à gauche et exprimant le nombre de myriades, des lettres numé- 
rales placées à droite et exprimant le nombre d'unités simples; une seconde tranche à gauche pouvait 
Otre séparée de méme, pour exprimer les myriades de myriades , et ainsi de suite. Gè système grec des 
tranches , formule par jkpollonius, est bien plus régulier que le système romain. Quant à Tinvention d'Ar- 
chimede, qui consistait à doobler le nombre des ordres décimaux de chaque tranche, elle n'avaìt nul- 
lement pour objet de foumir aux calcoiateurs grecs un système de notation plus commode , mais bieu 
de donner à la langue grecque un moyen d'exprimer avec précisìon des nombres énormes, et de prouver 
ainsi que ces nombres ne sont ni infinis , ni Indéfinls. Pour arrlver à notre système actoel , le plus com- 
mode pour les calculs , bien loin de doubler chacune de leurs tranches de quatre ordres décimaux, les 
Grecs auralent dA réduire chaque tranche è un seul ordre decimai , faire jeuer ainsi à la dècade le rdle 
quìls donnaient à la myriade pour la valeur de position , et Inventer un signe pour marquer les ordres 
vides. Mais les Grecs n'ont pas eu plus que les Romains la pensée de cette slmpllfication de leurs tran- 
ches numérales. 

G'est aux Indiens qu'appartient Thonneur d'avoir inventé notre système moderne de nomération en 
chiffres , c'est-à-dire Tapplication parfaite de la valeur decimale de position avec neuf chiffres et le zèro 81). 
Très Inférleurs aux Grecs pour le genie d'observation et dlnduction et pour la rigueur du raisonnement 
déductif , lls avaient au plus haut degré rimagination Inventive dans le domaine des spécolations arithmé- 
tiques ou métaphysiques , etunemémoire étonnante, développée par des exercices persévérants. A peine 
avalentrils une écriture, que déjà lls Imagìnaient, comparaìent et exprimaient par la parole des nombres 
prodigieux. Des indiens contemporains d'Archimede le devan^aìent dans cet art. lU avaient sans doute 
dès lors les vieux chiffres couchltes pour les nombres 1, 2, 3, 4 et 9 et pour d'autres nombres; mais 
ces chiffres avaient dù s'offrir à eux sans valeur de position , comme lls étaient employés sussi en Egypte. 
Jusqu'à l'iovention du zèro , les Indiens dorent les employer de méme. Mais probablement lls calculalent 
avec des boules auxquelles lls pouvaient donner des valeurs dédmales de position. Peut-ètre l'invention 
du système des neuf chifTres et du zèro fot-elle précédée et préparée chez eux par l'emploi de mota 
symbollques représentant les neuf premlers nombres et entrant dans des vers mnémoniques oh ils leor 
donnaient des valeurs décimales de position , en marqoant aossi par des mots symboliqoes les places des 



ìHi) Voyei d-dessos, ehtpltre YIII. — si) Yoyn d-dessiu, du^ln IV. 
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ordres décimaux laissés videa dans lea nombres ainsi exprìméa. Ce quii y a de certaln, c^est qn^an moina 
à partir du Y* siede de notre ère, l^usage de celle nnméraliOD mnémonique par mola aymboUqaea mìa 
en vera el doués d^ane vaiear decimale de posilion, a cogxisté dans l'Inde avec Temploi dea neof chiffirea 
el du zèro dans un syslème de nolalion aemblable au ndtre, comme ausai avec i*emploÌ persislanl d*aulres 
aystèmes de chiffres, de lellres numérales el de mola aymboliques, auxquels là valeur decimale de po- 
aitioD étail étrangère. 

li n'est pas moins cerlain 22) que vera Tan 800 la vaieur de posilion, leaneuf cbiffresel le zèro ont 
élè enseignès par les Indiens aux Arabea orienlaux , que ceux-ci onl iransmis celle connaissance aux 
Greca byzanlina à une epoque inconnue , mais cerlainemenl avanl le XIV* aiècle , el que , vers le com- 
mencemenl du XII* siede, les Arabes occidentaux i'onl Iransmise ausai aux populalions chrèliennes de 
rOccidenl. Mais, chez ces demières, une autre invenlion, proviaoiremenl ulile, avail précède de aept 
siècles rinlroducUon de la mélbode indo-arabe : celle invenlìon esl celle de Vabaetu dea néopylhagori- 
ciens. Quelques considèrations aonl nècessaires pour en expiiquer Timporlance bistorique. 

L'ulililé des cbiffres ne conaisle pas seuiemenl à exprimer les nombres aux yeux d'une manière briève 
el daire , mais encore à en fixer les élèmenls d'une manière nelle el bien dlslincle , pour la commodilé 
des caiculs. Gependanl les opèralions arilbmèliques peuvent a'affecluer aans cbiffres. 

Par exemple, on peul, Ùrèa difficilemenl, il esl vrai, operar de mèmoire sur lea nombres expriméa 
par les mols dans un cerlain syslème de numèralion , poisque celle numèralion parlée dialingue lea èie- 
menta de cbaque nombre total, comme de cbiffres pourraienl le faire. 

Les opèralions arithmétiques peuvenl aussi s'effecluer, moins difficilemenl, en ècrivanllea nonfa de 
nombre en loules lellres ou en abrégé, el en opèranl sur eux comme on opèrerait sur lea cbiffres. Long- 
lemps après avoir connu la nolalion indienne , des malhèmaticiens arabes onl persistè à opèrer ainsi dans 
des irailés d'arilbmètique où il n*y a pas un seni signe numerai, el où les nombres entrent dana lea cai- 
culs , tei que la langue les fournil , c'esl-à-dire aans que leurs élèmenls aienl une valeur de poaitlon 23). 

D'un autre cdté, on peut, trèa lenlemenl, il esl vrai, mais Irès facilement el d'une manière indèpen- 
dante de loul syslème parliculier de numèralion parlèeoufigurèe, faire les opèralions arilbmèliquea avec 
des boules que l'on compie. Par exemple , on peut mellre une boule dans un vaso , cbaque foia que 
l'on retranche un nombre de booles diviteur d'un nombre de boules dividende; quand l'opèration ceaae 
d'èlre possible , il n'y a plus qu'à compier les boules du quoHent el celles du resie , s'il y en a. 

Mais les mèmes opèralions s'effecluenl d'une manière plus commode , plus prompte el plus Inlelligenle, 
en rangeant les boules ou lea jelons suivant une sèrie de colonnes douèes de valeura dècimalea de po- 
silion , a fln d'avoir beaucoup moina de boules ou jelons à compier. Tel est le principe du iuanrpan 
cbinois à boules enfilèes; lei ètail le principe de Vabaeut primilif dea Greca el dea Romaina 24). Il y 
avail des abacus où les colonnes èlaienl marquèea par dea rainurea; il y en avail où elles èlaienl mar- 
quèea par des lignea tracèea aur du aable fin. 

Un progrès importanl consista à remplacer cbaque nombre de jelons dana cbaque colonne de l'abacus 
par une seule pièce mobile portanl ce mème nombre ècril , ou bien par ce mème nombre trace directe- 
ment en signes numèraux quelconquea dans les colonnes de l'abacua. Dea néopylhagoriclena alexandrina, 
auleurs de celle invention tardive , y imprimèrenl le cachel de leur aecte el du paya qu'ila babllalenl : 
au lieu de prendre les caraclères grecs qui exprlmaienl lea neuf premiere nombres , ils cboisirenl neuf 
figures adaplèes à leurs inlerprètalions aymboliques, qu'ils exprimèrenl ausai par dea noma greca myaté- 
rieux donnea aux neuf nombrea 25). 

En Grece , celle invention des nèopylhagoriciens parali a'ètre peu rèpandue , et 11 ne faul paa trop 
s'en ètonner. En effet, pour le calcul avec dea jetona, la valeur de posilion dana les colonnes de l'abacua 

33) Voyez d-denus, chapitre XVn.— 33) Voyez cl-deuus, diapitre XVII.— 24) Voyes d-dessus, ditpitnt IX, X, XIII, Xrv, 
XV et XVI. - 35) Voyez d-dessos , diapitn XVI. 
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était d*nDe ntillté evidente, pulsqne , par exemple , clnq jetons daos la troisième colonne étaient plus 
vite comptés qoe 500 jetons ,qu1Is rempla^alent. Mais , qnand, au lien de jetons dont chacnn représentalt 
une unite , on employalt en dehors de l'abacus les lettres numórales grecques, dont chacune représentalt 
un nombre , ces lettres , sans valeor de position , semblalent laisser peu à déslrer pour la facllité dea 
calcuis 86). En eflét, dans ce système grec, chaque nombre d'unités de chaque ordre decimai était re- 
présenté par une seule lettre, comme il Tétait par un seni cbiffre dans le système des néopytbagoriclens. 
Il est vrai que dans celui-ci un méme nombre d^unilés était toujours réprésenté par un méme chlffre, quel que 
fAt Tordre decimai de ces unités, tandisque pour un méme nombre d'unités la lettre numerale cbangeait suivant 
Tordre decimai. Par conséquent, pour moltiplier par 10 ou par une pulssance de 10 un nombre exprimé en let- 
tres numérales grecques , II fallalt changer toutes les lettres , tandlsquMl sufBsalt de reculer dHine on de 
plusieursvcolonnes vers la gaucbe de Tabacus tous les cbiffres pythagoriques, sans en cbanger un seul. Il est 
•ncore vrai que dans les opérations partlelles chaque lettre grecque entrait avec tonte sa valeur numerale, 
Undisque chaque chiflOre pythagorique n*y entrali qu^avec sa valeur simple, Inféiieure à 10 , sans sa valeur de 
posUion. Mais II ne faut pas s'ezagérer cet avantage ; car, par exemple, dans la multipllC4itÌon de 975 par S6, 
la multlpllcatlon partlelle de 900 par 30 n'est pas beaucoup plus difficile que celle de 9 par 3. D'allleurs, les 
avantages réels du système nooveau étaient compensés par Tlnconvénlent non moina réel d^avolr perpétuel- 
lement besoin de Tabacus , dont on se passali parfaltement avec les lettres numérales grecques. SI le 
système Indien avec le zèro s'était présente aux Greca au lieu de Tabacus pythagorique , Ila Tauralent 
bien vite adopté. 

Les Romains , et les peuples de TOccident , pliés aux habltudes romalnès , n*avalent pas les mèmes 
motlfs de dédaigner Tlnventlon des néopytbagoriclens. Car la notalion numerale romalne, très inférieure 
aux système des lettres numérales grecques pour Texpresslon claire, et simple des nombres, retali bien 
plus encore pour la commodlté des calculs Ì7}. Les seuls nombres d^unltés , de dlzàlnes et de centaines 
qu^elle exprlmftt chacun par un seul signe étaient 1 et 5: pour exprimer chacun des sept autres nom- 
bres d^unités de ces diflérents ordres décimaux , II fallali réunir deux, troia, quatreoucinq signes.Outre 
ses autres avantages , le système nouveau avalt pour ces peuples celui de les dispenser de faire entrer 
dans ies calculs ce lourd bagage des signes Incommodes, ou bien, sMls voulalent le conserver, de le rendre 
plus simple , plus manlable et plus clair , en le réduisant aux sept groupes de signes qui , avec les. si- 
gnes de 1 et de 5, exprlmaient les neuf premlers nombres , et en isolani chacun de ces groupes dans 
les colonnes de Tabacus. On condoli dono que , pour les calculs , le système de Tabacus pythagorique, 
avec ou sans les figures des neuf cbiffres, alt prévalu en Occident, jusqu'au jour où II dui dlsparattre 
devant le système indien transmis par les Arabes , système dont l'avantage considérable dù à Tusage du 
zèro, est de permettre non-seulement d' exprimer tous les nombres, mais d^exécuter facllement et dal- 
rement tous les calculs , sans avolr besoin d'un tableau è colonne trace d'avance. 

AinsI la valeur decimale de position, pour les boules ou jetons employés dans les calculs, a été'con- 
nue de beaucoup de peuples anclens , et nolamment des Grece et des Romains. Une secte grecque a Inventé 
tardlvemenl Tappllcatlon de celle valeur de position à un système de neuf chlflOres; mais avecianéces- 
slté d'un apparell génant. Les Indiens ont inventé de leur còlè la valeur de position des cbiffres; mais, 
au lieu de 9 seulement , ila ont eu Theureuse pensée d'en prendre de plus un dixième , pour conserver 
aux autres leurs rangs en marquanl les places vldes. Cesi alnsl qu'IIs ont rendu commode rappllcation 
de la valeur de position. Employé d'abord par eux et ensuile par les Arabes à des usages assez restrelnts 
ce système domine aujourd'hui à juste tilre chez tous les peuples civUIsés. 



96) Onupaici M. Chatlet, 5w U pa$$ag€ du pramtcr Uvre dt ìa Giomitrie de Boèee rtìaiif à un nouveau «y«Mm« de numi- 
ration CBraxellet, ISM, In-i), et M. Ifenelmum, DU Jlgebra der Griechen^ ktp. IT, Die Lofiatik der Grieehen. — S7) Yoyei d- 
dotus, ohapltn XI. 
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LoaglMipt rodgiM d rUilttire 4e ee syHèae oat élé aal eoapriiM, pareeq«*M t*eitteic!te6 qp^l- 
tot isfaint^m ItaiiqpMi «ree roriglM el rUtlttire dcf fgvw dcf mnt eUftw. CTeat afMi qp^oa a 
YMhi NÉner aaz Gfeea el aaK iothi anériean i nalaaisaw la lyslèBM de rabaev avee Talev ed 
paaWaa dea ekUfteapav le Mpé Teair de Fbde par lea Anbcstt). CreataiBaiqae,parMeeneBr eos- 
miM , oa a ile leale d<Ubflbaer aaz «fece el aaz ■etlai, aree Fabaeaa «I lea aeaf dUmm, Fasage 
ladtoa da ttn, qai eal veaa leadre rabaeaa iaatile SI). 

€ea deaK enean pearrataal eheieher aa appai oa aa pretexie daaa aae ifiilcailé qae fri eaeayi de 
rt aaad r eJÌ|.JMleayit(haegrtcD- f a « i ìa de rirfwcaa aree aeaf eMflreaaea l ea ^ 
aeaf diftaa etrda liro aaaa BbaBaa,a*eal peate BièaM origiae, eoBMMM ae liyt-a qa*ealfe 1^ 
dÌeaaelleaaeaf<Mlliraa greca teaalaiflyaH dea leaaeaibiaBcealrepgraBdeapoar ètte daeaaafcaaaidTC» 
cldfteaa0nÌeaMladoaeaaelaTMIiòa|feeqaetraBfaiiaeinade,oableaaBe laTeaOoa iadieaBe traaatfae 
à te lifèee T lloa,)Nri8qae, dèa aae époqpe ob lea Greca B*aTaÌeai eefflalaeaMal paa eea aeaf chiflirea, el oè lea 
iadleaaB*élaiealpaaBièaMeBeoiaarriTéaaartesoldenBde,eiBqdeeeaeirfftea,parteÌleaMal reeoaaalaaa- 
btea,eeaxdeaaoBteeal,t,t,4elf,exialalealdaaateBOteUoa égypUeaae dea joars de aioia, qai B*a?ail 
qae «tef eUftaa pear lea aoadHrea a adeaaeaa de 1#. Noaa saroaa qae cea ehq eUftea oal éléeaipraaléa 
à rsgyple par dea aéopylhag a ri cl e aa d*Alexaadrfe, qai lear oaladjotel qaaire aalrea cUflrea poar te bobi- 
brea B, •, 7 el 8, el qalte oal élé latrodaila cbei lea loBMiaa par aa aéopytbagoridea gree éeriraal ea 
teda, el aprèa lai par ioèce. Maia eoauaeal eea eiaq cbiflìree egypiieaa OBtr-OapaaaédaaariBdeTCe a^eal 
paa par lIoterMédiaire dea Greca, paiaqae lea qaatre aotrea cbiflìrea dea néopytbagoricleaa poar lea aoai- 
bna B, 4, 7 el 4 diftreat etièreanal dea cbiflirea bidieaa correapoadaata , à qaelqae époqae qa^oa tea 
preaae. Il teal doae, oa qae tea ladieaa aieal^ eaipnmté diredeaieal lea ehq diflreailISgyple, oaqae 
tea BgypCeaa ei lea ladieaa lea aieai tiréa d*aae aièaie soaree. Be eea deax bypotbèsea, je ae dia pea 
qae te preaiière aoH abaolaaieal inpoaribte; ear, dèa Fépoqae dea Floléaiéea, «aia aartool depaia Tépo- 
qae d*Ai^|;Qato ti), beaaeoap de biliaieBte de coauaerce allaieBi de rSgypto daaa rbute; rOe de Soeo- 
leaa élail peapUe d*Bgyplieaa, de Gmca el dlaAeaa SS), el aaY" alède aoa-aealeaieal dea coBaiertaato 
iadteaa, saia dea bracéiiaet, teaikal ea EgypieSS). Mais la aeeoadebypotbèaene parali ptaaTraiaeaBbte- 
bte. €ar eea efaiq cblftea. peareal arefa' apparteaa aax popolatioaa coaeUlea répaadoea aatrefoia depaia 
rEgjple el IVditepte jaaqa^aaz boadiea da Gaage; Oa oal pa élre adoptéa par lea EgypUeaa dèa la ptaà 
baale aattqaité; ite oal pa ae eoaaenrer daaa riade chea lea popalaliona coacbilea, aaxqaellealealBineBa 
Aryia tea aarateat enproaléa 14). Qaoi qall ea aoH, il faal cboiilr eatre eea deax bypotbèaea, el cdte 
qai teil Tenta' de Hade lea neaf éhlffrea pylbagortqaea doU élre rejetée. 

Lea Arabea aiBaaiaiaBa aceeptèreat dTaboni lea aotetloBa noaiéralea alpbabétiqaea dea peapUe coaqoia. 
Paia ite eaqployèreol de aiéaie lea letirea de leara divers alpbabeta arabea, toajoari aaaa valear de po- 
ailioa , el ce aiode de aoMioa eal reale chea eax doariBaat , i coté de la nétode biea pina bieoBUBode, 
-qaliaoDleeaaenrée'aoasi, de liiire eaUer dana lea caleaia lea none de aombre eaxHDèaBeaécrlte ea loaiea 
tenrea. Cepeadaal, Tara le eoauBeBceawnl da IX* alède, lea Arabea orìeataax s^élaieBl appropriò te aya- 
tèaw iadiea afee lea aeaf cbHfirea , le léro et te yalear de poaUton. De leor c6t6, lea Arabea oedden- 
tnx coaaareat de boaae beare aaaa doate Tabacoa pythagoriqoe propagé ea Occident par Boèce. Fh» 
fard TcrB le X* aiècte, te ayalèaM indien leor fai Iraaaails par lea Arabea orìeataax; aiaia, ea raoeeptanl, 
ite gardèieat lea aeaf ehilfrea pytbagorìqaea , doot~ qaatre difléraient dea chiffrea iadleoa correapoadaata, 



9t) Toya U dlMoaion obrtiDée de IL liM eontn IL ChMles, dmi iM CoMjrfet fwiw ìm «^^ 
et téodobte la». — Sf)Toyei mebahr et Hjgrfrir, dUs d-deMot, cbapitn TIU. — SO) Toyei d-deMot, chapttns XYI et XVIL 
— ai) Toyu SCnboD, n, », g • et 11, et xY, l, 9 4, p. Ita, 118 et aaa ( «d. Cauiaboo ); le Pir^O* deiawur ErftkH*^jf.fH) 
(éd.MeneMnis);Pline»yi,M,t.l,p.440(éd.8illf8.),etAMidenlfaradliii, Tjahi. — n)Tùra ì» PérifU 4e la mer MrftkHe^ 
p.fia.éd. MmciiWM), etCoaue, Topogmfkit dkrtffiemw, p.178 ( ed. Montfnieoii ). — aa) Tojei Damawliia, vie dlddote, dm 
Phottai, MibUoO, eod. MS, y. aio (M.Bekker ).- U) Tojes d-deMOS, diapltn XVn. 
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et qui avalent ansai pénetré un peu chea lea Arabea orientala. Légèrement modifióa par lea Arabea, cea 
neaf cbiffrea pythagorìqaes, dont c)nq senlement reaaembiaieDt beaneoup anx chllfrea Indiana, prirent le 
nom de chlffrea^foòdr^ et lea Arabea lea employèrent comme Ila employalent lea cbiffrea indlena, c*eat-à- 
dire tantdt avec le aero jola dana lea placea videa, à la manière indienne, qol eat anaal la n6tre, tantót 
en marquant Tordre decimai de cbaqne cblffre par dea zéroa oa dea pointa placéa andeaana 95). 

Joaqu*à la fin dn XI* aiècJe, lea penplea cbrétiena de l'OccIdent avalent conaervé l\iaage de Tabacoa 
de Boèce 36). Mala, à partir du commencementdn XII* alècle. Ila Tabandonnèrent pena peu, ponradfq>ter 
le ayatème Indlen transmis par lea Arabea 37). Gèpendant , en leur empruntant le zèro aoua aa forme U 
plua ancienne , Ila gardèrent lea neuf cbiflcea pytbagoriquea, qui, un peu modlfiéa aoualMnfluenoe de riml- 
tatlon dea chiffìrea gobàr occidentaux, devinrent noa cbiffrea modemea, cbiffrea égypto^ozindrina par 
leur origine et liéa prlmitivement au ayatème gréco-romaln de Tabacua, mala jointa pina tard an zèro in- 
dìen , et adaptèa ainai au ayatème lndo4irabe, qui est la métbode de notatlon numerale la {dna parfalte. 



36) Voya d-denot, chapttrei XVUetXVni. — ae) Toyei d-demit, diipttra Xn-YXm. — 17) Toyet cHtemit, dwpltni 

xxmetxxnr. 




392 

PUBBLICAZIONI RECENTI. 



G. Novi — Trattato di Algebra soperiore. Parte I : Analisi Algebrica. — Fintue , 1863. 

FAiwni — Propriétés dea polDts d'inflexion dea courbes da S* ordre et dea pointa de rebrooaaement dea 

courbea de la 3* claaae (Bxtraii dea Mimoires de la Soeiété dea acieMea^ de ragrieulture et dea arta 

de UUe). 
G. Salmon — A treatiae on conic aectiona etc. Fourth edition. — London, 1863. 
FouDiA ~ CEuvres dea DBaAiausa ~ Deux tornea. Paria , 1864. 
JuNOHAifif — Tetraedrometrie. 8 Th. Gotha 1868-63. 
R. TowifanrD — Ghaptera od the modem Geometry of the point, line and circle etc. Voi. I.^ DubUn, 

1863. 
MAiaANO — Gonaiderazioni ani triangolo rettilineo. — Genova , 1863. 
H. WiiaaiNBOBN — Die Element der Planimetrie. — Halle, 1861. 
Pkait — Eaaal d'une théorie géométrique dea aurfaces. — Paria, 1863. 
LucAa — Étodea analytiques aur la théorie generale dea courbes planea. — Paria ^ 1864. 
BiiOT — Eaaala aor la théorie Mathématique de la lumière. — Paria , 1864. 
J. Db LA GouBimiB — Mémoire aur la aurface engendrée par la revolution d^ine conique antour d*ane 

droite aituée d*une manière quelconque dana Teapace. — Paria , 1863. 
Lbibun B-DmcHLBT — Yorleaungen Qber Zahlentheorle , beranagegeben von R. Dbdbkird — Braunaektoeig, 

1863. 
G. Salmon — Analytìache Geometrie dea Raumes, deutsch bearbeitet von W. Fibdlbb. I Theil. Die Ele- 
ment und die Théorie der Flftchen zweiten grades. — Leipxig, 1863, 
E. Gatalan — Mémoire en réponsjB à la question auivante : Trouver lea lignea de courbure du lleu dea 

pointa dont la aomme dea diatancea à deux droites qui se coapent est conatante. — Bruxellea, 1864. 
J. Bebtband — Traité de Calcul différentiel et de Galcul integrai. — Galcul diflérentiel. — Paria, 1864. 
L. Cbbhona — Nuove ricerche di geometria pura sulle cubiche gobbe ed in ispecie sulla parabola gobba. 

Bologna, 1863. 
G. Tatlob — Geometrica! conica, including anharmonic ratio and projectlon. — London, 1863. 
Plana Jean, Mémoire aur le mouvement du centro de gravite d*on corpa solide lance vera la terre entre lea 

centres de la lune , et de la terre auppoaéa finia immédiatement aprèa Timpulsion. ( Dalle Memorie 

dell' Accademia di Torino tom. XX. Serie aeconda 1863 ). 

— Réflexiona aur la préface d'un Mémoire du Lagrange intitulé Solution d'un problème d*arithmétkiiie 

publié dana le Tom. lY des Miscellanea Taurinenaia. (Dalle Memorie etc.). 

— Mémoire aur la théorie dea nombres. (Dalle Memorie etc. ). 

— Réflexiona sur les objections soulevées par Arag contro la priorlté de Galilé pour la doublé decou- 

verte des taches solaires noires , et de la rotatlon uniforme du globo du aoleil. ( Dalle Memorie etc. 

— Mémoire sur la théorie dea trascendantea elliptiques. ( Dalle Memorie etc. ). 

— Note sur Torigine de la fraction W déflnie au commencement du premier g du Mémoire aur la théorie 

des traacendantes élliptiquea. ( Dalie Memorie etc.). 



393 

INDICE GENERALE 

DI TUTTI GLI ARTICOLI. 



Ì4 
S9 
5S 

57 
7S 
79 
lOS 
106 
108 
113 

183 
285 

sn 



Proprietà di ima maniera di poligoni derivati. Nota del Prof. B, BubM Pag. 8 

Sopra un teorema di geometria descrittiva e sua apidicazione al tracciamento dell* ombra di àlcani 

corpi. Nota del Prof. G, BHmo » 18 

Étndes sor les coorbes à doublé courbure tracées sur une surface algebrique d\m ordre quelconque. 

Par E. de Jonquièrei 

Sur un triple systòme particuUer de aurfacea orthogonalea par M' B, Combe»ewre 

Lettre de M' W. BoberU à le redacteur 

Intorno la risoluzione delle equazioni algebriche generali mediante transcendenti. Nota di A.Pieréiii 

(Nel foglio 8) 

Alcune proprietà di una curva trascendente. Nota di M, Aisoreltt 

Sur les volumes des surfaces podalres. Par T. H, HWit 

Sulla rifirazione di una supposta atmosfera lunare. Nota di F. 0. Mouotti 

Note relative à la fonction «> par le Pére A. Le Cainte 

Question sur un jeu de Gartes. Par A. Le Cointe 

Dei Momenti d' inerzia , e di elasticità delle Sezioni. Del D* Dtmenieo OpoUetti 

Hémoire sur Tlntégration sons forme finie de Téquation dlfTérentielle linéaire du second ordre. Par le 

P. Pepin , . . 

Lettera del SIg. H^. BoberU air Editore 

Sulla proiezione iperbololdica di una cubica gobba. Nota del Prof. £. Cremona 

Solla risolvente di MtUfatti per le equazioni del quinto grado. Memoria del Prof. F. BrioicM . 

Intoroo ad un problema di Meccanica applicata. Memoria del D'. GipoUettl » S81 

Sopra la curvatura di alcune linee prodotte dallMntersezione di due superficie del secondo grado. 

Memoria del Prof B. TortoUni » 305 

Intorno ad un problema indeterminato : lettere indirizzate dal Sig Y. H. Lebeegue , e dal SIg. A. Gè- 

nocchi a D, B. Boneompagni » 830 

Sulla teoria delie Coniche. Nota del Prof. £. Cremona » 830 

RIVISTA BIRLIOGRAFICA. 

Intorno al Llber karastonls. Lettera di Jtf . SMntcìmeider a D. B. Boncompagni, . . . .54 

Cenno Necrologico di ori. F. AfOMO/rl (nel foglio 7.) » €0 

Sopra II giornale di Matematiche ad uso degli studenti delle Università Italiane. Napoli 1863: Annuncio.» Ili 
Passages relatifs à des sommatlons de sérles des cubes extraltsdetrois manuscrlts arabes inèdita de 

la bibliothèque Imperiale de Paris cdtés N** 951,, 951. et 958 du supplément arabe. Par Jtf. F, Wapcke, 147 
Sopra alcune formoie nel calcolo delle differenze finite. Articolo del Prof. B, ToriolM, ...» 181 
Les signes numéraui^ et rarlthmétique chea les peuples de rantlqultó, et du moyen-àge. Examen de 
Touvrage allemand Intitnlé : MathemtaUehe Beitròge Mum CulturUben der YSlker von D. Moritz Can' 

tor. Halle, 1863, in-8. par Th. Henri Martin pag. 857 et 337 

OEuvres de Desargnes réunies et analysées par Jf. Poudra. Articolo del Prof. £. Cremona. . . » 338 
Pubblicazioni recenti » 398 



AVVERTENZA PER IL REGISTRO. 



H Fo§Uo 7: ùUr$ le otto fOfku MmKeM im Coirtuiwo U ottrt pMtro j^o§ku, por cui 
tormkM oon la paglma 60 : U fofUo 8 : eko oionbho dovuto eombutoro con la pa- 
fina 64 : por orrore oominoia eoa la pagina 57 , 9 H proiogno <a queoto utodo la 
paginasiono pao a/ torwéoo del «oìmm. 

L'Mmo fogUo, oeeta 49, i eompoeto di dodM pagiao. 

Il primo fate. eonUone «m Javoto dlGoometria porlaNota dot prof. Brwo ekodoveeeeer 
poeta aUa fke dot Yohme. 



mPBOiATim 

Vr. EknmymuB Gigli 0. F. S. F. A. llagififlr. 

mnmkTUh 

HtnB yflIaMTi-CaflellMd Ardiiep. Feir. Yl e w g wwi i . 



To avoid fine, this hook should be returned on 
or before the date last stamped below 



1 


^S-6 3 




r 


Stanford University Library ì 

Stanford, Caliiornia 

In order that others may use thìs hook, 
ptease return it as soon as possible, but 
aoi laier than the date due. 



